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Uvod

Frakcionalny diferencidlny a integralny pocet je oblast matematickej analyzy, ktora sa
zaobera derivaciami a integralmi necelociselného radu. Je zndme, Ze poslednych rokoch
stipa zaujem o frakcionalny diferencidlny pocet kvoli jeho Sirokej aplikicii v roznych
oblastiach.

Prva zmienka o existencii frakcionalnej derivacie pochiddza uz z roku 1695, kedy
ako prvy opisal frakcionalnu derivaciu polovi¢ného radu Leibniz v liste adresovanom
I’'Hospitalovi. Odvtedy teodria frakcionalneho diferencidlneho poc¢tu pritahuje pozornost
mnozstva matematikov, ale rovnako aj fyzikov, biolégov a ekondémov.

Prvou znédmou aplikaciou frakciondlneho diferencidlneho poctu je rieSenie tautoch-
rony skon$truované Abelom v roku 1823. Iné aplikacie frakcionélneho diferencidlneho

poctu st napriklad aj v biofyzike, kvantovej mechanike, teorii grip alebo aj v ekonémii.

Tato praca vznikla pocas letnej staze na Matematickom tstave Slovenskej Akadémie
Vied v jiali a auguste 2018. V praci sa zaoberdm tvodom do teorie frakcionélneho
diferencialneho poc¢tu a do frakcionalnych diferencidlnych rovnic. Praca je rozdelené na
tri kapitoly. Teoreticky zaklad, ktory som pocas staze nadobudla, dalej vyuzivam pri
pisani diplomovej prace.

Prva kapitola prace je venovand definicidm roéznych typov frakcionalnych derivacii
a integralov. Konkrétne sa budeme venovat Griinwaldovej-Letnikovovej, Riemannovej-
Liouvillovej a Caputovej frakcionédlnej derivacii. OpiSeme ich zakladné vlastnosti a roz-
diely medzi nimi.

V druhej kapitole opiSem Laplaceovu transforméciu, ktora je silnym néstrojom pri
rieSeni konkrétnych typov frakcionalnych diferencidlnych rovnic. Popisem Mittagovu-
Lefflerovu funkciu, ktora tzko sivisi s rieSenim frakcionalnych diferencidlnych rovnic
pomocou metdédy Laplaceovej transformécie. Taktiez sa budem venovat dokazu Po-
stac¢ujucej podmienky existencie a jednoznacCnosti rieSenia frakcionalnej diferencidlnej
rovnice pomocou metdédy Laplaceovej transformacie.

Tretia kapitola pozostéva z prikladov. OpiSem postup riesenia frakcionédlnej diferen-
cidlnej rovnice pomocou metody Laplaceovej transforméacie na niekolkych konkrétnych
prikladoch.
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Kapitola 1
Frakcionalny diferencialny pocet

V prvej kapitole sa budeme venovat ivodu do frakciondlneho diferencidlneho poctu,
opiSeme viaceré typy frakcionalnych derivécii a ich vlastnosti. Na rozdiel od klasic-
kej derivacie, frakcionélnych derivacii existuje niekol'ko, pricom ich definicie nie st vo
vSeobecnosti iplne ekvivalentné.

Pri definicii frakcionélnej derivacie je prirodzené o¢akavat, ze bude spliat nasledu-

juce podmienky:

e Frakcionélna derivacia je linedrny operator.

Frakcionalna derivacia celoc¢iselného radu je rovnaka, ako obyc¢ajna derivacia.

Frakcionéalna derivacia nultého stupna je identita.

DeDPf(t) = DB f(¢).

Frakciondlna derivacia splha zov§eobecnené Leibnizovo pravidlo

- 1
=0

Df ()] =3 (a) D (1) D g (h).

1.1 Grinwaldova-Letnikovova frakcionalna derivacia

Definicia 1.1. Nech a > 0, t > a, a,t,a € R. Operator

- T+
(=1) kT (o — k+1)

o DPf(t) = lim h™® f(z— kh) (1.1)

k=0

budeme nazyvat Griinwaldovou-Letnikovovou frakcionalnou derivaciou stupna a fun-
kcie f v bode t.



Zakladné vlastnosti

G

e Operator S D¢ je linearny.

e YLDV je identicky operator, teda
SEDYF(t) = f(1).

e Pre a =n € N plati:

e Aditivita a komutativita:

CLDREED] f(t)] = “EDJ[CE Dy £ (1)) = CFDRO £ ().

1.2 Riemannova-Liouvillova frakcionalna derivacia

Definicia 1.2. Nech a > 0, t > a, a,t,a € R. Frakcionalny operator

IS0 = s [ S = (12)

resp. frakcionalny operator

1 b
T f(t) = = —1)*'d 1.3
210 = s [ e (1.3
budeme nazyvat lavy (resp. pravy) Riemannov-Liouvillov frakcionalny integral stupiia
a.

Poznamka 1.1. Ak nebude uvedené inak, pod oznacenim J* budeme mysliet lavy frak-

ciondlny integdrl J, .

Definicia 1.3. Nech a > 0, t > a, «a,t,a € R. Potom budeme operéator

1t ) _
Dof(t) = | @ o Trrndr pren—l<a<neN, o
L1 (t) pre « =n € N.

nazyvat Riemannov-Liouvillov frakcionalny diferencidlny operator, respektive Riemannova-

Liouvillova frakcionalna derivicia stupha o« funkcie f v bode t.

Poznamka 1.2. Operdtor ,Dy méZeme v pripade funkcii jednej premennej oznacovat
D*.
a



Zakladné vlastnosti

e J° aj ,D? si identické operatory, teda
TUf(t) = f(t),

DUf(t) = f(1).

J* aj Dy st linedrne operatory, teda
JUNS(E) + () = AT f () + Jg(1),

oD (Af(E) 4 9(1) = AD7 f (1) +a D} g(1),

prea>0,a e R\ e C.

Ak f(t) je pre t > 0 spojita funkcia, platia rovnosti:

lim J° f(z) = f(x),

JUIPf(1) =TT f(1) = TP (1)

pre a, 5 > 0,a, 8 € R.

Operator D¢ je Tavy inverzny operator k operatoru J¢, teda

DO =1

Ak a>0a g > 0, potom

JDTOf() = JPf().

e Pre a =n € N plati:

()

Dy =

1.3 Sekvencéna frakcionalna derivacia
Definicia 1.4. Nech o, = Zle aj, 0 <o <1prej=1,2, ..k Potom operator

oD% = Dy D] DM (1.5)

budeme nazyvat Millerova-Rossova frakciondlna derivacia, respektive sekvenc¢né frak-

cionalna derivacia stupna oy.



1.4 Caputova frakcionalna derivacia

Definicia 1.5. Nech a > 0, t > a, «,t,a € R. Potom operator

L t_IME) g ren—1l<a<néeN
Cpef(t) = { T Jo Ter=dT P : (L6)

%(t) pre a =n € N,

budeme nazyvat Caputov frakcionalny diferencidlny operator, respektive Caputova

frakcionalna derivacia stupia o funkcie f v bode t.

Definicia 1.6. Caputova frakcionalna derivacia stupna a pre 0 < o < 1 funkcie

f:(0,00) = R" je definovana vztahom:
o D f(t) =0 DE[f() — f(0)].

Zakladné vlastnosti
e Operator £ D¢ je linearny. Je splnena podmienka aditivity a komutativity.
e Operator DY f(t) je identicky operator.
e Pre a =n € N plati:

& f(t)

Copf =

e Derivacia sucéinu:

“Drlowo] =3 ()60 Do) + T aa) w0 - e+

+(D (1)) (1)

Priklad 1.1. N4jdime Caputovu frakcionalnu derivaciu radu o = 1 funkcie f(¢) = ¢.

Z definicie Caputovej frakciondlnej derivacie:

1 t ! 1 t 2
¢DV2t = 1 / 04 L / Cdr = —t3,
F(1—-35)Jo (t—7)zt'! I'(5)Jo (t—1)2 VT

Najdime dalej deriviciu radu o = 3 funkcie \%tl/?:

2 2 1 1/t 1 1
D1/2t1/2 /ﬁdT:—arcsinl —arcsin(0)) = 1.
= A T2 ), T = Feesin) ()

Je vidiet, Zze po dvojnésobnom aplikovani derivicie radu % sme dostali presne prvi

derivaciu funkcie f(t).



Rozdiel medzi Caputovou a Riemannovou-Liouvillovou frakci-

onalnou derivaciou

Nech je f takd funkcia, ze Caputova aj Riemannova-Liouvillova frakcionalna derivacia

funkcie f radu a existuji. Potom vo vSeobecnosti plati:

SDRf(t) # o DY f(1).
Pre Caputovu frakcionalnu derivaciu rddu « plati nasledujice tvrdenie:

Veta 1.1. Nechn —1 < a <n, n €N, potom

lim £D°f(t) = f"(1),

a—n

lim ¢Df(t) = " 0(t) — f70(0).

a—n—1

Dékaz. Vyuzijeme integraciu per partes.

C _ 1 () S
oD f(t)_f‘(n—a)/a (t—T)aH*”d -

:ﬁ(_f(n)(ﬂ(t;ia / _f (1) ) d’T):
— m(f(n)(a)(t —a)" "+ / FOD ()t = ) dr)

Limitnym prechodom o — n dostaneme:

a—n

lim €D f(t) = (f™(a /f"“ )dr) = f"(t).

Limitnym prechodom o — n — 1 a pouzitim metody per partes dostaneme:

/a t f(r)dr =

a—n—1

lim ¢'Df(t) = (”)(a)+/ FED () (t=r)dr) = fH(a)t+f P (t=T)| +

= "0t - 7V (a).

V pripade Riemannovej-Liuvillovej frakcionalnej derivacie platia vztahy:

lim ,D*f(t) = f"(t),

a—n



lim DYf(t) = f™ V().

a—n—1
Moézeme vidiet, ze Riemannova-Liuvillova frakcionalna derivacia sa nerovna Capu-
tovej v pripade, Ze "~V (a) # 0.
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Kapitola 2
Laplaceova transformacia

V druhej kapitole sa budeme venovat Laplaceovej transformécii, ktord je silnym né-
strojom pri rieSen{ urcitych typov frakcionalnych diferencidlnych rovnic. Dokazeme Po-
sta¢ujucu podmienku existencie a jednoznacnosti riesenia frakcionélnej diferencidlne]

rovnice s konStantnymi koeficientami metédou Laplaceovej transformacie.

Definicia 2.1. Laplaceovou transforméciou n-rozmernej vektorovej funkcie f(t) bu-

deme nazyvat funkciu

L)) = [ e rieyan
0
ak integral konverguje.

Veta 2.1 (Postacujica podmienka existencie Laplaceovej transforméacie). Nech funkcia
f(t) je po castiach spojitd na intervale [0,00) a nech existuji kladné konstanty T, M, ¢
také, zZe |f(t)] < Me® pre t > T. Potom existuje Laplaceova transformdcia funkcie f

pre s > c.

Zakladné vlastnosti Laplaceovej transformacie

e Laplaceova transformécia je linedrny operator, teda

Llaf + bgl(s) = aL[f](s) + bL[g](s),
pre a,b € C.

o Ak st f, f',...f™ spojité a |f(t)| < Me pre vhodné konstanty, potom existuje
L[f™] a plati:

LIF)(s) = s LIf)(s) — 8" LF(0) — ... — s £ (0).

e Laplaceova transformécia konvolicie funkeii f a g, splhajucich |f(t)| < Me

11



a [g(t)| < Me*":
L[f * g(s) = L[f](s).L[g](s),

pre s > c.

2.1 Mittagova-LefHerova funkcia

Definicia 2.2. Mittagova-Lefflerova funkcia dvoch parametrov a > 0, § > 0 je defi-

novana vztahom:

Zk:

Eop(2) = m;

K

e
Il

0

pre z € C.

Veta 2.2 (Laplaceova transformacia Mittagovej-Lefflerovej funkcie). Nech ¢isla a, f > 0

a matica A € C™™, potom
L[tP 7 E, 5(AtY)] = s*7F(s* — A)~*

plati pre také s, kde R(s) > || A||*/°.
Dokaz. Ak R(s) > || A/« tak plati > po, Aks~(FHDa = (5@ — A)~1. Potom

0 A a 0 ART, ak+ﬂ 1
LI B (A7) = L{tﬁ_lz ((akt+6 ] 2T atk:—Fﬂ ]

k= k=0

_ Sa—,BZAk:S—(k—I—I)a _ Sa—ﬁ(sa . A)_l.

Lema 2.1. Mittagova-Lefflerova funkcia tvaru Eq 1 (wt®) splita nerovnost:
Eoq(wt®) < C’e‘”l/at,
kdet>0,w>0,0<a<?2aC jekladnd konstanta.

Priklady Mittagovej-Lefflerovej funkcie pri konkrétnej vol'be parametrov

EOl(Z):ZE: Zzl—z
k=0 k=0
Pul) = - Lm =
k=0 k=0
> 2k > 2k er—1
E12(2>_Zr(k+2) Z(k:+1) 2



F51(2) = cosh(y/2)
sinh(4/z)
\/E
2

By (Vz) = ﬁe_z erf(—+/2)

Kde funkcia erf(z) oznacuje Gaussovu chybovu funkciu, ktora je definovana nasle-

2 T
erf(x) = ﬁ/o e Udt.

V $pecidlnom pripade, ak bude parameter 5 = 1, budeme o Mittagovej-Lefflerove]

EQ’Q(Z) =

dovne:

funkecii hovorit ako o funkcii jedného parametra a.

00
Zk

Eon(z) =) ok 1D = E.(2).

k=0
2.2 Laplaceova transformacia frakcionalnych deriva-
cii
Riemannov-Liouvillov frakcionilny integral

Pri Laplaceovej transformécii Riemannovho-Liouvillovho frakcionalneho integralu stupna

a pre a = 0 sa na integrdl mozeme pozerat ako na konvoliciu funkcii & a f, kde
o tafl

O(t) = O

Laplaceova transformacia konvolucie dvoch funkcii f a ® je rovna siacinu Laplaceove]

transformécie funkcie f a Laplaceovej transformacie funkcie ®.

L[f * ®](s) = L[f](s).L[®](s).

LIR0](6) = Ll o) = s B 106) = g Tla)s™ =57
7 toho
LI F(®)(s) = s LIF®)](s). 2.1)

Riemannova-Liouvillova frakcionalna derivacia

Laplaceovu transformaciu Riemannovej-Liouvillovej frakciondlnej derivacie stupiia «

pre a = 0 je mozné vyjadrit priamo zo vztahu na Laplaceovu transforméciu n-tej

13



derivacie funkcie f.

-1

L[ODaf(t>](5) = s® Z Da k= 1f )}t:(), n—1<a<n. (2.2)

k=

Sekvencéna frakcionalna derivacia

Laplaceova transformacia sekven¢nej (resp. Millerovej-Rossovej) frakcionalnej derivacie

stupiia o, pre a = 0 je ur¢ena vztahom:

m—1

LoD f(1)](s) = /0 N e~ D f(t)dt = s LIf(1))(s)= Y 87 *[o D7+ f(1)]i=o.
- (2.3)

Caputova frakcionilna derivacia

Laplaceova transformécia Caputovej frakcionalnej derivacie funkcie f stupna a pre

a = 0 je dana vztahom:

—_

LFDFf)](s) = s"LIfO)(s) = D s* [P (O)imo. n—1<a<n  (24)

3

T

V dokaze identity (2.4) vyuZijeme pomocné tvrdenie:
Nechn—1<a<n,néeNaecRa f(t) je takd funkcia, ze existuje jej Caputova

frakcionalna derivacia radu «. Potom
CDf(t) = J D" f(t). (2.5)

Toto tvrdenie priamo vyplyva z definicie Caputovej frakcionalnej derivacie.

Oznacme teraz g(t) =¢ D™ f(t). Vztah (2.5) mozeme prepisat ako
6D f(t) = T g(1).

Preto plati:
LIg D f(t)](s) = LT g(t)](s).
Laplaceovu transforméciu pravej strany mozeme urcit priamo podla (2.1):

LIgD* f())(s) = s*"Llg(t)](s) = s*"LoD" f(t)](s)

Nakolko frakcionalna derivacia n-tého je rovna obycCajnej n-tej derivacii, moZeme pri
uprave pravej strany vyuzit vztah na vypocet Laplaceovej transforméacie n-tej derivacie

funkcie.

14



Po uprave dostaneme vztah pre Laplaceovu transforméaciu Caputovej frakcionalnej

derivacie:
LIS Dy F(1)](s) = s*LIFD)(s) = Y s* F P (1)]io

2.3 Postacujuca podmienka existencie a jednoznac-
nosti riesenia frakcionalnej diferencialnej rovnice
s konStantnymi koeficientami metédou Laplace-

ovej transformacie

Poznamka 2.1. Z tedrie obycajnijch diferencidlnych rovnic je zndme, Ze ak x(t) je

riesenim pociatocnej ulohy
2(t) = f(t,x(t), t=>to,
f(to) = Xy,

potom x(t) riesi aj integralnu rovnicu

x(t) = o +/ f(s,z(s))ds.

to

Analogicky vztah plati aj v pripade frakciondlnych diferencidlnych rovnic. Ak x(t) je

riesenim pociatocnej ulohy

oDi'z(t) = f(t,z(t), 0<a<1,t=>0,
x(0) = xo,

potom je x(t) riesenim aj integrdlnej rovnice

1 t o1
x(t) =z + m /0 (t—71) " f(r,x(1))dT.

Lema 2.2. [2] Nech b > 0,5 > 0 a a(t) je nezadporné funkcia, ktord je na intervale
[0,T) pre nejaké T < oo lokdlne integrovatelna. Nech w(t) je nezaporna a lokilne

integrovatelna funkcia na intervale [0,7) a nech na tomto intervale plati:

u(t) < a(t) + b/o (t — 8)* tu(s)ds.

Potom
u(t) < a(t) + «9/ F(0(t — s))a(s)ds, 0<t<T,



kde

_ 1/8 I = 4
2Pt
Fé(z):rﬁ) pre  z — 0+,
Fé(z):% pre  z — +00.

Ak a(t) = a je konstanta, potom u(t) < aFjs(0t).

Majme pociato¢nt tlohu

oDfx(t) = Ax(t) + f(t), 0<a<1,t>0,

2.6
z(0) =7, >0

kde A je n x n ¢iselna matica a f(t) je spojitd n—rozmerna vektorova funkcia.

Veta 2.3. |2| [Postacujica podmienka existencie a jednoznac¢nosti riesenia frakcionalnej
diferencialnej rovnice s konstantnymi koeficientami metédou Laplaceovej transformé-
cie] Nech mé uloha (2.6) jednoznacne urcené spojité rieSenie x(t). Ak je funkcia f(¢)
spojitd a exponencialne ohrani¢ené na intervale [0, 00), potom je rieSenie x(t) aj jeho
Caputova derivacia § D%z (t) exponencidlne ohrani¢end a teda existuji ich Laplaceove

transformaécie.

Doékaz. 7 exponencidlnej ohranic¢enosti funkcie f(¢) vyplyva existencia dostato¢ne vel-
kej kladnej kongtanty 7" a kladnych konstant M, o takych, ze || f(¢)|| < Me pre vietky
t>1T.

Z Poznamky 2.1 mozeme vidiet, ze ak z(t) je rieSenim tulohy (2.6), potom riesi aj

ekvivalentni integralnu rovnicu

1 t ol
o) =+ m/ﬂ (t — 1)U Az(r) + f(F)ldr, 0<t< oo (2.7)

Pre ¢t > T mozeme integralnu rovnicu (2.7) prepisat do tvaru

L ! a-l 1 t — ) YAx(r )|dr
ot) =0+ g [ =7 () + S0l + s [ (=7 et + £

Z predpokladov Vety 2.3 je rieSenie z(t) jednoznaéne ur¢ené a spojité na [0, 00). Potom

Az(t) + f(t) je ohranitena funkcia na intervale [0, 7], teda existuje konstanta K > 0

16



taka, ze || Az(t) + f(t)|| < K. Na zaklade tejto nerovnosti mézeme odhadnit

z@)]:

le@l < Inll + / (t— ) tdr + - / (t — 7V Al 2(r) dr+

T e (28)
—I——/ t— 7)Y F ()| dr.
Fa =)
Prenisobenim nerovnice funkciou e~ a vyuzitim nerovnosti:
e <, e < e, |[f(O)] < Met (t>T)
dostavame
el < et + 5 [ mytar 1+ £7 [ mpt Al ar+
>~ — T T — T T T
I'(a) Jo I'(a) Jr
efo't t L
+ / t—7) 7 f(D)|dr <
el A R 1G]
Ke™ Al [
< —oT 1 — (t — T t — a—1 —o7
<l + S = (=T g [ (= r ()i
e—at t L
+ / t—7) | f(r)]dr <
o) T( VG|
Ke™! AL [
< —oT ta_ t_T « t_ a—1 —O'Td
< lle™" + s (" = = T)) + g [ (= (o) ar+
M /f 1 o
+— [ (t—7)° e?Tdr <
I'(a) Jo
KTae—aT ||AH t
< —oT _ A\a—1 —oT
<l + o+ g | (6= 7 el
M /t .
4+ — s e %%ds <
I'(a) Jo
KToc" A [
< —oT t — a—1 —o7
<llle™ + S+ gy [ (€= (e ar+
M /°° 1
+ — s e %ds <
I'(a) Jo

KTee"T M |A| [
< —oT - t— a—1 —o7d
<l + o s+ g [ (= el

pre t > T. Ak oznac¢ime

KTee=T M IA]
—_ —oT - _ b: L t — t ot
a=|nlle””" + oT(a) oo T(a)’ r(t) = |lz(t)|le™",
dostavame .
r(t) < a+b / (t— 9o p(r)dr, t>T. (2.9)
0

17



Pomocou Lemy 2.2 dostdvame nerovnost

o ntna

r(t) < aFy(f Z t>T.

['(na —|— 1)
Dosadenim definicie Mittagovej-Lefflerovej funkcie dostaneme nerovnost:
r(t) < aBa 1 (bI'(a)t*), t>T. (2.10)
Vyuzitim nerovnosti z Lemy 2.1 dostavame
r(t) < aCer@N*t ¢y >
Z definicie funkcie r(t) je vidiet, ze
|z(t)]] < aCel®TeN+elt —y >

Dokéazali sme teda, Ze funkcia z(t) je exponencidlne ohrani¢end. Exponencialnu ohrani-
Cenost jej Caputovej derivacie mozeme dokazat priamo z rovnice (2.6) vyuzitim expo-

nencialnej ohranicenosti funkcie x(t):
a aNt/oto o
1§ D) < ANz + 1 F @) < all A CelCTE =+l 4 et <

< (al|A||C + M)el®T@) /o telt y >

Dokézali sme, Ze rieSenie rovnice (2.6) aj jeho Caputova frakcionalna derivacia si expo-
nencidlne ohrani¢ené a teda existuju ich Laplaceove transformacie.
O

Po aplikovani Laplaceovej transformécie na rovnicu (2.6) dostaneme

Llz(t)](s) = s* 1 (s* = A) "' + (s* — A)T'LIf(1)](s), (2.11)

naslednou aplikaciou inverznej Laplaceovej transformécie a vyuzitim vztahu z Vety 2.2

dostaneme rovnost

z(t) = Eqq1(t)n + /0 (t —7) By oAt — 7)) f(7)dT. (2.12)
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Kapitola 3

Priklady

Majme pociato¢nt tlohu
CDYF(t) —Af(t) =0, t>0, n—1<a<n, (3.1)

F®0) = by, beR, k=0,1,...n—1 (3.2)
Riesenie tlohy (3.1) so zadiato¢nou podmienkou (3.2) je dané vztahom:
n—1
F#) = bt B ppr (M), (3.3)

k=0

Aplikovanim Laplaceovej transformécie na rovnicu (3.1) a vyuzitim vztahu na urcenie

Laplaceovej transformécie Caputovej frakcionalnej derivacie (2.4) dostaneme:

—_

SULIF(1)](s) = Y s FW(0) = AL[F(1)](s) = 0.

0

3

i

Funkciu f(t) mozeme nésledne vyjadrit pomocou inverznej Laplaceove] transformé-

cie:
n-1 ga—k—1
=17 X S5m0
k=0

Z podiato¢nych podmienok (3.2) potom dostaneme:

n—1 go—k—1
ft)y=L" {Z . )\bk}.

k=0

Z Vety 2.2 mozeme vidiet, ze funkcia
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je Laplaceovou transformaciou funkcie t*E, ;11 (At®). Z linearity Laplaceovej transfor-

macie nasledne vyplyva vztah:

n—1

F(#) = bit*Eq g (M),

k=0
Priklad 3.1. ([1]) RieSme rovnicu s Riemannovou-Liouvillovou frakcionélnou deriva-
ciou

oD f(t)+af(t) =0, t>0

s podmienkou
oD;1/2f(t)’t:0 =C

Aplikovanim Laplaceovej transformacie na rovnicu dostaneme:
LloD; f(t) + af (£)](s) = L[0](s)

LoDy f()](s) + aL[f(1)](s) = 0

Vyuzijeme vztah (2.2) na vypocet Laplaceovej transformacie Riemannovej-Liouvillovej

frakcionalnej derivacie.
sY2LIF())(s) —o D7 2 £ (1)), + aLlf](s) = 0

oD; P f(t)] C
Lifl(s) = 81/2_|_at 0281/2+a

Aplikujeme inverzni Laplaceovu transformaéciu:

10 =17 |2 ©

81/2 +a

Z Vety 2.2 vidime, Ze rieSenie rovnice je Mittagova-Lefflerova funkcia s parametrami
1

f(t) = Ct™Y2E1 1 (aVh).

11
272

Priklad 3.2. ([1]) RieSme rovnicu
oD f(t) +o DIF(t) = h(1),
pre 0 < g < @ < 1. Aplikujeme Laplaceovu transforméciu a vyuZijeme vzfah (2.2):

LbDE f(8)](s) + LI DY f(£)](s) = L[R(1)](s)
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(s7 + LI (D)(s) = LIA®)](s) + (0D f(8) +o DEf(B)] )

Oznacme (oDI~' f(t) 4o Dthlf(t)‘t:O) = (. Potom

_ C + L[h(t)](s)  C+ L[h(t)](s) 574

LFOI) = =5 g = i sgay = (O LN g

Aplikovanim inverznej Laplaceovej transformécie a vyuzitim Mittagovej-Lefllerovej fun-

kcie a vety (odkaz) pre parametre a = Q) —q, 8 = @) dostaneme rieSenie rovnice v tvare:
t
f(t) =CG(t) + / G(t — T)h(r)dr,
0

kde C = (DI f(1) +o DU (1)] L) & G(t) = 197 Eg_qiq~1979).

=0)

Priklad 3.3. (|1]) RieSme rovnicu so sekvenénymi derivaciami. Rovnica je analogicka

s rovnicou v Priklade 3.1.

0DF (6D f (1) + af(t) =0
oD (o0 D)F(0))],_y = b1, oD/ ()], = Do,

kde 0 < a < 1,0 < 8 < 1, + 8 = 1/2. PouZijeme Laplaceovu transforméciu
(2.3).V tomto pripade vezmeme konStanty oy = a,ay = f a m = 2. Z toho 07 = «

a 09 = a + = 1/2. Laplaceova transformécia rovnice bude tvaru:
(577 + a)LIf(1)](s) = by + by,

7 ¢oho
s8 1

+b )
sotB 1 g | lgatB g

L{f(#)](s) = b2

Aplikovanim inverznej Laplaceovej transformacie a vztahu na vypocet Laplaceovej
transformécie Mittagovej-Leflerovej funkcie z Vety 2.2 vyplyva, Ze rieSenie je dané

vztahom
F(t) = bt Boy ga(—at®™™?) + byt P By g 05 (—at™™P).

V&imnime si, Ze pri volbe konstant « = 1/2 a f = 0 (predpokladame, 7e by = 0) je

rieSenie rovnaké, ako v Priklade 3.1.
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