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Abstract

Let X,Y be topological spaces. We study subcontinuity of multifunctions
from X to Y and its relations to local compactness, local total boundedness
and upper semicontinuity. If Y is regular, then F is subcontinuous iff F is
USCO. A uniform space Y is complete iff for every topological space X and
for every net {F,}, F, C X x Y of multifunctions subcontinuous at = € X,
uniformly convergent to F, F is subcontinuous at x. A Tychonoff space
Y is Cech-complete (resp. Gpn-space) iff for every topological space X and
every multifunction FF C X x Y the set of points of subcontinuity of F' is a
Gys-subset (resp. Gy-subset) of X.

Let (X, p) be a metric space and (CL(X),W,) be the hyperspace of all
nonempty closed subsets of X equipped with the Wijsman topology. We
show that all studied cardinal invariants except of cellularity and density
of (CL(X),W,) are equal to the density d(X) of the underlying space. If
(CL(X),W,) is normal for every uniformly equivalent metric n on (X, p),
then X is separable. We prove that if X is a metrizable linear topological
space and p is a compatible metric, then (CL(X),W,) is normal iff X is
separable.



1 Uvod

Vseobecna topoldgia je odvetvie matematiky, v ktorom sa studuju topolog-
ické priestory a struktury na nich definované. Pocas 19. storocia sa vyclenila
z matematickej analyzy ako samostatny odbor. Funkciondlne priestory a
hyperpriestory s ich topolégiami si velmi podstatnou castou vseobecnej
topoldgie. Nasa prica sa zaoberd subspojitostou multifunkcii a Wijsman-
ovou topoldgiou, ktora je vyznamnou hyperpriestorovou topolégiou.

Pojem subspojitosti zaviedol Fuller [16] v 1968. Subspojité funkcie st
zovSeobecnenim funkcii s kompaktnym oborom hodnot. Zaujimavy je jej
vztah k spojitosti.

Nech priestor'’Y je Hausdorffov. Funkcia f : X — 'Y je spojitd prdve
vtedy, ked je subspojitd a md uzavrety graf.

Subspojitost sa dd prirodzene rozsirit na multifunkeie ([35],[59]).
Subspojitost funkcii a multifunkcii je $tudovand v mmnohych pracach:
[1],[6],[18],[21],[25],[41].

Nech X je Hausdorffov priestor. Hyperpriestor je priestor vsetkych uza-
vretych neprazdnych podmnozin X a oznacuje sa C'L(X). Klasické hyper-
priestorové toplogie su Vietorisova topoldgia, Fellova topoldgia, topoldgia
indukovana Hausdorffovou metrikou a Wijsmanova topoldgia. Dolezity
nevyrieSeny problém je charakterizacia normality Wijsmanove]j topologie cez
vlastnosti zdkladného priestoru. Normalita Vietorisovej topoldgie je ekviva-
lentnd kompaktnosti X ([61]) a normalita Fellovej topolégie je ekvivalentna
tomu, ze X je lokdlne kompaktny a Lindelofov ([28]).

Zakladné pojmy a oznacenia su z [38], [12] a pre hyperpriestory a multi-
funkcie z [4].

2 Hlavné vysledky

2.1 Subspojitost, lokdlna kompaktnost a lokalna
totdlna ohranicenost

Definicia 2.1.1 (/35],/59]) Nech X a'Y si topologické priestory a FF C X X

Y je multifunkcia. F je subspojitd (SC) v x € X, ak pre kazdi siet {z,}

konvergugicu k x md kazdd siet {ya}, ya € F(x,), hromadny bod.
F je subspojita (SC), ak je SC v kazdom x € X.
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Veta 2.1.2 Nech X a'Y su topologické priestory a FF C X XY je multifunk-
cia. Nasledujice turdenia siu ekvivalentné:

1. FjeSCvzxe X;

2. pre kazZdé otvorené pokrytie U priestoru Y existuje konecny podsystém

F CU a okolie V bodu x € X také, ze F(V) C UF.

Definicia 2.1.3 Nech X a Y su topologické priestory a F© C X XY je
multifunkcia. F je lokdlne kompaktnd (LC) v x € X, ak existuje okolie V
bodu x a kompakind mnozina K CY takd, ze F(V) C K.

F je LC, ak je LC v kaZdom x € X.

Definicia 2.1.4 Nech X je topologicky priestor, (Y, W) je uniformny
priestor a F C X XY je multifunkcia. F je lokdlne totdlne ohranicend
(LTB) v x € X, ak pre kazdé W € W ezistuje okolie V' bodu x a koneénd
mnozina M CY takd, Ze F(V)) C W(M).

F je LTB, ak je LTB v kaZdom z € X.

Veta 2.1.5 Nech X je topologicky priestor, (Y, W) je uniformny priestor a
F C X XY je multifunkcia. Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné:

1. Fje LTBvx € X;

2. pre kazdi siet {x,} konvergujicu k x, md kazdd siet {y,}, takd, Ze
Yo € F(24), cauchyovski podsiet.

Vztahy medzi tymito pojmami sa daji zndzornit v nasledovnom diagrame:

Y: Uniform

Locally ___ |
" Compact

Locally
Totally Bounded

Subcontinuous

V] V1

Y: Locally Compact Complete Uniform

To znamena, ze kazda lokalne kompaktna multifunkcia je subspojita a kazda
subspojita multifunkcia s hodnotami v uniformnom priestore Y je lokalne
totdlne ohranicend. Kazda subspojitda multifunkcia s hodnotami v Y je



lokalne kompaktnd prave vtedy, ked Y je lokélne kompaktny a kazda lokdlne
totdlne ohranicena multifunkcia s hodnotami v uniformnom priestore Y je
subspojitd prave vtedy, ked Y je tiplny.

Pripomenme, ze multifunkcia F' C X x Y je polospojita zhora (USC) v
x € X, ak pre kazdi otvoreni mnozinu U D F(x) existuje okolie V' bodu x
také, ze F(V) C U. Ak je naviac F'(x) kompaktna, potom hovorime, ze F je
USCO v z.
F' je polospojité zdola (LSC) v x € X, ak pre kazdu otvorent mnozinu U
taki, ze U N F () # 0 existuje okolie V bodu z také, ze pre vsetky & € V je
F(@)nU #0.
F' je zmiesane polospojitd (MSC) v z, ak pre kazdu otvorent U D F(x)
existuje okolie V' bodu x také, ze pre vsetky & € V je F(z) NU # (). Tito
vlastnost mozeme néjst v pracach [13] a [56, p. 272].
F je USC (USCO, LSC, MSC), ak je USC (USCO, LSC, MSC) v kazdom
reX.

Tvrdenie 2.1.6 (/39, 2.4, 2.5]) Nech X,Y si topologické priestory a F C
X XY je multifunkcia. Ak F je USCO v x, potom je SC' v x. Naopak, ak F
je SC' v x a naviac F(x) = F(x), potom je USCO v .

Veta 2.1.7 Nech X, Y si topologické priestory, Y je reqularny a F' C X XY
je multifunkcia. Potom F je SC v x € X prdve vtedy, ked F je SC vz (a
teda USCO v x).

2.2 Slaba subspojitost

Jeden z novych konceptov subspojitosti je slabd subspojitost v préci [17]
(W,SC z nasledujicej definicie). V dizertacnej praci uvazujeme tri moznosti
zoslabenia subspojitosti.

Definicia 2.2.1 Nech X,Y siu topologické priestory a ' C X XY je multi-
funkcia.

F je WiSC v x € X, ak existuje selekcia F' takd, Ze je SC v x.

F je WoSCuvx € X, ak pre kazdi siet x, — x existuje siet {ya}, yo € F(x,),
s hromadnym bodom.

F je W3S5C vx € X, ak pre kazZdé otvorené pokrytie U priestou Y existuje
okolie V' bodu x a konecny podsystém F C U takd, Ze pre vsetky x € V je
F(z)N (UF) # 0.



Tvrdenie 2.2.2 Nech X,Y su topologické priestory a FF C X xY je multi-
funkcia. Ak je F W;SC vx € X pret =1 alebo 2, potom je aj W; 1 15C v x.
Ak je Y lokdlne kompaktny, potom su vsetky tri pojmy ekvivalentné.

Tak ako subspojitost stivisi s polospojitostou zhora, tak sa d4 ndjst vztah
slabej subspojitosti a zmieSanej subspojitosti.

Veta 2.2.3 Nech X,Y su topologické priestory a F C X XY je multifunkcia.
Ak je F WoSC v x € X a F(z) = F(x), potom je F MSC v x. Ak je F
LSCvx € X (resp. je MSC v x a F(x) je podmnozina kompaktnej mnoziny)
potom je F W3S5C v x.

2.3 Subspojitost vzhladom k hypertopolégii

Studujeme aj iny sposob zovseobecnenia subspojitosti z funkcii na multi-
funkcie a to tak, ze multifunkciu uvazujeme ako zobrazenie s hodnotami v
hyperpriestore. Za istych predpokladov je subspojitost vzhladom k hornej
Vietorisovej topoldgii ekvivalentna subspojitosti.

Definicia 2.3.1 Nech X,Y su topologické priestory, T je hypertopologia na
BY)CPY)aF:X — B(Y). F jer-subspojita (T-SC) vx € X, ak pre
kazdi siet x4, — x md siet {F(z4)} hromadny bod v (B(Y), 7).

Veta 2.3.2 Nech XY su topologické priestory, Y je requldrny a V* je hornd
Vietorisova topoldgia na KC(Y'), priestore kompaktnych podmnozin'Y . Multi-
funkcia F: X — K(Y) je SC vz € X prdve vtedy, ked je VT-SC v .

2.4 Konvergencia subspojitych multifunkcii

Skimame, ktoré konvergencie zachovdvaji subspojitost. Ukdzalo sa (na
prikladoch), ze zaujimavéd je hlavne rovnomernd konvergencia a v tomto
pripade je klti¢ové skimat zachovanie lokélnej totdlnej ohrani¢enosti.

Definicia 2.4.1 ([58]) Nech X je topologicky priestor a (Y, W) je uniformny
priestor. Hovorime, Ze siel multifunkcii {F,}, F, C X x Y, konverguje
rovnomerne k F' C X xY (FaiiF), ak pre kazdu W € W exmistuje ag také,
Ze pre vsetky a > ag plati F,(z) C W(F(z)) a F(z) C W(F,(z)) pre vSetky
Tz e X.



Veta 2.4.2 Nech X je topologicky priestor, (Y, W) je uniformny priestor a
{F,}, F, C X xY, je siet multifunkcii LTB vz € X. Ak F,3F C X xY,
potom F' je LTB v x.

Désledok 2.4.3 Nech X je topologicky priestor, (Y, W) je uplny uniformny
priestor a {F,}, F, C X x Y, je siet multifunkcii SC vz € X. Ak F,=F C
X xY, potom F je SC v x.

Definicia 2.4.4 Nech (X,V) a (Y, W) st uniformné priestory. Siet multi-
funkcii {F,}, F, C X xY, konverguje k multifunkcii F C X xY wvzhladom k
Hausdorffovej uniformite (F, Ly F), ak pre kazdi'V €V a kazdi W € W ex-
istuje ag také, Ze pre vietky a > ag plati F C WoF,oV™t a F, C WoFoV ™1,

Veta 2.4.5 Nech (X,V) je lokdlne kompaktnyg uniformny priestor, (Y, W)
je tplng uniformny priestor a {F,}, F, C X x Y, je siet multifunkcii SC v
reX. AkFagFCXXY, potom F je SC v x.

2.5 Mnozina bodov subspojitosti multifunkcie

Ozna¢me mnozinu bodov subspojitosti multifunkcie F' symbolom SC(F') a
mnozinu bodov polospojitosti zhora multifunkcie F' symbolom USC/(F').

Definicia 2.5.1 ([15, 2.1]) Podmnozina G topologického priestoru X sa
nazyva Gu-podmnozina, ak je prienikom otvoreného systému mmnoZin s
kardinalitou m.  Hausdorffov priestor sa nazyva G-priestor, ak je G-
podmnozinou kazZdého svojho Hausdorffovho rozsirenia.

Namiesto Gy,, pouzivame G5 a T; uplne regularny Gs-priestor sa nazyva
¢echovsky iplny priestor.

Veta 2.5.2 Nech Y je Ti uplne reqularny priestor. Nasledujice tvrdenia su
ekvivalentné:

1. 'Y je Gy-priestor;

2. pre kazdy topologicky priestor X a kaZdi multifunkciu FF C X XY,
SC(F) je Gy-podmnozina X ;

3. pre kazdy topologicky priestor X a kaZdi multifunkciu FF C X XY s uza-
vretym grafom a kompaktnymi hodnotami, USC(F) je Gn-podmnozina
X.



Désledok 2.5.3 Nech Y je T uplne reguldrny priestor. Nasledujice tvrde-
nia su ekvivalentné:

1. 'Y je ¢echovsky uplny priestor;

2. pre kazdy topologicky priestor X a kaZdi multifunkciu FF C X XY,
SC(F) je Gs-podmnozina X;

3. pre kazdy topologicky priestor X a kaZdi multifunkciu F C X XY s uza-
vretym grafom a kompaktngmi hodnotami, USC(F) je Gs-podmnoZina
X.

2.6 Kardinalne invarianty Wijsmanovej topolégie

Kardindlnu funkciu (invariant) topologického priestoru X znacime f(X).
V pripade, ze zdvisi od bodu x € X znacime ju f(z,X). Potom
definujeme f(X) = sup{f(z,X);z € X}. Pre kazdi f definujeme
aj jej dedicnu verziu hf; hf(X) = sup{f(Y);Y < X}. Prikladmi
takychto funkcii si vdha w(X) = Ny + min{|B|; B je baza X}; charakter
x(x, X) = Ny + min{|B|; B je lokdlna baza X v okoli z}; hustota d(X) =
Ry + min{|E|; E je hustd v X}. Mnoho dalsich kardindlnych funkcii sa d4
najst v [12], [22], [37], [51].

Nech (X, p) je metricky priestor a C'L(X,W,) je hyperpriestor vybaveny
Wijsmanovou topolégiou; t.j. slabou topoldégiou generovanou systémom
{p(z,) : CL(X) = Rz € X}.

Veta 2.6.1 d(X) = [f(CL(X)) = hf(CL(X)), pricom [ mdze
byt ktordkolvek z nasledujicich funkcii:  pseudocharakter, pseudovdha,
w—charakter, m—uvdha, charakter, vdha, net-vdha, tesnost, Lindeldfov stuper,
diagondlny stupen, uniformnd viha, slabd viha, extend, spread.

To su vSetky kardinalne invarianty, ktoré sme uvazovali, okrem hustoty d a
celularity c. Pre ne mame takéto odhady

Ro < o(CL(X)) < d(CL(X)) < d(X),

d(CL(X)) > logd(X) = min{r; d(X) < 27}.

Ktordkolvek z tychto nerovnosti moze nadobidat rovnost a moze byt aj
ostra.



2.7 Normalita Wijsmanovej topolégie

V [46, Problem I] sa nachddza nasledovna otdzka: Je zndme, Ze ak (X, p) je
separabilny metricky priestor, potom (CL(X),W,) je metrizovatelny a teda
aj parakompaktny a normdlny. Je pravdou opak? Je (CL(X),W,) normdlny
iba ak je metrizovatelny? Nasli sme niekolko tried metrickych priestorov,
kde to plati.

Veta 2.7.1 Nech (X,p) je metricky priestor s 0 — 1 metrikou p. Ak je
(CL(X),W,) normdlny, potom je X spocitatelny.

Veta 2.7.2 Nech X je metrizovatelny linedrny topologicky priestor a p je
kompatibilnd metrika. (CL(X),W,) is normdlny prdve vtedy, ked je X sep-
arabilny.

Tiez sme odpovedali na slabsiu otazku.

Veta 2.7.3 Nech (X, p) je metricky priestor. Ak pre kaZdi metriku & uni-
formne ekvivalentni p je (CL(X), Ws) normdlny, potom je X separabilny.
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