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Abstract

Let X, Y be topological spaces. We study subcontinuity of multifunctions
from X to Y and its relations to local compactness, local total boundedness
and upper semicontinuity. If Y is regular, then F is subcontinuous iff F is
USCO. A uniform space Y is complete iff for every topological space X and
for every net {Fa}, Fa ⊂ X × Y of multifunctions subcontinuous at x ∈ X,
uniformly convergent to F , F is subcontinuous at x. A Tychonoff space
Y is Čech-complete (resp. Gm-space) iff for every topological space X and
every multifunction F ⊂ X × Y the set of points of subcontinuity of F is a
Gδ-subset (resp. Gm-subset) of X.

Let (X, ρ) be a metric space and (CL(X),Wρ) be the hyperspace of all
nonempty closed subsets of X equipped with the Wijsman topology. We
show that all studied cardinal invariants except of cellularity and density
of (CL(X),Wρ) are equal to the density d(X) of the underlying space. If
(CL(X),Wη) is normal for every uniformly equivalent metric η on (X, ρ),
then X is separable. We prove that if X is a metrizable linear topological
space and ρ is a compatible metric, then (CL(X),Wρ) is normal iff X is
separable.
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1 Úvod

Všeobecná topológia je odvetvie matematiky, v ktorom sa študujú topolog-
ické priestory a štruktúry na nich definované. Počas 19. storočia sa vyčlenila
z matematickej analýzy ako samostatný odbor. Funkcionálne priestory a
hyperpriestory s ich topológiami sú vel’mi podstatnou čast’ou všeobecnej
topológie. Naša práca sa zaoberá subspojitost’ou multifunkcíı a Wijsman-
ovou topológiou, ktorá je významnou hyperpriestorovou topológiou.

Pojem subspojitosti zaviedol Fuller [16] v 1968. Subspojité funkcie sú
zovšeobecneńım funkcíı s kompaktným oborom hodnôt. Zauj́ımavý je jej
vzt’ah k spojitosti.

Nech priestor Y je Hausdorffov. Funkcia f : X → Y je spojitá práve
vtedy, ked’ je subspojitá a má uzavretý graf.

Subspojitost’ sa dá prirodzene rozš́ırit’ na multifunkcie ([35],[59]).
Subspojitost’ funkcíı a multifunkcíı je študovaná v mnohých prácach:
[1],[6],[18],[21],[25],[41].

Nech X je Hausdorffov priestor. Hyperpriestor je priestor všetkých uza-
vretých neprázdnych podmnož́ın X a označuje sa CL(X). Klasické hyper-
priestorové toplógie sú Vietorisova topológia, Fellova topológia, topológia
indukovaná Hausdorffovou metrikou a Wijsmanova topológia. Dôležitý
nevyriešený problém je charakterizácia normality Wijsmanovej topológie cez
vlastnosti základného priestoru. Normalita Vietorisovej topológie je ekviva-
lentná kompaktnosti X ([61]) a normalita Fellovej topológie je ekvivalentná
tomu, že X je lokálne kompaktný a Lindelöfov ([28]).

Základné pojmy a označenia sú z [38], [12] a pre hyperpriestory a multi-
funkcie z [4].

2 Hlavné výsledky

2.1 Subspojitost’, lokálna kompaktnost’ a lokálna
totálna ohraničenost’

Defińıcia 2.1.1 ([35],[59]) Nech X a Y sú topologické priestory a F ⊂ X×
Y je multifunkcia. F je subspojitá (SC) v x ∈ X, ak pre každú siet’ {xa}
konvergujúcu k x má každá siet’ {ya}, ya ∈ F (xa), hromadný bod.

F je subspojitá (SC), ak je SC v každom x ∈ X.
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Veta 2.1.2 Nech X a Y sú topologické priestory a F ⊂ X×Y je multifunk-
cia. Nasledujúce tvrdenia sú ekvivalentné:

1. F je SC v x ∈ X;

2. pre každé otvorené pokrytie U priestoru Y existuje konečný podsystém
F ⊂ U a okolie V bodu x ∈ X také, že F (V ) ⊂ ∪F .

Defińıcia 2.1.3 Nech X a Y sú topologické priestory a F ⊂ X × Y je
multifunkcia. F je lokálne kompaktná (LC) v x ∈ X, ak existuje okolie V
bodu x a kompaktná množina K ⊂ Y taká, že F (V ) ⊂ K.

F je LC, ak je LC v každom x ∈ X.

Defińıcia 2.1.4 Nech X je topologický priestor, (Y,W) je uniformný
priestor a F ⊂ X × Y je multifunkcia. F je lokálne totálne ohraničená
(LTB) v x ∈ X, ak pre každé W ∈ W existuje okolie V bodu x a konečná
množina M ⊂ Y taká, že F (V ) ⊂ W (M).

F je LTB, ak je LTB v každom x ∈ X.

Veta 2.1.5 Nech X je topologický priestor, (Y,W) je uniformný priestor a
F ⊂ X × Y je multifunkcia. Nasledujúce tvrdenia sú ekvivalentné:

1. F je LTB v x ∈ X;

2. pre každú siet’ {xa} konvergujúcu k x, má každá siet’ {ya}, taká, že
ya ∈ F (xa), cauchyovskú podsiet’.

Vzt’ahy medzi týmito pojmami sa dajú znázornit’ v nasledovnom diagrame:

F:
Locally

Compact Subcontinuous
Locally

Totally Bounded

- -

Y: Uniform

Y:

�

Complete Uniform

6

�

Locally Compact

6? ?

To znamená, že každá lokálne kompaktná multifunkcia je subspojitá a každá
subspojitá multifunkcia s hodnotami v uniformnom priestore Y je lokálne
totálne ohraničená. Každá subspojitá multifunkcia s hodnotami v Y je

4



lokálne kompaktná práve vtedy, ked’ Y je lokálne kompaktný a každá lokálne
totálne ohraničená multifunkcia s hodnotami v uniformnom priestore Y je
subspojitá práve vtedy, ked’ Y je úplný.

Pripomeňme, že multifunkcia F ⊂ X × Y je polospojitá zhora (USC) v
x ∈ X, ak pre každú otvorenú množinu U ⊃ F (x) existuje okolie V bodu x
také, že F (V ) ⊂ U . Ak je naviac F (x) kompaktná, potom hovoŕıme, že F je
USCO v x.
F je polospojitá zdola (LSC) v x ∈ X, ak pre každú otvorenú množinu U
takú, že U ∩ F (x) 6= ∅ existuje okolie V bodu x také, že pre všetky x̂ ∈ V je
F (x̂) ∩ U 6= ∅.
F je zmiešane polospojitá (MSC) v x, ak pre každú otvorenú U ⊃ F (x)
existuje okolie V bodu x také, že pre všetky x̂ ∈ V je F (x̂) ∩ U 6= ∅. Túto
vlastnost’ môžeme nájst’ v prácach [13] a [56, p. 272].
F je USC (USCO, LSC, MSC), ak je USC (USCO, LSC, MSC) v každom
x ∈ X.

Tvrdenie 2.1.6 ([39, 2.4, 2.5]) Nech X, Y sú topologické priestory a F ⊂
X × Y je multifunkcia. Ak F je USCO v x, potom je SC v x. Naopak, ak F
je SC v x a naviac F (x) = F (x), potom je USCO v x.

Veta 2.1.7 Nech X, Y sú topologické priestory, Y je regulárny a F ⊂ X×Y
je multifunkcia. Potom F je SC v x ∈ X práve vtedy, ked’ F je SC v x (a
teda USCO v x).

2.2 Slabá subspojitost’

Jeden z nových konceptov subspojitosti je slabá subspojitost’ v práci [17]
(W2SC z nasledujúcej defińıcie). V dizertačnej práci uvažujeme tri možnosti
zoslabenia subspojitosti.

Defińıcia 2.2.1 Nech X, Y sú topologické priestory a F ⊂ X × Y je multi-
funkcia.
F je W1SC v x ∈ X, ak existuje selekcia F taká, že je SC v x.
F je W2SC v x ∈ X, ak pre každú siet’ xa → x existuje siet’ {ya}, ya ∈ F (xa),
s hromadným bodom.
F je W3SC v x ∈ X, ak pre každé otvorené pokrytie U priestou Y existuje
okolie V bodu x a konečný podsystém F ⊂ U taká, že pre všetky x̂ ∈ V je
F (x̂) ∩ (∪F) 6= ∅.
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Tvrdenie 2.2.2 Nech X, Y sú topologické priestory a F ⊂ X × Y je multi-
funkcia. Ak je F WiSC v x ∈ X pre i = 1 alebo 2, potom je aj Wi+1SC v x.
Ak je Y lokálne kompaktný, potom sú všetky tri pojmy ekvivalentné.

Tak ako subspojitost’ súviśı s polospojitost’ou zhora, tak sa dá nájst’ vzt’ah
slabej subspojitosti a zmiešanej subspojitosti.

Veta 2.2.3 Nech X, Y sú topologické priestory a F ⊂ X×Y je multifunkcia.
Ak je F W2SC v x ∈ X a F (x) = F (x), potom je F MSC v x. Ak je F
LSC v x ∈ X (resp. je MSC v x a F (x) je podmnožina kompaktnej množiny)
potom je F W3SC v x.

2.3 Subspojitost’ vzhl’adom k hypertopológii

Študujeme aj iný spôsob zovšeobecnenia subspojitosti z funkcíı na multi-
funkcie a to tak, že multifunkciu uvažujeme ako zobrazenie s hodnotami v
hyperpriestore. Za istých predpokladov je subspojitost’ vzhl’adom k hornej
Vietorisovej topológii ekvivalentná subspojitosti.

Defińıcia 2.3.1 Nech X, Y sú topologické priestory, τ je hypertopológia na
B(Y ) ⊂ P(Y ) a F : X → B(Y ). F je τ -subspojitá (τ -SC) v x ∈ X, ak pre
každú siet’ xa → x má siet’ {F (xa)} hromadný bod v (B(Y ), τ).

Veta 2.3.2 Nech X, Y sú topologické priestory, Y je regulárny a V + je horná
Vietorisova topológia na K(Y ), priestore kompaktných podmnož́ın Y . Multi-
funkcia F : X → K(Y ) je SC v x ∈ X práve vtedy, ked’ je V +-SC v x.

2.4 Konvergencia subspojitých multifunkcíı

Skúmame, ktoré konvergencie zachovávajú subspojitost’. Ukázalo sa (na
pŕıkladoch), že zauj́ımavá je hlavne rovnomerná konvergencia a v tomto
pŕıpade je kl’́učové skúmat’ zachovanie lokálnej totálnej ohraničenosti.

Defińıcia 2.4.1 ([58]) Nech X je topologický priestor a (Y,W) je uniformný
priestor. Hovoŕıme, že siet’ multifunkcíı {Fa}, Fa ⊂ X × Y , konverguje
rovnomerne k F ⊂ X × Y (Fa

−→→F ), ak pre každú W ∈ W existuje a0 také,
že pre všetky a ≥ a0 plat́ı Fa(x̂) ⊂ W (F (x̂)) a F (x̂) ⊂ W (Fa(x̂)) pre všetky
x̂ ∈ X.
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Veta 2.4.2 Nech X je topologický priestor, (Y,W) je uniformný priestor a
{Fa}, Fa ⊂ X × Y , je siet’ multifunkcíı LTB v x ∈ X. Ak Fa

−→→F ⊂ X × Y ,
potom F je LTB v x.

Dôsledok 2.4.3 Nech X je topologický priestor, (Y,W) je úplný uniformný
priestor a {Fa}, Fa ⊂ X × Y , je siet’ multifunkcíı SC v x ∈ X. Ak Fa

−→→F ⊂
X × Y , potom F je SC v x.

Defińıcia 2.4.4 Nech (X,V) a (Y,W) sú uniformné priestory. Siet’ multi-
funkcíı {Fa}, Fa ⊂ X×Y , konverguje k multifunkcii F ⊂ X×Y vzhl’adom k

Hausdorffovej uniformite (Fa
H→ F ), ak pre každú V ∈ V a každú W ∈ W ex-

istuje a0 také, že pre všetky a ≥ a0 plat́ı F ⊂ W ◦Fa◦V −1 a Fa ⊂ W ◦F ◦V −1.

Veta 2.4.5 Nech (X,V) je lokálne kompaktný uniformný priestor, (Y,W)
je úplný uniformný priestor a {Fa}, Fa ⊂ X × Y , je siet’ multifunkcíı SC v

x ∈ X. Ak Fa
H→ F ⊂ X × Y , potom F je SC v x.

2.5 Množina bodov subspojitosti multifunkcie

Označme množinu bodov subspojitosti multifunkcie F symbolom SC(F ) a
množinu bodov polospojitosti zhora multifunkcie F symbolom USC(F ).

Defińıcia 2.5.1 ([15, 2.1]) Podmnožina G topologického priestoru X sa
nazýva Gm-podmnožina, ak je prienikom otvoreného systému množ́ın s
kardinalitou m. Hausdorffov priestor sa nazýva Gm-priestor, ak je Gm-
podmnožinou každého svojho Hausdorffovho rozš́ırenia.

Namiesto Gℵ0 , použ́ıvame Gδ a T1 úplne regulárny Gδ-priestor sa nazýva
čechovsky úplný priestor.

Veta 2.5.2 Nech Y je T1 úplne regulárny priestor. Nasledujúce tvrdenia sú
ekvivalentné:

1. Y je Gm-priestor;

2. pre každý topologický priestor X a každú multifunkciu F ⊂ X × Y ,
SC(F ) je Gm-podmnožina X;

3. pre každý topologický priestor X a každú multifunkciu F ⊂ X×Y s uza-
vretým grafom a kompaktnými hodnotami, USC(F ) je Gm-podmnožina
X.

7



Dôsledok 2.5.3 Nech Y je T1 úplne regulárny priestor. Nasledujúce tvrde-
nia sú ekvivalentné:

1. Y je čechovsky úplný priestor;

2. pre každý topologický priestor X a každú multifunkciu F ⊂ X × Y ,
SC(F ) je Gδ-podmnožina X;

3. pre každý topologický priestor X a každú multifunkciu F ⊂ X×Y s uza-
vretým grafom a kompaktnými hodnotami, USC(F ) je Gδ-podmnožina
X.

2.6 Kardinálne invarianty Wijsmanovej topológie

Kardinálnu funkciu (invariant) topologického priestoru X znač́ıme f(X).
V pŕıpade, že záviśı od bodu x ∈ X znač́ıme ju f(x,X). Potom
definujeme f(X) = sup{f(x,X);x ∈ X}. Pre každú f definujeme
aj jej dedičnú verziu hf ; hf(X) = sup{f(Y );Y ⊂ X}. Pŕıkladmi
takýchto funkcíı sú váha w(X) = ℵ0 + min{|B|;B je báza X}; charakter
χ(x,X) = ℵ0 + min{|B|;B je lokálna báza X v okoĺı x}; hustota d(X) =
ℵ0 + min{|E|;E je hustá v X}. Mnoho d’aľśıch kardinálnych funkcíı sa dá
nájst’ v [12], [22], [37], [51].

Nech (X, ρ) je metrický priestor a CL(X,Wρ) je hyperpriestor vybavený
Wijsmanovou topológiou; t.j. slabou topológiou generovanou systémom
{ρ(x, ·) : CL(X)→ R;x ∈ X}.

Veta 2.6.1 d(X) = f(CL(X)) = hf(CL(X)), pričom f môže
byt’ ktorákol’vek z nasledujúcich funkcíı: pseudocharakter, pseudováha,
π−charakter, π−váha, charakter, váha, net-váha, tesnost’, Lindelöfov stupeň,
diagonálny stupeň, uniformná váha, slabá váha, extend, spread.

To sú všetky kardinálne invarianty, ktoré sme uvažovali, okrem hustoty d a
celularity c. Pre ne máme takéto odhady

ℵ0 ≤ c(CL(X)) ≤ d(CL(X)) ≤ d(X),

d(CL(X)) ≥ log d(X) = min{κ; d(X) ≤ 2κ}.

Ktorákol’vek z týchto nerovnost́ı môže nadobúdat’ rovnost’ a môže byt’ aj
ostrá.
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2.7 Normalita Wijsmanovej topológie

V [46, Problem I] sa nachádza nasledovná otázka: Je známe, že ak (X, ρ) je
separabilný metrický priestor, potom (CL(X),Wρ) je metrizovatel’ný a teda
aj parakompaktný a normálny. Je pravdou opak? Je (CL(X),Wρ) normálny
iba ak je metrizovatel’ný? Našli sme niekol’ko tried metrických priestorov,
kde to plat́ı.

Veta 2.7.1 Nech (X, ρ) je metrický priestor s 0 − 1 metrikou ρ. Ak je
(CL(X),Wρ) normálny, potom je X spoč́ıtatel’ný.

Veta 2.7.2 Nech X je metrizovatel’ný lineárny topologický priestor a ρ je
kompatibilná metrika. (CL(X),Wρ) is normálny práve vtedy, ked’ je X sep-
arabilný.

Tiež sme odpovedali na slabšiu otázku.

Veta 2.7.3 Nech (X, ρ) je metrický priestor. Ak pre každú metriku δ uni-
formne ekvivalentnú ρ je (CL(X),Wδ) normálny, potom je X separabilný.
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[25] L’. Holá and D. Holý. Minimal usco maps, densely continuous forms and
upper semi-continuous functions. Rocky Mount. J. Math., 39:545–562,
2009.
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[43] G. Di Maio and L’. Holá. On hit-and-miss topologies. Rend. Acc. Sc.
fis. mat. Napoli, LXII:103–124, 1995.
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