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1 Uvod

Regularne jazyky st najjednoduchsie jazyky v Chomského hierarchii. Boli in-
tenzivne skimané po niekolko desatro¢i. Napriek ich jednoduchosti, zostavaju
niektoré dolezité problémy nevyriesené. Spometime napriklad otazku, kolko sta-
vov je potrebnych a nevyhnutnych v najhorSsom pripade pre dvojsmerné kone-
¢nostavové automaty na simuldciu nedeterministickych stavovych automatov.
Tato otazka izko stvisi s velmi dobre zndmym otvorenym problémom, ¢ medzi
triedami jazykov DLOGSPACE a NLOSPACE plati rovnost [3, 31, 41].

V poslednych rokoch bol zvyseny zaujem o vyskum v tedrii automatov. Dis-
kusie na tuto tému mozno najst v [20, 46]. Mnoho aspektov v tejto oblasti sa
teraz skiima do podrobnosti. Jednym z takychto aspektov je popisné zlozitost,
ktora studuje cenu popisu jazykov v réznych formélnych systémoch.

Stavova zlozitost regularneho jazyka je najmensi pocet stavov v akomko-
Ivek deterministickom kone¢nostavovom automate (DFA), pre dany jazyk. Ne-
deterministickd stavova zlozitost reguldrneho jazyka je definovana ako najme-
nsi pocet stavov v akomkolvek nedeterministickom konec¢nostavovom automate
(NFA) potrebny na rozpoznanie daného jazyka. Stavové zlozitost (nedetermi-
nistickd stavova zlozitost) operdcie na reguldrnych jazykoch reprezentovanych
deterministickymi (resp. nedeterministickymi) kone¢nostavovymi automatmi je
pocet stavov, ktoré st nevyhnutné a potrebné v najhorsom pripade pre determi-
nisticky (nedeterministicky) automat pre rozpoznanie jazyka, ktory dostaneme
operaciou na tychto jazykoch.

2 Prehlad o sti¢asnom stave problematiky, ktora
je predmetom dizerta¢nej prace

Niektoré davnejsie vysledky stavovej zlozitosti mozno najst v [33, 34, 36]. Sta-
vova zlozitost niektorych operacii, ako st zjednotenie, prienik, zretazenie a uza-
ver jazykov reprezentovanych nedplnymi deterministickymi kone¢nostavovymi
automatmi boli skiimané Maslovom [35]. Podobné vysledky pre tplné determi-
nistické automaty ziskali Yu, Zhuang a Salomaa [44]. Tato prvi systematicki
studiu o stavovej zlozitosti operacii nad regularnymi jazykmi nasledovalo niekol-
ko ¢lankov, ktoré skiimali stavovi zloZitost operécii nad koneénymi a undrnymi
jazykmi [6, 39].

Nedeterministickd stavova zlozitost operacii nad reguldrnymi jazykmi bola
studovand Holzerom a Kutribom v [18]. Domaratzki [9] skiimal proporcionélne
odoberanie, Campeanu et al. [7] §tudovali stavovi zlozitost shuffle operacie, a
Salomaa et al. [42] sa zaoberali stavovou zlozitostou zrkadlového obrazu jazykov.
Dalsie vysledky na tito tému mozno ndjst v [11, 15].

V nasej praci vyuzijeme vysledky tykajice sa determinizacie nedeterminis-
tickych automatov [40], stavovej zloZitosti zrefazenia, zjednotenia a prieniku
[35, 44], nedeterministickej zloZitosti zjednotenia a prieniku [18], ako aj nede-
terministickej zlozitosti doplnku [5, 29].



V [22] Iwama, Kambayashi a Takaki formulovali otdzku, ¢ existuje mini-
malny n-stavovy nedeterministicky automat, ktorého ekvivalentny minimalny
deterministicky automat ma « stavov pre vSetky prirodzené ¢isla n a a také, ze
n < o < 2" Tato otdzku rozoberali tiez Iwama, Matsuura a Paterson v [23].
V tychto dvoch élankoch je dokazané, ze ak a = 2" —2% alebo o = 2" —2% —1, kde
0<k<n/2—2,alebo ak a = 2" —k, kde 2 < k < 2n—2 a plati istd podmienka
nestudelitelnosti, potom zodpovedajiice bindrne n-stavové nedeterministické au-
tomaty, vyzadujice a stavov v deterministickom konec¢nostavovom automate,
existuji. V [26] boli prislusné nedeterministické automaty popisané pre vsetky
hodnoty n a «, avSak velkost vstupnej abecedy pre tieto automaty rastie expo-
nencidlne v zavislosti od n. Neskor, v [12] bola velkost vstupnej abecedy pre
nedeterministické automaty znizena na n + 2. Mozné diery v hierarchii stavovej
zloZitosti sa v literatire nazgyvaji magické ¢isla. Neddvno Geffert [13] dokazal,
ze v pripade unarnej abecedy existuje vela takychto magickych ¢isel.

3 Ciele dizertacnej prace

Hlavné ciele tejto prace st nasledujuce:

e Studovat stavovt zloZitost zrefazenia dvoch jazykov, ktoré st popisané
deterministickymi kone¢nostavovymi automatmi;

e porovnat nedeterministicki stavovt zlozitost reguldrneho jazyka a jeho
doplnku;

e sktimat magické ¢isla pre determinizaciu nedeterministického automatu s
konstantnou vstupnou abecedou;

e Studovat magické &isla pre zjednotenie a prienik v deterministickom aj
nedeterministickom pripade.

4 Metdédy pouzité v dizertacnej praci

V tejto dizertacnej praci s pouzité vSeobecné metédy vedy ako indukcia, po-
rovnévanie, dedukcia a sumarizacia. Zvycajne sa zaoberdme odhadom hornej a
dolnej hranice stavovej zlozitosti. Cielom je ukézat, Ze sa obidve hranice zho-
duja.

K ziskaniu hornej hranice pouzivame konstruktivne metddy: popiseme kon-
strukciu vhodného zariadenia - deterministického alebo nedeterministického au-
tomatu, velkost ktorého nie je viicSia nez je hornd hranica.

Ziskanie dolnej hranice je zvycajne ovela zlozitejsi problém. Metddy, ktoré
sa pouzivaju, zavisia na popise regularnych jazykov.

Na preukézanie minimality deterministického automatu ndm sta¢i ukdzaft
dosiahnutelnost a neekvivalenciu jeho stavov. Dosiahnutelnost dokazujeme me-
tédou matematickej indukcie a neekvivalenciu najdenim refazcov, ktoré rozli-
suju stavy.



Na preukézanie minimality nedeterministického automatu pre nejaky regu-
larny jazyk pouzivame Specidlnu metédu tzv. klamtcej mnoziny: Popisujeme
mnozinu dvojic retazcov tak, aby zrefazenie retazcov v kazdom pére bolo v
danom jazyku, zatial ¢o takéto zrefazenie pre dva rdézne pary nie je v tomto
jazyku. Velkost takejto klamticej mnoziny potom poskytuje dolnt hranicu pre
podet stavov v akomkolvek nedeterministickom automate pre dany jazyk.

Ak chceme ziskat ¢o najlepsie dolné hranice, musime néjst vhodny priklad,
zlozitost ktorého je ¢o najvyssia. Na zacdiatku to vedie k nejakym experimen-
tom. Zostrojime nie prili§ velké priklady pomocou metédy pokusov a omylov a
overime pozadované vlastnosti pripadnym vyuzitim Specidlneho softvéru.

5 Hlavné vysledky dizertacnej prace

V kapitole 3 Studujeme stavovt zlozitost zrefazenia dvoch regularnych jazy-
kov reprezentovanych m-stavovym a n-stavovym deterministickym konec¢nosta-
vovym automatom, pricom prvy automat méa k£ koncovych stavov. Bolo zname
[44], ze hornd hranica pre tlito zloZitost je m2™ — k2" ~1. Zaroven v tomto ¢lanku
autori ukézali, Ze tato hranica je dosiahnutelné pre trojpismenkovi abecedu a
k = 1. V préci dokazujeme dosiahnutelnost tejto hranice na dvojpismenkovej
abecede a pre vsetky k medzi 1 a m — 1.

Veta 5.1 Pre vsetky prirodzené c¢isla m,n, k, pre ktoré plati m > 2,n > 2 a
0 < k < m, existuje binarny m-stavovy DFA A s k koncovymi stavmi, a binarny
n-stavovy DFA B taky, ze kazdy DFA akceptujuci jazyk L(A)L(B) potrebuje
aspori m2™ — k2"~ 1 stavov.

Kapitola 4.1 sa zaobera problémom magickych ¢isel pre determinizaciu ne-
deterministickjch automatov. Cislo & medzi n a 2" sa nazyva magické ak ne-
existuje minimalny n-stavovy nedeterministicky automat, ktorého ekvivalentny
minimalny deterministicky automat mé « stavov. Geffert [12, 13] ukazal, ze na
unérnej abecede existuje mnoho magickych ¢isel, zatial ¢o pre linedrnu abecedu

velkosti n + 2 neexistuje ziadne magické ¢éislo. Najdolezitejsim vysledkom nasej
prace je zniZenie tejto linedrnej abecedy na konstant stvorpismenkovii abecedu.

Veta 5.2 Pre vSetky kladné prirodzené cisla n a « také, ze n < a < 2", exis-
tuje minimalny n-stavovy nedeterministicky konecnostavovy automat so Stvor-
pismenkovou vstupnou abecedou, ktorého ekvivalentny minimalny determinis-
ticky konecnostavovy automat ma o stavov.

Podobne v kapitole 4.2 hladame magické ¢éisla pre zjednotenie a prienik dvoch
regularnych jazykov reprezentovanych deterministickymi alebo nedeterministic-
kymi automatmi. Horn4 hranica pre tieto dve operdcie je mn [35, 44]. Na druhej
strane, prienik dvoch disjunknych jazykov je prazdna mnozina akceptovana jed-
nostavovym automatom. Prvy vysledok v tejto Casti sa tyka prieniku jazykov
reprezentovanych deterministickymi automatmi a ukazuje neexistenciu magic-
kych ¢isel v pripade, Ze automaty maja aspon dva stavy.



Veta 5.3 Pre vsetky kladné prirodzené cisla m,n a o také, ze m > 2, n > 2
al < a < mn, existuje miniméalny m-stavovy binarny DFA A a minimalny
n-stavovy bindrny DFA B také, ze minimélny DFA pre jazyk L(A) N L(B) m4
« stavov.

Podobny vysledok pre zjednotenie dostaneme vyuzitim De Morganovho pra-
vidla a faktu, Ze jazyk a jeho doplnok maji rovnaka deterministickt stavovi
zlozitost.

Veta 5.4 Pre vsetky kladné prirodzené cisla m,n a « také, ze m > 2, n > 2
al < a < mn, existuje minimalny m-stavovy bindrny DFA A a miniméalny
n-stavovy bindrny DFA B také, ze minimdlny DFA pre jazyk L(A) U L(B) m4
« stavov.

V nedeterministickom pripade je hornad hranica pre zjednotenie m +n + 1
[18]. Dalsi vysledok ukazuje, Ze ani v tomto pripade magické &isla neexistujt uz
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na binarnej abecede, s vynimkou ak m =1 a n = 1, kedy 2 je magické ¢islo.

Veta 5.5 Pre vsetky kladné prirodzené cisla m,n, o také, ze m > 2 alebon > 2,
al < a < m+n+1, existuje minimalny m-stavovy binarny NFA A a minimalny
n-stavovy bindrny NFA B také, Ze kazdy minimélny NFA pre jazyk L(A)UL(B)
ma « stavov.

V pripade prieniku dvoch jazykov reprezentovanych nedeterministickymi au-
tomatmi je horna hranica mn [18]. Na dokaz neexistencie magickych ¢isel po-
uziva nasledujtca veta trojpismenkovi abecedu. Problém ostéva otvoreny pre
dvojpismenkovi abecedu.

Veta 5.6 Pre vsetky kladné prirodzené c¢isla m,n,« také, ze 1 < a < mn,
existuje minimalny m-stavovy NFA A a miniméalny n-stavovy NFA B také, zZe
kazdy miniméalny NFA pre jazyk L(A) N L(B) mé « stavov.

Kapitola 4.3 skima magické ¢isla pre operaciu doplnku reguldrneho jazyka
reprezentovaného n-stavovym nedeterministickym automatom; v deterministic-
kom pripade je tento problém trividlny, pretoze deterministicka stavovéa zlozitost
jazyka a jeho doplnku je taka istd. Determinizaciou nedeterministického auto-
matu dostaneme ekvivalentny deterministicky automat, ktory mé najviac 2"
stavov. Vymenou koncovych a nekoncovych stavov dostaneme rovnako velky, a
teda najviac 2"-stavovy, dokonca deterministicky, automat pre doplnok povod-
ného jazyka. Preto je hornd hranica v tomto pripade 2". A kedZze doplnok do-
plnku je pévodny jazyk, dolna hranica je log n. Nas posledny vysledok dokazuje
neexistenciu magickych ¢isel pre nedeterministicky doplnok na 2n-pismenkovej
abecede.

Veta 5.7 Pre vsetky kladné prirodzené cisla n a « také, ze logn < a < 27,
existuje n-stavovy minimalny NFA M s 2n-pismenkovou vstupnou abecedou
taky, ze kazdy minimalny NFA pre doplnok jazyka L(M) ma presne « stavov.
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Summary

This thesis presents several results on the descriptional complexity of regular
languages. We study the deterministic and nondeterministic state complexity of
languages that are defined as the number of states in the minimal deterministic
or a minimal nondeterministic finite automaton for the given language. By the
state complexity of an operation on regular languages we mean the number of
states that are sufficient and necessary in the worst case to accept the language
resulting from the operation, taken as a function of the complexities of operands.

Our first result shows that the upper bounds on the state complexity of
concatenation, that depend on the number of final states in the first automaton,
are tight for an arbitrary number of the final states.

The second part of the thesis is devoted to the magic numbers problem. Here
we are interested not only in the complexity in the worst case, but we also study
all values that can be obtained as the complexity of some operations; the values
that cannot be reached in this way are called magic numbers. In particular, we
examine magic numbers for the NFA to DFA conversion, union and intersection,
and complementation. In all three cases, we show that no magic numbers exist.
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