
Úvod do elementárnej
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1 Prirodzené a celé č́ısla, Matematické dôkazy

Začneme štúdiom základných množ́ın. Symbolom N :={1, 2, 3, . . . , } budeme
označovat’ množinu prirodzených č́ısel. Pre množinu celých č́ısel budeme
použ́ıvat’ symbol Z := {0,±1,±2,±3, . . . }.

Množina celých č́ısel má túto dôležitú a pritom jednoduchú vlastnost’:
Každá neprázdna zdola ohraničená podmnožina Z obsahuje naj-
menš́ı prvok.

Pŕıklad 1. Pomocou tejto vlastnosti dokážeme sporom, že
√
2 nie je zlomok.

Predpokladajme, že táto hodnota je zlomok. Teda

√
2 =

p

q
(1)

pre nejaké p, q ∈ N. Označme siM množinu všetkých kladných menovatel’ov
q takých, že pre vhodné p ∈ N plat́ı rovnost’ (1). Podl’a predpokladu máme
M ̸= ∅. Umocnrńım a úpravou dostávame

2q2 = p2.

Z toho vyplýva, že p je párne č́ıslo. Teda p = 2p1. Po dosadeńı dostávame

2q2 = 4p21

a teda
q2 = 2p21.

Preto aj q muśı byt’ párne. Položme q = 2q1. Znovu po dosadeńı máme

4q21 = 2p21.

Po úprave máme √
2 =

p1
q1
.

Pričom je zrejmé q1 < q. Teda množina M ku každému prvku obsahuje
menš́ı prvok. To je spor. �

1.1 Delenie so zvyškom

Celé č́ısla sa dajú sč́ıtat’ a násobit’. Trochu komplikovaneǰsia je otázka de-
lenia. Jeden zo spôsobov je, že deleńım č́ısla a č́ıslom b ̸= 0 dostaneme
zlomok a

b . Ten ale nie vždy nadobúda celoč́ıselnú hodnotu. Iný spôsob dele-
nia, známy už zo základnej školy, je delenie so zvyškom.
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Veta 1. Ak a ∈ Z a m ∈ N, tak existujú jednoznačne určené č́ısla
q ∈ Z a r ∈ {0, . . . ,m− 1}, pre ktoré plat́ı rovnost’

a = mq + r .

Dôkaz. Množina {k ∈ Z; km ≤ a} je zhora ohraničená. Označme q, jej
najväčš́ı prvok. Potom

qm ≤ a < (q + 1)m.

Preto hodnota r = a−qm neprevyšujem−1. Úpravou dostávame požadova-
né vyjadrenie a = qm+r. Tým sme dokázali existenciu daného vyjadrenia a.
Zostáva dokázat’ jeho jednoznačnost’. Predpokladajme, že a = qm + r, a =
q1m+ r1. To znamená

qm+ r = q1m+ r1 . (2)

Po úprave dostávame rovnost’

(q − q1)m = r1 − r .

Hodnota r1−r je teda násobkom č́ısla m. Z predpokladov vyplýva |r1−r| ∈
{0, . . . ,m−1}. Táto množina však obsahuje iba jediný násobok m a to nulu.
Preto |r1 − r| = 0. To znamená, r1 = r. Z toho vyplýva podl’a (2), že aj
mq = mq1, a teda po vykráteńı č́ıslom m, dostávame q1 = q.

Č́ıslo q z predchádzajúcej vety sa nazýva neúplný podiel a po deleńım
a r sa nazýva zvyšok a po deleńım.

Pŕıklad 2. Reálnemu č́ıslu α sa dá priradit’ celé č́ıslo

[α] := max{z ∈ Z;α ≤ z}.

Táto hodnota sa nazýva celá čast’ α. Hodnota {α} = α − [α] sa nazýva
zlomková čast’ α. Vid́ıme, že [α] ∈ Z a {α} ∈ [0, 1). Pre a ∈ Z,m ∈ N plat́ı

a = mq + r, r ∈ {0, . . .m− 1} ⇔ q =
[ a
m

]
, r = m

{ a

m

}
.

�

Pŕıklad 3. Reálne č́ısla sa dajú vyjadrit’ v tvare g - dických rozvojov, g ∈
N, g > 1. Každé č́ıslo α ∈ [0, 1) sa dá jednoznačne vyjadrit’

α =

∞∑
n=1

an
gn
, an ∈ {0, . . . , g − 1},

pričom pre nekonečne vel’a n plat́ı an < g − 1. Zjednodušene takéto vyja-
drenie zapisujeme

α = 0, a1a2a3 . . . .
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Pri tomto vyjadreńı sa dá dokázat’ an = [g{gn−1α}].
Ak α je nenulové racionálne č́ıslo, teda α = p

q , p, q ∈ N, tak

an =
[
g
{pgn−1

q

}]
=

[g
q
q
{pgn−1

q

}]
.

Ak rn bude zvyšok pgn−1 po deleńı q, tak podl’a predošlého pŕıkladu dos-
távame z poslednej rovnosti

an =
[g
q
rn

]
.

Pŕıklad 4. Funkcia {x} je periodická s periodou 1. Systém funkcíı
1, cos 2πx, sin 2πx, . . . , cos 2nπx, sin 2nπx, . . . , je úpný ortonormálny systém.
Ked’ si rozvinieme {x} do Fourierovo radu, tak pre x ∈ (0, 1) plat́ı

{x} =
1

2
−

∞∑
n=1

1

πn
sin 2nπx.

S Parsevalovej rovnosti potom vyplýva

2

3
=

1

2
+

∞∑
n=1

1

π2n2
.

Z toho po úprave dostávame

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
. (3)

Ak si uvedomı́me nerovnost’

∞∑
n=N

1

n2
≤

∫ ∞

N−1

dx

x2
=

1

N − 1
,

tak pre N ∈ N dostávame

N∑
n=1

1

n2
=
π2

6
+RN . (4)

kde |RN | ≤ 1
N−1 .

4



1.2 Delitel’nost’ a delitele

Pripomenieme pojem delitel’nosti. Ak a, b sú celé č́ısla, tak hovoŕıme, že a
deĺı b práve vtedy, ked’ b je celoč́ıselným násobkom a. V tomto pŕıpade
hovoŕıme tiež, že a je delitel’om b, alebo aj b je delitel’né a. Budeme to
označovat’ a|b. Je to teda vtedy, ked’ zvyšok a po deleńı |b| je rovný 0.

Táto relácia má nasledujúce jednoduché vlastnosti: Ak a, b, c sú celé č́ısla,
tak:

1) a|a,
2) a|b ∧ b|a⇒ a = ±b,
3) a|b ∧ b|c⇒ a|c,
4) a|b ∧ a|c⇒ a|b+ c.

Pŕıklad 5. Ak a, b ∈ Z a m ∈ N, tak a, b majú rovnaký zvyšok po deleńı m
práve vtedy, ked’ m|b− a. �

Pŕıklad 6. Pre každé prirodzené č́ıslo m existuje prirodzené č́ıslo v tvare
1111 . . . 1000 . . . 0 delitel’né m. Dokáže sa to takto:
Zažujme č́ısla 1, 11, 111, . . . , 111 . . . 1. Posledné má m jednotiek. Ak je jedno
z týchto č́ısel delitel’né m, tak to je to spomı́nané č́ıslo. Ak nie, to znamená,
že ani jedno nedáva po deleńı m zvyšok 0. Teda tých m č́ısel má maximálne
m − 1 zvyškov po deleńı m. Teda niektoré dve musia mat’ rovnaké zvyšky.
Preto ich rozdiel je delitel’ný m.

�

V predošlom pŕıklade sme použili tzv. Dirichletov prinćıp — niekedy
sa nazýva aj Dirichletov holubńıkový prinćıp: Ak chceme umiestnit m
holubov do m−1 holubńıkov, tak v aspoň jednom holubńıku musia byt’ dva
holuby. Podobne sa dá vyriešit’ aj nasledujúce

Pŕıklad 7. Ak a1, . . . , am sú celé č́ısla, m ∈ N, tak pre nejaké indexy i ≤ j
plat́ı m|ai + ai+1 + · · ·+ aj . �

Pŕıklad 8. Je známe, že ak a ∈ Z a 2|a a 3|a, tak aj 6|a. Prečo to plat́ı ?
Vyplýva to z nasledujúcich jednoduchých úvah. Č́ıslo 1 môžeme vyjadrit’
v tvare 1 = 3− 2. Teda po vynásobeńı tohoto č́ıslom a dostávame

a = a · 1 = 3a− 2a . (5)

Z predpokladu 2|a vyplýva, že a = 2a1, podobne z predpokladu 3|a dostá-
vame a = 3a2 pre vhodné a1, a2 ∈ Z. Ak dosad́ıme do rovnosti (5) dostávame

a = a · 1 = 3a− 2a = 3 · 2a1 + 2 · 3a2 = 6a1 + 6a2 .
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To znamená, že a = 6(a1+a2), vid́ıme, že a je celoč́ıselným násobkom 6-tky.
Z pŕıkladu ?? teraz vid́ıme, že 6|n3 − n pre n ∈ N. �

Pŕıklad 9. Podobne sa dá dokázat’ napŕıklad 7|a ∧ 8|a⇒ 56|a. �

V predošlých pŕıkladoch bolo dôležité to, že sa vhodným spôsobom dalo
vyjadrit’ č́ıslo 1. Preštudujeme to teraz trochu podrobneǰsie. Ak a, b ∈ Z a
a ̸= 0, tak hodnota

max{d ∈ N; d|a ∧ d|b} := (a, b)

sa nazýva najväčš́ı spoločný delitel’ č́ısel a, b. V pŕıpade a = 0, b = 0
definujeme (0, 0) = 0.

Pŕıklad 10. Ak x ∈ Z, tak (x+ 1, x) = 1 a (x+ 1, x− 1) = 1 alebo 2. �

V teórii č́ısel aj v jej zovšeobecneniach, napŕıklad v algebre, má vel’ký
význam nasledujúca vlastnost’ najväčšieho spoločného delitel’a. V literatúre
býva niekedy uvádzaná ako Bezoutova rovnost’.

Veta 2. Nech a, b ∈ Z. Položme d = (a, b). Potom existujú x, y ∈ Z,
pre ktoré

d = ax+ by .

Dôkaz. Ak a = 0, b = 0, tak (0, 0) = 0 = 0 · 0 + ·0. Teda pre tento pŕıpad
veta plat́ı. Nech aspoň jedno, z uvažovaných č́ısel a, b sa nerovná 0. Dôležitú
úlohu bude hrat’ množina

M = {ax+ by;x, y ∈ Z} .

Z predpokladu, že aspoň jedno z č́ısel a, b je nenulové, vyplýva, že M ob-
sahuje aj prirodzené č́ısla. Označme d0 najmenšie prirodzené č́ıslo patriace
do M . Určite plat́ı

d0 = ax+ by (6)

pre nejaké x, y ∈ Z. Z (6) dostávame d|d0, a teda d ≤ d0. Ukážeme, že plat́ı
aj opačná nerovnost’. Po vydeleńıa hodnotou d0 so zvyškom dostávame

a = a1d0 + r,

pričom 0 ≤ r < d0. Zvyšok r si môžeme vyjadrit’

r = a− a1d0 .

Ak dosad́ıme za d0 podl’a rovnosti (6) dostávame

r = a− a1(ax+ by) = a(1− a1a)x− a1by .
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Teda ak by platilo r > 0, tak r by bolo prirodznené č́ıslo z M , ktoré by
bolo menšie ako d0 — spor s minimalitou d0. Preto r = 0. To znamená d0|a.
Rovnakým spôsobom sa dokáže aj d0|b. Preto d0 je spoločný delitel’ a aj b,
a teda d0 ≤ d.

Pŕıklad 11. Pre a, b ∈ Z je (a, b) delitel’né každým spoločným delitel’om a
a b. �

Pŕıklad 12.
Pomocou vety 6 sa dá dokázat’ že pre a, b, c ∈ Z plat́ı(ac, bc) = |c|(a, b). �

Pŕıklad 13.
Ak a, b ∈ Z, tak (a− b, a+ b) = (a, b), alebo (a− b, a+ b) = 2(a, b). �

Celé č́ısla a, b sa nazývajú nesúdelitel’né práve vtedy, ked’ (a, b) = 1.

Veta 3. Celé č́ısla (a, b) sú nesúdelitel’né práve vtedy, ked’

ax+ by = 1 (7)

pre vhodné x, y ∈ Z.

Dôkaz. Jedna implikácia vyplýva priamo z vety 6 .
Ak plat́ı (7) a d = (a, b), tak d|1, a teda d = 1.

Pŕıklad 14. Dá sa dokázat’ pre a, b ∈ Z a ̸= 0, že
(

a
(a,b) ,

b
(a,b)

)
= 1. �

Pŕıklad 15. Ak a, b sú nenulové celé č́ısla a (a, b) = ax + by pre x, y ∈ Z,
tak (x, y) = 1. �

Pŕıklad 16. Ak a, b1, b2 ∈ Z a (a, b1) = 1, zároveň (a, b2) = 1, tak aj
(a, b1b2) = 1. Dokáže sa to vynásobeńım rovnost́ı ax+b1y = 1, ax1+b2y1 = 1.
�

Pŕıklad 17. Ak a, b, c ∈ Z a (b, c) = 1, tak (ca, b) = 1. �

Pŕıklad 18. Ak f je funkcia definovaná na intervale [1,∞), ktorá má dve
celoč́ıselné nesúdelitel’né periody, tak f(x+ 1) = f(x) pre každé x ∈ [1,∞).
�

Veta 4. Ak a, b, c ∈ Z a a|bc a (a, b) = 1, tak a|c.
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Dôkaz. Z vety 3 dostávame pomocou podmienky (a, b) = 1 rovnost’

1 = ax+ by.

Pre vhodné x, y ∈ Z. Po vynásobeńı č́ıslom c plat́ı

c = c · 1 = acx+ bcy.

Pretože a|bc môžeme vyjadrit’: bc = ka, pre nejaké k ∈ Z. Po dosadeńı za bc
do poslednej rovnosti dostáveme

c = acx+ kay = a(cx+ ky).

Pŕıklad 19. Ak a ∈ Z a 5|3a, tak 5|a. �

Nasledujúce dva pŕıklady sú tiež na Dirichletov prinćıp

Pŕıklad 20. Pre každe prirodzené č́ıslo m, také že (m, 10) = 1, existuje
prirodzené č́ıslo v tvare 11 . . . 1 delitel’né m. �

Pŕıklad 21. Nech m ∈ N a q1, q2, q3, . . . je taká postupnost’ celých č́ısel, že
(m, qn) = 1 pre n ∈ N. Potom existuje j ≤ m, také že m|qj . . . qm − 1. �

Pŕıklad 22. Ak a, b, c ∈ Z, tak rovnica

ax+ by = c,

pričom x, y sa hl’adajú v Z, sa nazýva lineárna diofantická rovnica.
Dá sa dokázat’, že je riešitel’ná práve vtedy, ked’ (a, b)|c. V takom pŕıpade
všetky jej riešenia sú x = x0 +

b
(a,b) t, y = y0 − a

(a,b) t, kde t prebiaha Z a
x0, y0 je jedno pevne dané riešenie. �

Veta 5. Nech a, b, c ∈ Z a (a, b) = 1. Potom a|c ∧ b|c⇒ ab|c.

Dôkaz. Z podmienky a|c vyplýva c = ac1. Z d’aľsej podmienky dostávame
b|ac1. Z nesúdelitel’nosti a a b preto vyplýva b|c1, teda c1 = bc2. Po dosadeńı
za c1 dostávame c = abc2.

Pŕıklad 23.
Predošlá veta sa dá dokázat’ aj rovnakým postupom ako v pŕıklade 5. �
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1.3 Prvoč́ısla

Prirodzené č́ıslo p > 1 sa nazýva prvoč́ıslo práve vtedy, ked’ pre každé d ∈ N
plat́ı d|p⇒ d = 1 ∨ d = p. Sú to napŕıklad 2, 3, 5, 17, 23 atp.

Pŕıklad 24.
a) Ak p > 2 je prvoč́ıslo tak p = 4k + 1 alebo 4k + 3,
b) Ak p > 3 je prvoč́ıslo tak p = 4k + 1 alebo 6k + 3,
c) ak p = mk + n, m,n ∈ N, je prvoč́ıslo väčšie ako n tak (m,n) = 1.
�

Pŕıklad 25. Ak p1, p2 sú rôzne prvoč́ısla, tak (p1, p2) = 1. �

Pŕıklad 26. Ak p je prvoč́ıslo a a ∈ Z, tak p|a alebo (a, p) = 1. �

Pŕıklad 27. Ak p je prvoč́ıslo a a, b ∈ Z a p|ab, tak p|a alebo p|b. �

Veta 6. Ak m ∈ N a m > 1 tak hodnota min{d ∈ N; d > 1 ∧ d|m} je
prvoč́ıslo.

Dôkaz. Nech d je uvedená hodnota. Ak by d nebolo prvoč́ıslo, tak d = d1d2,
pričom 1 < d1 < d, 1 < d2 < d. Je zrejmé, že napŕıklad d1|m a to je spor
s minimalitou d.

Prirodzené č́ıslo väčšie ako 1 ktoré nie je prvoč́ıslo sa nazýva zložené
č́ıslo.

Veta 7. Ak m je zložené č́ıslo, tak existuje prvoč́ıslo p ≤
√
m, také

že p|m.

Dôkaz. Ak m je zložené č́ıslo, tak m = m1m2, pričom m1 > 1,m2 > 1.
Ak by m1 >

√
m aj m2 >

√
m, tak by m = m1m2 > m a to je spor.

Nech napŕıklad m1 ≤
√
m. Ak p je minimálny delitel’ m1 rôzny od 1, tak

p|m a p ≤
√
m.

Veta 8. Existuje nekonečne vel’a prvoč́ısel.

Dôkaz. Predpokladajme, že p1, . . . , pk sú prvoč́ısla. Uvažujme prirodzené
č́ıslo

m = p1 . . . pk + 1.

Ak p je najmenš́ı delitel’ tohoto č́ısla rôzny od 1, tak p je prvoč́ıslo, ale
evidentne sa p nerovná ani jednému z prvoč́ısel p1, . . . , pk. Teda ku každej
konečnej množine prvoč́ısel existuje prvoč́ıslo, ktoré do nej nepatŕı. Z toho
vyplýva, že konečná množina nemôže obsahovat’ všetky prvoč́ısla. Teda mno-
žina prvoč́ısel je nekonečná.
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Veta 9. Pre každé prirodzené č́ıslo n > 1 existujú jednoznačne
určené prvoč́ısla p1 < p2 < · · · < pk a prirodzené č́ısla α1, . . . , αk,
také že

n = pα1
1 . . . pαk

k . (8)

Dôkaz.Najprv dokážeme existenciu rozkladu (47). Nech p1 je minimálny
delitel’ n. Potom existuje α1 ≥ 1, také že

n = pα1
1 n1, (p1, n1) = 1 .

Podobne dostaneme, že pre nejaké prvoč́ıslo p2 > p1 plat́ı n1 = pα2
2 n2 a

(n2, p2) = 1. To znamená
n = pα1

1 pα2
2 n2 ,

pričom n > n1 > n2. Takto po konečnom počte krokov dostávame existenciu
rozkladu (47).

Teraz dokážeme jednoznačnost’. Predpokladajme, že n = qβ1
1 . . . qβs

s , kde
q1 < q2 < · · · < qs sú prvoč́ısla. Potom

pα1
1 . . . pαk

k = qβ1
1 . . . qβs

s .

Z tejto rovnosti vyplýva, že p1 deĺı niektorý z činitel’ov na pravej strane,

teda p1|q|jβj . Pretože p1, qj sú prvoč́ısla, je to možné iba v pŕıpade p1=qj .
Ale p1 je minimálny prvoč́ıselný delitel’ n, a teda muśı platit’ p1 = q1.
Dostáveme preto rovnost’

pα1
1 . . . pαk

k = pβ1
1 . . . qβs

s .

Ak by bolo α1 < β1, tak po vykráteńı by sme dostali

pα2
2 . . . pαk

k = pβ1−α1
1 . . . qβs

s .

Teda p1 by delilo pravú stranu, ale nedelilo l’avú. To by bol spor. Podobne
by sme dostali spor, ak by sme predpokladali α1 > β1. Teda muśı platit’
α1 = β1. Takto by sme postupne dokázali αi = βi a k = s.

Pŕıklad 28. Ak a, b ∈ N a a3 = b4, tak a = a41 a b = b31 pre vhodné
a1, b1 ∈ N. �

Pŕıklad 29. Ak a, b ∈ N, (a, b) = 1 a ab = cn pre dané n ∈ N, tak
a = an1 , b = bn1 . �

Pŕıklad 30. Ak n1, n2 ∈ N,a n1 = pα1
1 . . . pαk

k , n2 = pβ1
1 . . . pβk

k , pričom
αi, βi ≥ 0, tak

(n1, n2) = n = pγ11 . . . pγkk ,

kde γi = min{αi, βi} pre i = 1, . . . , k. �
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Pŕıklad 31. Podobným spôsobom ako nekonečnost’ množiny prvoč́ısel sa
dá dokázat’:
a) existuje nekonečne vel’a prvoč́ısel v tvare 3k + 2,
b) existuje nekonečne vel’a prvoč́ısel v tvare 4k + 3,
c) existuje nekonečne vel’a prvoč́ısel v tvare 6k + 5. �

Pŕıklad 32. Hlavná veta aritmetiky poskytuje aj iný pohl’ad na nekoneč-
nost’ množiny prvoč́ısel. Predpokladajme, že p1, . . . , pk sú všetky prvoč́ısla.
Potom

∞∑
n=1

1

n
=

∞∑
α1=0

· · ·
∞∑

αk=0

1

pα1
1

. . .
1

pαk
k

=

=
∞∑

α1=0

1

pα1
1

· · ·
∞∑

αk=0

1

pαk
k

=
1

1− 1
p1

· · · · · 1

1− 1
pk

<∞.

Dostali sme spor s divergenciou harmonického radu. �

Pŕıklad 33. Zauj́ımavý dôkaz nekonečnosti množiny prvoč́ısel publikoval v
roku 1955 H. Fürstenberg. Využ́ıval pri tom topologické úvahy. Nech N0 =
N ∪ {0}. Označme

a+ (m) = {a+ km; k = 0, 1, 2, . . . },

pričom a ∈ N0 a m ∈ N. Namiesto 0 + (m) budeme ṕısat’ iba (m). Tieto
množiny sa nazývajú zvyškové triedy modulo m. Množina S ⊂ N0 sa
nazýva otvorená, ak pre každé a ∈ S existuje také m ∈ N, že a+ (m) ⊂ N.
Otvorená množina je aj ∅ a N. Priamo z defińıcie vyplýva, že zjednotenie
l’ubovol’ného systému otvorených množ́ın je otvorená množina.

Ak S1, S2 sú otvorené množiny a a ∈ S1 ∩ S2, tak pre nejaké m1,m2

plat́ı a + (m1) ⊂ S1, a + (m2) ⊂ S2. Plat́ı a + (m1m2) ⊂ a + (m1) ⊂ S1 a
a+ (m1m2) ⊂ a+ (m2) ⊂ S2. Preto a+ (m1m2) ⊂ S1 ∩ S2. Teda aj S1 ∩ S2
je otvorená množina. Ked’ si uvedomı́me, že

N0 = (m) ∪ 1 + (m) ∪ · · · ∪m− 1 + (m)

je disjunktný rozklad, dostávame, že aj množina N0 \ (m) je otvorená. Nech
existuje iba konečný počet prvoč́ısel, označme ich p1, . . . , pn. Každé č́ıslo z
N0 okrem 1 je delitel’né nejakým prvoč́ıslom. Preto

{1} = N0 \
n⋃

j=1

(pj) =

n⋂
j=1

(
N0 \ (pj)

)
.
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Teda množina {1} by bola za daného predpokladu prienikom konečného
počtu otvorených množ́ın. To znamená že by to bola otvorená množina a to
je spor.

�

2 Kongruencie

Ak a, b ∈ Z a m ∈ N tak hovoŕıme, že a a b sú kongruentné modulo
m práve vtedy ked’ dávajú rovnaký zvyšok po deleńı m. Túto skutočnost’
budeme označovat’ a ≡ b (mod m). Ak č́ısla a, b nie sú kongruetné modulom
hovoŕıme, že sú inkongruetné modulo m a označujeme to a ̸≡ b (mod m).

Podl’a pŕıkladu 5 dostávame

Veta 10. Ak a, b ∈ Z a m ∈ N tak

a ≡ b (mod m) ⇐⇒ m|b− a.

Relácia a ≡ b (mod m) sa nazýva kongruencia modulo m.
Pomocou provnávania zvyškov sa dá odvodit’, že kongruencia modulo m

je relácia ekvivalencie, teda

Veta 11. Ak m ∈ N a a, b, c ∈ Z, tak
a ≡ a (mod m),
a ≡ b (mod m) ⇒ b ≡ a (mod m),
a ≡ b (mod m) ∧ b ≡ c (mod m) ⇒ a ≡ c (mod m).

Pŕıklad 34. Ak r1 ≡ r2 (mod m) tak

cos
(2πr1
m

)
= cos

(2πr2
m

)
∧ sin

(2πr1
m

)
= sin

(2πr2
m

)
. �

Budeme hovorit’, že celé č́ısla r1, . . . , rj tvoria úplný zvyškový systém
modulo m, ak pre každé i ∈ {0, . . . ,m−1} existuje jediné ri také, že ri ≡ i
(mod m).

Pŕıklad 35. Úplný zvyškový systém modulo 5 je 0, 1, 2, 3, 4 ale aj 500,
421, 457, 658, 504. �

Pŕıklad 36. Úplný zvyškový systém modulo m tvoŕı m č́ısel. �

Pŕıklad 37. Celé č́ısla r1, . . . , rm také, že ri ̸≡ rj (mod m) pre i ̸= j, tvoria
úplný zvyškový systém modulo m. �

12



Pŕıklad 38. m po sebe idúcich celých č́ısel tvoŕı úplný zvyškový systém
modulo m. �

Pŕıklad 39. Pomocou pŕıkladu 34 sa dá dokázat’ : Ak r1, . . . , rm je úplný
zvyškový sýstem modulo m, tak

m∑
j=1

cos
(2πrj
m

)
+ i sin

(2πrj
m

)
= 0.

�

Dôležitú úlohu majú nasledujújuce súvislosti s operáciami šč́ıtania a
násobenia. Kongruencie sa dajú šč́ıtat’ a násobit’ podobne ako rovnosti.

Veta 12. Nech m ∈ N, a, b, a1, a2 ∈ Z. Potom z predpokladov
a ≡ a1 (mod m) a b ≡ b1 (mod m), vyplýva
a+ b ≡ a1 + b1 (mod m) a aa1 ≡ bb1 (mod m).

Dôkaz. Dokážeme iba druhú čast’. Prvú si dokáže pŕıpadný č́ıtatel’ sám.
Plat́ı rovnost’

aa1 − bb1 = a1(a− b) + b(a1 − b1).

Podl’a predpokladu sú oba šč́ıtance na pravej strane delitel’né č́ıslom m a
teda m|aa1 − bb1.

Pŕıklad 40. Podl’a predošlej vety sa dá dokázat’ napŕıklad, že č́ıslo 6n +4 ·
11n je delitel’né piatimi pre každé n ∈ N. �

Pŕıklad 41. Plat́ı kongruencia

10 ≡ 1 (mod 9),

a teda podl’a vety 12 dostávame

10n ≡ 1 (mod 9), n = 1, 2, 3, . . . .

Po jednoduchých úvahách z toho vyplýva, že každé prirodzené č́ıslo je kon-
gruentné so svojim ciferným súčtom modulo 9.

Pŕıklad 42. Ako už bolo spomı́nané, každé reálne č́ıslo sa dá vyjadrit’ v
tvare g - adického rozvoja, g > 1. Dokážeme, že č́ıslo je racionálne práve
vtedy, ked’ je jeho g - adický rozvoj periodický. Stač́ı to dokázat’ pre prvky
[0, 1). Ak je rozvoj daného č́ısla periodický, tak pomocou súčtu geomet-
rického radu sa dá vypoč́ıtat’ zlomok, ktorému sa dané č́ıslo rovná.
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Naopak, nech α = p
q . Potom podl’a pŕıkladu 42 plat́ı

α = 0, a1a2a3 . . . ,

kde an =
[
g
q rn

]
, pričom

rn ≡ pgn−1 (mod q).

Hodnoty rn sú z množiny {0, . . . , q − 1}, preto aspoň raz sa muśı nejaká
opakovat’. To znamená, že existuje n0, s ∈ N také, že rn0 = rn0+s. Teda

pgn0−1 ≡ pgn0+s−1 (mod q).

Z toho vyplýva, že pre n ≥ n0 plat́ı

pgn−1 ≡ pgn+s−1 (mod q),

a teda rn = rn+s a teda an = an+s. �

Pŕıklad 43. Ak f(x) je polynóm s celoč́ıselnými koeoficientami a r1 ≡ r2
(mod m), tak f(r1) ≡ f(r2) (mod m). �

Pŕıklad 44. Ak r1, . . . , rm je úplný zvyškový systém modulom m, tak

r1 + · · ·+ rm ≡ m(m− 1)

2
(mod m).

Pŕıklad 45. Ak f(x1, . . . , xm) je symetrický polynóm s celoč́ıselnými koe-
ficientami a r1, . . . , rm je úplný zvyškový systém modulo m, tak

f(r1, . . . , rm) ≡ f(0, . . . ,m− 1) (mod m).

�

Veta 13. Nech m ∈ N, a, b, c ∈ Z. Ak (c,m) = 1, tak

ac ≡ bc (mod m) =⇒ a ≡ b (mod m).

Dôkaz. Z predpokladu vyplýva

m|bc− ac = (b− a)c.

Pretože (c,m) = 1, dostávame takto m|b− a.

Pŕıklad 46. Ak r1, . . . , rm je úplný zvyškový systém modulo m a (a,m) =
1,b ∈ Z, tak aj ar1 + b, . . . , arm + b je úplný zvyškový systém modulo m. �
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Pŕıklad 47. Ak platia predpoklady predošlého pŕıkladu, tak{ar1 + b

m

}
+ · · ·+

{arm + b

m

}
=
m− 1

2
.

Vyplýva to z pŕıkladu 2, odkial vieme, že zvyšok c ∈ Z po deleńım jem{ c
m}.

�

Pŕıklad 48. Nech m1,m2 ∈ N sú nesúdelitel’né. Predpokladajme d’alej,
že r1, . . . , rm1 je úplný zvyškový systém modulo m1 a s1, . . . , sm2 je úplný
zvyškový systém modulo m2. Dá sa dokázat’, že v takom pŕıpade je rjm2 +
skm1, j = 1, . . . ,m1, k = 1, . . . ,m2, úplný zvyškový systém modulo m1m2.
�

Pŕıklad 49. Dá sa dokázat’ : Ak (a,m) = 1, tak existuje n > 1 také, že
an ≡ 1 (mod m). Vyplýva to z toho, že aspoň dva razy sa v postupnosti
a, a2, a3, . . . , muśı vyskytnút’ rovnaký zvyšok po deleńı m. �

Ak (a,m) = 1 tak najmenšie take k ∈ N pre ktoré

ak ≡ 1 (mod m)

sa nazýva rád a modulo m. Označovat’ ho budeme ordm(a).

Pŕıklad 50. ord5(2) = 4, ord7(2) = 3. �

Veta 14. Ak m ∈ N, a ∈ Z a (a,m) = 1. tak

an ≡ 1 (mod m) ⇔ ordm(a)|n.

Dôkaz. Jedna implikácia je triviálna. Dokážeme druhú. Nech

an ≡ 1 (mod m).

Ak r = ord(a), tak môžeme delit’ so zvyškom a dostávame n = rk+r′ pričom
r′ ∈ {0, . . . , r − 1}. Po dosadeńı do danej kongruancie za n dostávame

ar
′ ≡ 1 (mod m).

Ak by bolo r′ > 0 dostali by sme spor s minimalitou r. Preto r′ = 0 a teda
r|n.

Za prepokladov predošlej vety z nej vyplýva

an1 ≡ an2 (mod m) ⇔ n1 ≡ n2 (mod ord(a)). (9)
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Pŕıklad 51. Ak (a,m) = 1,a ̸≡ 1 (mod m) a p je také prvoč́ıslo, že ap ≡ 1
(mod m), tak p = ordm(a). �

Pŕıklad 52. Ak (a,m) = 1, a an1 ≡ 1 (mod m), an2 ≡ 1 (mod m), pre
nejake n1, n2 ∈ N, tak ordm(a)|(n1, n2). �

Pŕıklad 53. Nech a, b sú celé č́ısla nesúdelitel’né s daným m ∈ N. Predpok-
ladajme, že ordm(a),ordm(b) sú nesúdelitel’né. Dokážeme, že

ordm(ab) = ordm(a)ordm(b).

Je zrejmé, že
(ab)ordm(a)ordm(b) ≡ 1 (mod m).

Nech pre r ∈ N plat́ı (ab)r ≡ 1 (mod m). To znamená

arbr ≡ 1 (mod m).

Ak umocńıme túto kongruenciu na ordm(b), dostávame

aordm(b)r ≡ 1 (mod m).

Preto z vety 14 vyplýva ordm(a)|ordm(b)r. Pretože č́ısla ordm(a) a ordm(b)
sú nesúdelitel’né dostávame ordm(a)|r. Úplne rovnako dokážeme ordm(b)|r,
a teda ordm(a)ordm(b)|r. �

Pŕıklad 54. Pomocou predošlého pŕıkladu dokážeme:
Ak R = max{ordm(x); (x,m) = 1}, tak pre každé a ∈ Z také, že (a,m) = 1
plat́ı

ordm(a)|R.

Nech by to neplatilo. Potom v kánonickom rozklade R sa vyskytuje niek-
toré prvoč́ıslo s menš́ım exponentom ako v niektorom ordm(a), pre nejaké
a, (a,m) = 1. Označme toto prvoč́ıslo p. Predpokladajme, že p vystupuje v
kánonickom rozklade ordm(a) a exponentom α ∈ N a v kánonickom rozk-
lade R s exponentom β, pričom β > α. Nech R = pβR1 a (p,R1) = 1 a
ordm(a) = pαA a rovnako (p,A) = 1. Č́ıslo aA je rádu pβ modulo m. R je
rádom nejakého prvku Z∗

m. Označme ho b. Potom bp
α
je rádu R1. Ale podl’a

predošlého plat́ı (R1, p
α) = 1. Podl’a predošlého pŕıkladu je č́ıslo aAbp

α
rádu

pβR1 > R. To je spor s maximalitou R.
�
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2.1 Eulerova funkcia

Nech m ∈ N. Označme

Z∗
m = {j ∈ N; j ≤ m, (m, j) = 1}.

Celé č́ısla r1, . . . , rk budeme nazývat’ redukovaný zvyškový systém mod-
ulo m, ak pre každú hodnotu j ∈ Z∗

m existuje jediné ℓ, 1 ≤ ℓ ≤ k také, že

rℓ ≡ j (mod m).

Pŕıkladom takéhoto systém je napŕıklad Z∗
m, dajme tomu aj {−j; j ∈ Z∗

m}.
Je zrejmé, že každý redukovaný systém modulo m obsahuje tol’ko prvkov
kol’ko Z∗

m. Počet prvkov redukovaného zvyškového systému modulo m bude-
me označovat’ φ(m). Táto funkcia sa nazýva Eulerova funkcia.

Pŕıklad 55. Ak s1, . . . , sφ(m) sú celé č́ısla nesúdelitel’né s m, navzájom
inkongruetné modulo m, tak tvoria redukovaný zvyškový systém modulo m.
�

Pŕıklad 56. Ak s1, . . . , sφ(m) je redukovaný zvyškový systém modulo m a
a ∈ Z pričom (a,m) = 1, tak aj as1, . . . , asφ(m) je redukovaný zvyškový
systém modulo m. �

Pŕıklad 57. Nech m1,m2 sú nesúdelitel’né prirodzené č́ısla. Predpoklada-
jme, že r1, . . . , rφ(m1) je redukovaný zvyškový systém modulo m1 a č́ısla
s1, . . . , sφ(m2) tvoria redukovaný zvyškový systém modulo m2. Dokážeme,
že

rjm2 + skm1, j = 1, . . . , φ(m1), k = 1, . . . , φ(m2),

je redukovaný zvyškový systém modulo m1m2.
Najprv dokážeme, že tieto č́ısla sú nesúdelitel’né s m1m2. Vyplýva to z

toho, že (rjm2 + skm1,m1) = (rjm2,m1) = 1. Rovnako dostávame (rjm2 +
skm1,m2) = 1. Preto dané č́ısla sú nesúdelitel’né aj s m1m2.

Nech z ∈ Z a (z,m1m2) = 1. Pre vhodné a, b ∈ Z plat́ı

1 = am1 + bm2, (a,m2) = 1, (b,m1) = 1.

Potom
z = z · 1 = zam1 + zbm2. (10)

Z toho, že (za,m2) = 1 a (zb,m1) = 1 dostávame, že existujú j, k pre ktoré

za ≡ sk (mod m2), zb ≡ rj (mod m1).
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To znamená za = sk+ ℓ2m2, zb = rj+ ℓ1m1. Po dosadeńı do (10) dostávame

z = skm1 + ℓ1m1m2 + rjm2 + ℓ2m1m2 ≡ skm1 + rjm2 (mod m1m2).

To, že tieto č́ısla sú inkongruetné modulo m1m2 sa dokáže rovnako ako v
pŕıklade 48.

Z tohoto pŕıkladu vyplýva aj

Veta 15. Ak m1,m2 ∈ N a (m1,m2) = 1, tak

φ(m1m2) = φ(m1)φ(m2).

Ak túto vetu použijeme na kánonický rozklad prirodzeného č́ısla m =
pα1
1 . . . pαn

n , tak po istých úpravách dostaneme

φ(m) = m

n∏
j=1

(
1− 1

pj

)
. (11)

Pŕıklad 58. Nech m ∈ N a d|m. Označme

Sd = {j ∈ N ; j ≤ m, (j,m) = d}.

Potom a ∈ Sd práve vtedy, ked’ a = a1d pričom (a1,
m
d ) = 1. Z toho vyplýva

|Sd| = φ(md ). Preto ak 1 = d1, . . . , ds = m sú všetky prirodzené delitele m,
tak

m =
d∑

j=1

φ
(m
dj

)
.

To je ekvivalentné s rovnost’ou

m =

d∑
j=1

φ(dj). (12)

Pŕıklad 59. Dokážeme rovnost’∑
j≤m

(m,j)=1

j =
mφ(m)

2
, (13)

pre m ∈ N. Nech d1, . . . , ds sú všetky delitele m menšie ako m okrem 1.
Podl’a predošlého pŕıkladu v tomto pŕıpade máme

s∑
k=1

φ
(m
dk

)
= m− 1− φ(m). (14)
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Sumu na l’avej strane (13) môžeme vyjadrit’

∑
j≤m

(m,j)=1

j =
m(m− 1)

2
−

s∑
k=1

∑
j≤m

(j,m)=dk

j. (15)

Rovnost’ (j,m) = dk plat́ı práve vtedy, ked’ j = ℓdk a (ℓ, m
dk
) = 1. Preto∑

j≤m
(j,m)=dk

j =
∑
ℓ≤ m

dk
(ℓ, m

dk
)=1

dkℓ = dk
∑
ℓ≤ m

dk
(ℓ, m

dk
)=1

ℓ.

Po dosadeńı do (15) dostávame

∑
j≤m

(m,j)=1

j =
m(m− 1)

2
−

s∑
k=1

dk
∑
ℓ≤ m

dk
(ℓ, m

dk
)=1

ℓ. (16)

Teraz môžeme postupovat’ matematickou indukciou. Prem = 1 rovnost’ (13)
plat́ı . Predpokladajme, že plat́ı ak do (13) dosad́ıme za m č́ısla menšie ako
m. Potom z rovnosti (16) dostávame

∑
j≤m

(m,j)=1

j =
m(m− 1)

2
− m

2

s∑
k=1

φ
(m
dk

)

A teda podl’a (14) dostávame, že tvrdenie plat́ı aj pre m. �

2.2 Eulerova veta

Veta 16. Ak m ∈ N a a ∈ Z, kde (a,m) = 1, tak

aφ(m) ≡ 1 (mod m).

Dôkaz. Nech a1, . . . , ak, k = φ(m), je redukovaný zvyškový systém mod-
ulo m. Potom aj aa1, . . . , aak je redukovaný zvyškový systém modulo m.
Preto

aa1 · · · · · aak ≡ a1 · · · · · . . . ak (mod m).

Preusporiadańım činitel’ov dostávame

ak(a1 · · · · · ak) ≡ a1 · · · · · . . . ak (mod m).
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Po vykráteńı oboch strán faktorom a1 · · · · · . . . ak dostávame

ak ≡ 1 (mod m).

Pŕıklad 60. Ak (a,m) = 1 a a−1 je inverzný prvok k a modulo m, tak

a−1 ≡ aφ(m)−1 (mod m).

Pŕıklad 61. Z predošlej vety vyplýva, že pre m ∈ N a a ∈ Z také, že
(a,m) = 1 a prirodzené č́ısla r1 ≡ r2 (mod φ(m)) plat́ı

ar1 ≡ ar2 (mod m).

Pŕıklad 62. Ako sme už dokázali skôr, každý zlomok p
q sa dá pre g ∈ N, g >

1 vyjadrit’ v tvare periodického g - adického rozvoja

p

q
= z + 0, a1 . . . akc1 . . . cn,

pričom hodnota 0, a1 . . . ak sa nazýva predperióda. Ak má predperióda 0
č́ıslic ,teda neexistuje, rozvoj nazývame rýdzoperiodický. Dokážeme, že g
- adický rozvoj zlomku p

q , (p, q) = 1 je rýdzoperiodický práve vtedy,

ked’ (q, g) = 1. Môžeme predpokladat’ p
q ∈ [0, 1).

Ak
p

q
= 0, a1 . . . an,

tak
gn
p

q
= Z + 0, a1 . . . an = Z +

p

q
,

kde Z ∈ N. Z toho po úprave vyplýva

(gn − 1)p = Zq.

Z tejto rovnosti a podmienky (p, q) = 1 vyplýva q|gn − 1. To znamená
(g, q) = 1.

Naopak, nech (g, q) = 1. Ak sa vrátime k pŕıkladu 42, vieme, že

p

q
= 0, a1a2a3 . . .

pričom an =
[
g
q rn

]
, kde rn ∈ {0, . . . , q − 1} a

rn ≡ pgn−1 (mod q),

pre n = 1, 2, 3, . . . . Z toho vyplýva podl’a Eulerovej vety rn ≡ rn+φ(q)

(mod q). A teda an = an+φ(q) pre každé n = 1, 2, 3, . . . .
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Pŕıklad 63. Nech p
q = 0, a1 . . . an, je g - adický rozvoj. Súčislie a1 . . . an sa

nazývaminimálna perióda daného zlomku, ak pre každé k < n a c1, . . . , ck,
ci ≤ g − 1 plat́ı

p

q
̸= 0, c1 . . . ck.

V takom pŕıpade z Eulerovej vety vyplýva, že d́lžka minimálnej periódy je
delitel’om φ(q).

M. Kučera uvádza v Rozhledoch Matematicko Fyzikálńıch tzv. Midyho
vetu.

Pŕıklad 64. Midyho veta hovoŕı o dekadickom rozvoji zlomku 1
p , p > 5 je

prvoč́ıslo: Ak 1
p = 0, a1a2 . . . a2n má minimálnu periódu párnej d́lžky,

tak ai + an+i = 9, i = 1, . . . , n. Dokáže sa to takto: Označme si x =
a1 . . . an, y = an+1 . . . a2n prirodzené x, y s pŕıslušným dekadickým rozvojom.
Potom dostáveme

102n

p
= 102n−1x+ 10n−1y +

1

p
.

To môžeme upravit’ na tvar

102n − 1

p
= 102n−1x+ 10n−1y = 10n−1(10nx+ y). (17)

Z toho vyplýva, že p|102n − 1 = (10n − 1)(10n + 1). Ak by platilo p|10n − 1,
tak 10n ≡ 1 (mod p) a dostávame spor s tým, že minimálna perióda daného
zlomku je 2n. Preto muśı platit’ p|10n + 1. Z rovnosti (17) teda vyplýva
10n− 1|10n−1(10nx+ y). To znamená 10n− 1|10nx+ y = (10n− 1)x+x+ y.
Nakoniec dostávame 10n − 1|x+ y. Preto

x+ y = k(10n − 1), k ∈ N.

Z dekadického rozvoja x, y vyplýva, že obidve č́ısla sú menšie ako 10n. Z
poslednej rovnosti preto vyplýva k(10n−1) < 2 ·10n. To je možné len vtedy,
ked’ k = 1. Preto x+ y = 10n − 1. Z toho vyplýva tvrdenie.

Pŕıklad 65. Postup z predchádzajúceho pŕıkladu sa dá zovšeobecnit’. Ak
m je také prirodzené č́ıslo, že pre nejaké n ∈ N plat́ı m|10n + 1, tak

1

m
= 0, a1 . . . a2n,

pričom ai + an+i = 9, i = 1, . . . , n.
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Kučera v spomı́nanom čánku uvádza aj tzv. Ginsbergovu vetu, ktorá
študuje pŕıpad 1

p = 0, a1 . . . a3n.
Ak p je prvoč́ıslo, tak φ(p) = p − 1. V tomto pŕıpade preto z Eulerovej

vety vyplýva
(a, p) = 1 ⇒ ap−1 ≡ 1 (mod p). (18)

Po vynásobeńı tejto kongruencie dostávame tvrdenie, ktoré nesie názov
Malá Fermatova veta:

Veta 17. Ak p je prvoč́ıslo, tak pre každé celé č́ıslo a plat́ı

ap ≡ a (mod p).

Pŕıklad 66. Ak p je prvoč́ıslo k ∈ {1, . . . , p− 1} tak p|
(
p
k

)
. Preto plaýı

(a+ b)p ≡ ap + bp (mod p).

Takto sa dá Malá Fermatova veta dokázat’ nezávisle od Eulerovej vety
matematickou indukciou.

Pŕıklad 67. Ak p je prvoč́ıslo a s1, . . . , sp je úplný zvyškový systém am ∈ N
pričom p− 1|m, tak z (18) dostávame

p∑
j=1

smj ≡ −1 (mod p).

Hodnota R z pŕıkladu 54 je delitel’lom φ(m). Ale, ako uvid́ıme neskôr,
pŕıpad R = φ(m) je vel’mi zriedkavý. Z vety 10 vyplýva

Veta 18. Ak m1,m2 sú nesúdelitel’né prirodzené č́ısla a a, b ∈ Z, tak

a ≡ b (mod m1) ∧ a ≡ b (mod m2) ⇔ a ≡ b (mod m1m2)

Pŕıklad 68. Nech m ∈ N je prirodzené č́ıslo, ltoré má v kanonickom rozk-
lade aspoň dve nepárne prvoč́ısla. Potom pre každé a ∈ Z plat́ı

a
φ(m)

2 ≡ 1 (mod m).

Ak m obsahuje v kánonickom rozklade dve nepárne prvoč́ısla, tak sa dá
vyjadrit’ v tvare m = m1m2, pričom (m1,m2) = 1 a káďé z týchto č́ısel
je delitel’né nepárnym prvoč́ıslom. To znamená, že φ(m1), φ(m2) sú párne

č́ısla. Potom φ(m1)|φ(m)
2 a teda

a
φ(m)

2 ≡ 1 (mod m1).
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Rovnako sa dá dokázat’ aj

a
φ(m)

2 ≡ 1 (mod m2).

Podl’a vety 18 to znamená

a
φ(m)

2 ≡ 1 (mod m).

�

2.3 Šifrovanie

Z predošlého pŕıkladu vid́ıme, že v pŕıpade r ≡ 1 (mod φ(m)) plat́ı

ar ≡ a (mod m), (19)

ak (a,m) = 1.
Pomocou týchto výsledkov Ron Rivest, Adi Shamir, Leonard Adleman

vytvorili algoritmus na šifrovanie a dešifrovanie informácíı . Podl’a prvých
ṕısmen ich priezvisk nesie tento algoritmus názov RSA. Správu, ktorú chce-
me zašifrovat’, zakódujeme do č́ısla a. Zvoĺıme s ∈ N také, že (s, φ(m)) = 1.
Správu zašifrujeme tak, že toto č́ıslo umocńıme na s modulo m, teda

b ≡ as (mod m).

Hodnotu b pošleme pŕımatel’ovi. Predpokladáme pritom, že pŕımatel’ pozná
hodnotu p takú, že ps ≡ 1 (mod φ(m)). Tento potom vypoč́ıta bp modulo
m a dostáva

a ≡ bp (mod m).

Všetci poznajú m aj s. Pŕımatel’ pozná p. Otázkou je do akej miery je
táto šifra bezpečná. Či to niekto nepovolaný nedešifruje. Odosielatel’ pozná
naviac aj hodnotu φ(m). Práve vd’aka nej vypoč́ıta č́ıslo p, pretože

p ≡ sφ(φ(m))−1 (mod φ(m)).

Trik je práve v tom, že nikto okrem odosielatel’a nepozná hodnotu φ(m).
Táto hodnota sa vypoč́ıta l’ahko, ak poznáme rozklad m na prvočinitele.
Č́ıslom vyberieme práve tak aby sa tento rozklad hl’adal ”zložito”. Ak p1, p2
sú prvoč́ısla a m = p1p2, tak φ(m) = (p1 − 1)(p2 − 1). V tomto pŕıpade je
napŕıklad p1 koreňom rovnice

φ(m) =
(m
p1

− 1
)(
p1 − 1

)
.

Z tohoto vid́ıme, že vypoč́ıtat’ hodnotu φ(m) je v tomto pŕıpade rovnako
”zložité”, ako nájst’ kánonický rozklad m.
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Pŕıklad 69. Aký je kánonický rozklad č́ıslam = 11021 ak vieme, že φ(m) =
10812? �

2.4 Polynomické kongruencie, Lagrangeova veta

Ak f(x) je polynóm z celoč́ıselnými koeficientami, tak kongruencia

f(x) ≡ 0 (mod m) (20)

sa nazýva polynomická kongruencia modulo m, pre dané m ∈ N. Celé
č́ıslo sa nazýva riešenie tejto kongruencie, ak jeho dosadeńım dostaneme
platnú kongruenciu. Riešenie sa nazýva primit́ıvne ak patŕı do množiny
{0, . . . ,m− 1}.

Veta 19. Kongruencia (20) je riešitel’ná práve vtedy, ked’ má aspoň
jedno primit́ıvne riešenie. Celé č́ısla tvaru x′+tm, kde x′ je primit́ıv-
ne riešenie a t ∈ Z sú potom všetky jej riešenia.

Pŕıklad 70. Uvažujme kongruenciu

7x+ 6 ≡ 0 (mod 12).

Vieme, že 72 = 49 ≡ 1 (mod 12). Ked’ túto kongruenciu vybásob́ıme 7
dostávame

x+ 42 ≡ 0 (mod 12),

čo znamená
x+ 6 ≡ 0 (mod 12) ⇔ x ≡ 6 (mod 12).

Preto primit́ıvne riešenie je 6 a všetky riešenia sú 6 + 12t, t ∈ Z. �

Pŕıklad 71. Ak a, b ∈ Z , m ∈ N a (a,m) = 1, tak kongruencia

ax+ b ≡ 0 (mod m) (21)

má jediné primit́ıvne riešenie. V tomto pŕıpade

x ≡ −baφ(m)−1 (mod m).

�

Pŕıklad 72. Ak v predošlom pŕıklade vynecháme podmienku (a,m) = 1,
tak sa dá dokázat’, že konngruencia (21) je riešitel’ná práve vtedy, ked’
(a,m)|b a v tom pŕıpade má (a,m) primit́ıvnych riešeńı . �
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Veta 20. Nech f(x) je polynóm z celoč́ıselnými koeficientami. Ak
p je prvoč́ıslo a kongruencia

f(x) ≡ 0 (mod p)

má viac primit́ıvnych riešeńı ako je stupeň polynómu f(x), tak
všetky koeficienty tohoto polynómu sú delitel’né p.

Dôkaz. Budeme postupovat’ indukciou podl’a stupňa f(x). Ak je to
polynóm lineárny tak f(x) = a1x + a0. Nech x1 ̸= x2 sú dve primit́ıvne
riešenia. Potom

a1x1 + a0 ≡ 0 (mod p)

a1x2 + a0 ≡ 0 (mod p).

Ak odč́ıtame prvú kongruenciu od druhej, dostávame

a1(x2 − x1) ≡ 0 (mod p).

Z toho, že x2 − x1 ̸≡ 0 (mod p) vyplýva a1 ≡ 0 (mod p) a teda aj a0 ≡ 0
(mod p).

Predpokladajme, že veta plat́ı pre polynómy stupňa n − 1 a f(x) je
polynóm stupňa n a x1, . . . , xn+1 sú primit́ıvne riešenia uvažovanej kongru-
encie. Môžeme si vyjadrit’

f(x) = g(x)(x− x1) + c, (22)

kde g(x) je polynóm s čeloč́ıselnými koeficietami. Ak dosad́ıme do tohoto
vyjadrenia x1, dostávame

f(x1) = g(x1)(x1 − x1) + c ≡ 0 (mod p),

a teda c ≡ 0 (mod p). Inak povedané p|c. Z toho vyplýva

f(x) ≡ g(x)(x− x1) (mod p).

Postupným dosádzańım do tejto kongruencie dostávame g(xj) ≡ 0 (mod p)
pre j = 2, . . . , n+ 1. Teda kongruencia

g(x) ≡ 0 (mod p)

má aspoň n primit́ıvnych riešeńı . Preto podl’a indukčného predpokladu sú
všetky koeficienty tohoto polynómu delitel’né p. Z vyjadrenia (22) vyplýva
to isté pre polynóm f(x).
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Pŕıklad 73. Nech p > 2 je prvoč́ıslo. Uvažujme polynóm

f(x) = (x+ 1) . . . (x+ p− 1)− xp−1 + 1.

Z malej Fermatovej vety vyplýva, že všetky j = 0, . . . , p − 1 sú primit́ıvne
riešenia kongruencie

f(x) ≡ 0 (mod p).

Ale stupeň tohoto polynómu je najviac p− 2. Preto všetky jeho koeficienty
sú delitel’né p a teda aj konštatný koeficient. Teda plat́ı

(p− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p).

Táto kongruencia sa nazýva Wilsonova veta. �

Pŕıklad 74. Pomocou rozvoja exponenciálnej funkcie do Taylorovho radu
sa dá dokázat’ rovnost’

eia = cos a+ i sin a, a ∈ R.

Z tejto rovnosti vyplýva

e2πia = 1 ⇐⇒ a ∈ Z.

Teda ak p je prvoč́ıslo a c ∈ Z tak

p−1∑
j=0

e
2πi jc

p = 0,

ak p ∤ c a
p−1∑
j=0

e
2πi jc

p = p,

ak p|c. Z toho vyplýva, že pre polynóm z celoč́ıselnými koeficientami f(x)
sa počet primit́ıvnych riešeńı kongruencie

f(x) ≡ 0 (mod p)

rovná

1

p

p−1∑
x=0

p−1∑
j=0

e
2πi

jf(x)
p .

�
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Pŕıklad 75. Ak si uvedomı́me, že kongruencia

xk ≡ 0 (mod p)

má jediné primit́ıvne riešenie pre k ∈ N, dostávame z predošlého prikladu
rovnost’

p−1∑
j=0

p−1∑
x=0

e
2πi jx

k

p = p.

�

2.5 Primit́ıvne korene

Ak m ∈ N tak a ∈ Z sa nazýva primit́ıvny koreň modulo m ak pre každé
j ∈ Z∗

m existuje n ∈ N také, že an ≡ 1 (mod m). Inými slovami primit́ıvny
koreň je celé č́ıslo nesúdelitel’né s m, ktoré má rád φ(m) modulo m.

Pŕıklad 76. 2 je primit́ıvny koreň modulo 5. Alebo 3 je primit́ıvny koreň
modulo 7. �

Veta 21. Nech p je prvoč́ıslo. Potom pre každé d, ktoré je delitel’om
p− 1, existuje práve φ(d) prvkov Z∗

p rádu d.

Dôkaz. Kongruencia

xd ≡ 1 (mod p) (23)

má najviac d riešeńı . Predpokladajme, že existuje a ∈ Z∗
m také, že ord(a) =

d. Potom zvyšky 1, a, . . . , ad−1 po deleńı p sú všetky rôzne a sú primit́ıvnymi
riešeniami kongruencie (23). Preto sú to všetky primit́ıvne riešenia tejto kon-
gruencie. Teda každý prvok rádu d z Z∗

m je v tvare ak, (k, d) = 1. Označme
λ(d) počet prvkov rádu d v v Z∗

m. Z predšlého vyplýva, že λ(d) = 0 alebo
λ(d) = φ(d). Nech d1, . . . , dℓ sú všetky delitele p− 1. Potom

λ(d1) + · · ·+ λ(dℓ) = p− 1.

Vieme však, že
φ(d1) + · · ·+ φ(dℓ) = p− 1.

Preto muśı platit’ λ(dj) = φ(dj) pre j = 1, . . . , ℓ.
Z tejto vety vyplźva, že existuje φ(p − 1) primit́ıvnych koreňov modulo

p.
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Pŕıklad 77. Existencia primit́ıvneho koreňa modulo p vyplýva aj z pŕıkladu
54 a Lagrangeovej vety. Ak R je maximálny rád prvkov modulo p, tak každé
a ∈ Z∗

p je primit́ıvnym riešeńım kongruencie xR − 1 ≡ 0 (mod p). Podl’a
Lagrangeovej vety je to možné iba v pŕıpade R = p− 1. �

Vd’aka existencii primit́ıvneho koreňa modulo p môžeme definovat’ istú
obdobu logaritmu. Ak a ∈ Z,(a, p) = 1 a g je primit́ıvny koreň modulo p,
tak existuje jediné č́ıslo n ∈ {0, . . . , p− 2} také, že

a ≡ gn (mod p). (24)

Túto hodnotu n nazývame index a modulo p pri základe g. Označujeme
ju indg(a). Z toho, že g je rádu p− 1 modulo p, dostávame

indg(ab) ≡ indg(a) + indg(b) (mod p− 1), (25)

pre a, b ∈ Z, (a, p) = (b, p) = 1.
Index sa dá použit’ hl’adańı riešenia exponenciálnych kongruencíı .

Pŕıklad 78. Ktoré x ∈ N vyhovujú kongruencii 3x+4x ≡ 1 (mod 5) ? Č́ıslo
2 je primit́ıvny koreň modulo 5 a

3 ≡ 23 (mod 5), 4 ≡ 22 (mod 5).

Kongruenciu, ktorú riešime, dostávame takto do tvaru

23x + 22x ≡ 1 (mod 5).

Ak si označ́ıme t = 2x, tak muśı platit’

t3 + t2 ≡ 1 (mod 5).

Teda sme dostali polynomickú kongruenciu. Jej primit́ıvne riešenie je t = 3.
Teda 2x ≡ 3 (mod 5) a preto x ≡ 3 (mod 4).

Pŕıklad 79. Nech p > 2 je prvoč́ıslo a s1, . . . , sp je úplný zvyškový systém
modulo p. Dá sa dokázat’, že v pŕıpade m ∈ N p− 1 ∤ m plat́ı

p∑
j=1

smj ≡ 0 (mod p).

Ak g je primit́ıvny koreň modulo p, tak

gm ̸≡ 1 (mod p). (26)
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Z druhej strany aj gs1, . . . , gsp úplný zvyškový systém modulo p a teda

p∑
j=1

smj ≡
p∑

j=1

(gsj)
m (mod p),

čo znamená
p∑

j=1

smj ≡ gm
p∑

j=1

smj (mod p).

Z vlastnosti (26) vyplýva dokazovaná kongruencia.

Pŕıklad 80. Pomocou predchádzajúceho pŕıkladu sa dá dokázat’: Ak f(x)
je polynóm z celoč́ıselnými koeficientami stupňa menšieho ako p− 1, tak

p∑
j=1

f(sj) ≡ 0 (mod p).

Pŕıklad 81. Pomocou pŕıkladu 67 sa dá dokázat’ trochu všoebecneǰsie tvr-
denie : Ak f(x) = anx

n + · · ·+ a0, aℓ ∈ Z, tak
p∑

j=1

f(sj) ≡ −
∑
ℓ≤n
p−1|ℓ

aℓ (mod p).

Z pŕıkladu 68 vid́ıme že, ak m ∈ N má aspoň dva nepárne prvoč́ıselné
delitele, tak neexistuje primit́ıvny koreň modulo m. Teraz vyjasńıme, ako to
vyzerá v ostatných pŕıpadoch.

Pŕıklad 82. Nech p je prvoč́ıslo. Ak a ∈ N, (a, p) = 1, je taký primit́ıvny
koreň modulo p, že ap−1 ̸≡ 1 (mod p2), tak sa dá dokázat’, že a je primit́ıvny
koreň modulo p2. Vyplýva to z toho, že rád č́ısla ap−1 modulo p2 môže byt’
p− 1 alebo (p− 1)p = φ(p2).

Veta 22. Nech p je prvoč́ıslo. Ak g je taký primit́ıvny koreň modulo
p, že

gp−1 ̸≡ 1 (mod p2), (27)

tak g je primit́ıvny koreň modulo pα pre α = 2, 3, 4, . . . .

Dôkaz. Stač́ı dokázat’, že rád prvku g modulo pα je φ(pα). Vieme, že
g(p−1)pα−1 ≡ 1 (mod pα). Z toho vyplýva, že rád prvku gp−1 je pβ, pre
vhodné β ≤ α. Predpokladajme

g(p−1)pα−2 ≡ 1 (mod pα). (28)
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Hodnotu gp−1 si môžeme vyjadrit’ v tvare

gp−1 = 1 + kp,

pre vhodné celé č́ıslo k. Podl’a binomickej vety si preto môžeme vyjadrit’

g(p−1)pα−2
= (1 + kp)p

α−2 ≡ 1 + kpα−1 (mod pα).

Ak to porovnáme s (28), dostávame

kpα−1 ≡ 0 (mod pα).

Z toho vyplýva p|k a teda

gp−1 ≡ 1 (mod p2),

a dostávame spor s (27).

Pŕıklad 83. Napŕıklad 2 je primit́ıvny koreň modulo 5α pre α = 1, 2, 3, . . . .
Rovnako tak je 2 aj primit́ıvny koreň modulo 7α.

Ak g je primit́ıvny koreň modulo p, ktorý nesṕlňa podmienku (27) a
p ̸= 2, tak jednoduchou úpravou podl’a binomickej vety sa dá dokázat’, že
a+p je primit́ıvny koreň modulo p, ktorý túto podmienku sṕlňa. Preto plat́ı

Veta 23. Ak p ̸= 2 je prvoč́ıslo a α ∈ N, tak existuje primit́ıvny
koreň modulo pα.

Iná situácia je pri prvoč́ısle 2.

Pŕıklad 84. Matematickou indukciou sa dá dokázat’, že pre každé nepárne
prirodzené č́ıslo a plat́ı

a
φ(2α)

2 = a2
α−2 ≡ 1 (mod 2α).

pre α = 3, 4, 5 . . . . Teda ani v týchto pŕıpadoch primit́ıvny koreň neexistuje.

Veta 24. Ak α = 3, 4, 5, . . . , tak pre každé nepárne č́ıslo a existujú
jedonoznačne určené j1 ∈ {0, . . . , 2α−2 − 1} a j2 ∈ {0.1} také, že

a ≡ 5j1(2α − 1)j2 (mod 2α).
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Dôkaz. Stač́ı dokázat’, že 5 je rádu 2α−2 = φ(2α)
2 . Z predošlého pŕıkladu

dostáveme
52

α−2 ≡ 1 (mod 2α).

Ak by 5 mala nižš́ı rád ako chceme dokázat’, muselo by platit’

52
α−3 ≡ 1 (mod 2α). (29)

Vieme, že 5 = 1 + 4, a preto podl’a binomickej vety dostávame

52
α−3 ≡ 1 + 2α−1 (mod 2α).

Porovnańım s (29) dostávame spor.

Pŕıklad 85. Podobným spôsobom sa dá dokázat’, že

92
α−4 ≡ 1 + 2α−2 (mod 2α)

pre α ≥ 4.

2.6 Kvadratické zvyšky

Prdpokladajme, že p je nepárne prvoč́ıslo. Celé č́ıslo a, (a, p) = 1, sa nazýva
kvadratický zvyšok modulo p práve vtedy, keď je riešitel’ná kongruencia

x2 ≡ a (mod p). (30)

Dosad́ım do Eulerovej vety vid́ıme, že ak a je kvadratický zvyšok, tak a je
koreňom kongruencie

x
p−1
2 ≡ 1 (mod p). (31)

Nech g je primit́ıvny koreň modulo p. Dané č́ıslo a možeme vyjadrit’ v tvare

a ≡ gk (mod p), k = 1, . . . , p− 1.

Pri tomto vyjadreńı vid́ıme, že a je kvadratický zvyšok práve vtedy, ked’
k je párne č́ıslo. Teda existuje presne p−1

2 kvadratických zvyškov modulo

p. Kongruencia (31) môže mat’ najviac p−1
2 riešeńı modulo p. Preto a je

kvadratický zvyšok práve vtedy, ked’ sṕlňa túto túto kongruenciu.
Č́ıslo a ∈ Z, (a, p) = 1, ktoré nie je kvadratickým zvyškom modulo p sa

nazýva kvadratický nezvyšok modulo p.
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Ak si spomenieme na rozklad polynómu t2 − 1 = (t − 1)(t1), tak z Eu-
lerovej vety dostávame

(a
p−1
2 − 1)(a

p−1
2 + 1) ≡ 0 (mod p),

pre a ∈ Z, (a, p) = 1. Teda pre každé a ∈ Z, (a, p) = 1 plat́ı a
p−1
2 ≡ ±1

(mod p). Pretože kongruencia (31) nemá viac ako p−1
2 riešeńı modulo p,

vyplýva z toho nasledujúce kritérium:

Veta 25. Ak p ̸= 2 je prvoč́ıslo a a ∈ Z, (a, p) = 1, tak
a) a je kvadratický zvyšok modulo p práve vtedy, ked’

a
p−1
2 ≡ 1 (mod p),

b) a je kvadratický nezvyšok modulo p práve vtedy, ked’

a
p−1
2 ≡ −1 (mod p).

Pŕıklad 86. Z predošlej vid́ıme, že p − 1 je kvadratický zvyšok modulo p
práve vtedy, ked’ p ≡ 1 (mod 4).

Pŕıklad 87. Z vety 25, vyplýva aj to, že ak a1, a2 sú kvadratické nezvyšky
modulo p, tak a1a2 je kvadratický zvyšok modulo p. Samozrejme aj iné
kombinácie.

Pŕıklad 88. Veta 25 sa dá niekedy použit’ na rýchle zistenie či dané a je
kvadratický zvyšok modulo p. Napŕıklad pri násobeńı modulo 7 vid́ıme, že
53 ≡ −1 (mod 7) a teda 5 je kvadratický nezvyšok. Ale 54 ≡ 1 (mod 13) - 5
je kvadratický zvyšok modulo 13. Pri väčš́ıch prvoč́ıslach je to už výpočtovo
náročneǰsie.

Pŕıklad 89. Ak p = 4k+3 a (a, p) = 1, tak podl’a vety 25 plat́ı a2k+2 ≡ ±a
(mod p). Teda a je kvadratický zvyšok modulo p práve vtedy, ked’

a2k+2 ≡ a (mod p).

V tomto pŕıpade±ak+1 modulo p sú všetky riešenia kongruencie (30) modulo
p.

V pŕıpade, že prvoč́ıslo p je vel’ké, sú hore uvedené postupy výpočtovo
náročné a teda pomalé. Odvod́ıme si rovnosti, resp. kongruencie, ktoré tieto
postupy nahradia ovel’a rýchleǰśımi.
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Veta 26. Nech p ̸= 2 je prvoč́ıslo a a ∈ Z, (a, p) = 1. Označme sym-
bolom S počet takých j ∈ {1, . . . , p−1

2 }, pre ktoré zvyšok č́ısla aj po

deleńı p prevyšuje p−1
2 . Potom

a
p−1
2 ≡ (−1)S (mod p).

Dôkaz. Množina, č́ısel{
− p− 1

2
, . . . ,−1, 0, 1, . . .

p− 1

2

}
Tvoŕı úplný zvyškový systém modulo p. Preto ak č́ıslo aj, j = 1, . . . , p−1

2 má

zvyšok po deleńı p, ktorý neprevyšuje p−1
2 , tak je kongruentné s nejakým

kj .1 ≤ kj ≤ p−1
2 .

Ak daný zvyšok prevyšuje p−1
2 tak aj je kongruentné s −kj . Takýchto

zvyškov je práve S a teda aj ≡ ±kj (mod p). Znamienko − je práve pri S
prvkov j. Ak tieto kongruancie vynásob́ıme, dostávame

a
p−1
2 · 1 · 2 · . . . p− 1

2
≡ (−1)Sk1k2 . . . k p−1

2
(mod p). (32)

Ak sa nám podaŕı dokázat’

j ̸= ℓ =⇒ kj ̸= kℓ, (33)

tak {k1, . . . , k p−1
2
} = {1, . . . , p−1

2 }. Z kongruencie (32) preto vyplýva

a
p−1
2 · 1 · 2 · . . . p− 1

2
≡ (−1)S · 1 · 2 · · · · · p− 1

2
(mod p).

Z čoho po vykráteńı dostávame tvrdenie vety. Aby sme dokázali (33), uvažuj-
me kj = kℓ, Potom

aj ≡ ±aℓ (mod p),

teda
j ≡ ±ℓ (mod p).

To je možné iba ak j = ℓ, pretože 1 ≤ k, ℓ,≤ p−1
2 .

Z tejto vety vid́ıme, že a je kvadratický zvyšok práve vtedy, ked’ S je
párne č́ıslo.

Veta 27. Pre S z vety 26 plat́ı

S ≡

p−1
2∑

j=1

[2aj
p

]
(mod 2).
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Dôkaz Hodnotu aj si môžeme vyjadrit’

aj = kp+ r, r ∈
{
1, . . . ,

p− 1

2

}
.

Preto [2aj
p

]
=

[
2k +

2r

p

]
.

Z tohoto vyjadrenia vid́ıme, že ak r ≤ p−1
2 , tak[2aj

p

]
= 2k.

A ak r > p−1
2 , tak [2aj

p

]
= 2k + 1.

Z toho vyplýva tvrdenie.
Aby sme si situáciu zjednodušili zavedieme tzv. Legendreov symbol

(ap ). Ak p je prvoč́ıslo a (a, p) = 1, tak v pŕıpade, že a je kvadratický zvyšok
modulo p kladieme (a

p

)
= 1.

V opačnom pŕıpade (a
p

)
= −1.

Práve tento symbol, respekt́ıve jeho vlastnosti umožnia rýchlo zistit’, či dané
č́ıslo je kvadratický zvyšok alebo nezvyšok. Treba zdôraznit’, že v tomto
pŕıpade nejde o zlomok.

Podl’a vety 25 dostávame(a
p

)
≡ a

p−1
2 (mod p), (34)

ak p je nepárne prvoč́ıslo a (a, p) = 1. Z toho d’alej vyplýva(a
p

)
=

(a+ p

p

)
, (35)

(a2
p

)
= 1, (36)(a1a2

p

)
=

(a1
p

)(a2
p

)
, (37)

pre (a1a2, p) = 1.
Teraz sformulujeme vetu, ktorá nám umožńı jednoducho zist’ovat’ kva-

dratické zvyšky alebo nezvyšky, ako sme to sl’ubovali vyššie.
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Veta 28. Nech p a q sú rôzna nepárne prvoč́ısla. Potom(p
q

)(q
p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2

Pŕıklad 90. Napriklad chceme zistit’, či 5 je kvadratický zvyšok modulo 29.
Podl’a predošlej vety plat́ı( 5

29

)
=

(29
5

)
=

(4
5

)
= 1.

Teda 5 je kvadratický zvyšok modulo 29. Podobne dostávame( 7

31

)
= −

(31
7

)
= −

(3
7

)
= 1.

Pŕıklad 91. Ak aspoň jedno z nepárnych prvoč́ısel p, q je tvaru 4k+1, tak(p
q

)
=

(q
p

)
.

V opačnom pŕıpade plat́ı (p
q

)
= −

(q
p

)
.

Pŕıklad 92.( 21

101

)
=

( 3

101

)( 7

101

)
=

(2
3

)(3
7

)
= (−1)(−1) = 1.

Historický názov Vety 28 jeGaussov kvadratický zákon reciprocity.
V nasledujúcom texte budeme robit’ úvahy, ktoré vyústia do dôkazu tohoto
tvrdenia.

Veta 29. Pre každé nepárne prvoč́ıslo p plat́ı(2
p

)
= (−1)

p2−1
8 ,

a pre nepárne celé č́ıslo a, (a, p) = 1 plat́ı(a
p

)
= (−1)

∑ p−1
2

j=1 [aj
p
]
.

Dôkaz. Podl’a (35) a (37) dostávame(2
p

)
=

(2 + 2p

p

)
=

(4
p

)( 1+p
2

p

)
=

( 1+p
2

p

)
.
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Pre exponent S z viet 26, 27 preto plat́ı

S ≡

p−1
2∑

j=1

[(p+ 1)j

p

]
(mod 2).

Suma na pravej strane sa po vykráteńı rovná

p−1
2∑

j=1

[
j +

j

p

]
=

p−1
2∑

j=1

j =
p2 − 1

8
.

Ideme dokazovat’ druhú rovnost’. Podobne ako v predošlom pŕıpade dostáva-
me (a

p

)
=

(a+ p

p

)
=

(2
p

)( a+p
2

p

)
. (38)

Pre spomı́naný exponent S v tomto pŕıpade plat́ı

S ≡

p−1
2∑

j=1

[(a+ p)j

p

]
(mod 2).

Opät’ vid́ıme, že suma na pravej strane sa rovná

p−1
2∑

j=1

[aj
p

+ j
]
=

p−1
2∑

j=1

[aj
p

]
+
p2 − 1

8
.

Po dosadeńı do (38) dostávame druhú rovnost’.

Pŕıklad 93. Ak p = 4k + 1, tak 2 je kvadratický zvyšok modulo p práve
vtedy, ked’ 2|k.

Ak p je prvoč́ıslo tvaru 4k + 3, tak 2 je kvadratický zvyšok modulo p
práve vtedy, ked’ 2 ∤ k.

Dôkaz vety 28. Podl’a predošlej vety plat́ı(p
q

)(q
p

)
= (−1)E ,

pričom

E =

p−1
2∑

j=1

[qj
p

]
+

q−1
2∑

k=1

[pk
q

]
.

36



Stač́ı dokázat’

E =
p− 1

2

q − 1

2
. (39)

Uvažujme množinu usporiadaných dvoj́ıc

M =
{
(pk, qj); k = 1, . . . ,

q − 1

2
, j =

p− 1

2

}
.

V tomto pŕıpade nemôže nastat’ pk = qj. Preto množinuM môžeme rozdelit’
na dve dizjunktné podmožiny

M =M1 ∪M2.

Kde M1 = {(pk, qj) ∈M ; pk < qj} a M2 = {(pk, qj) ∈M ; pk > qj}. Ked’ si
predstav́ıme ako vyzerajú prvky týchto množ́ın, vid́ıme, že M1 obsahuje∑ p−1

2
j=1 [qj/p] prvkov a M2 obsahuje

∑ q−1
2

k=1[pk/q] prvkov. Z toho vyplýva
rovnost’ (39).

2.7 Č́ınska veta o zvyškoch

Predpokladajme, že sú dané prirodzené č́ısla m1, . . . ,mk, ktoré sú navzájom
nesúdelné, t. j. (mi,mj) = 1 pre i ̸= j.

Označme
M = m1 . . .mk

a

Mi =
M

mi
, i = 1, . . . , k.

Č́ıslo Mi je súčinom všetkých mj kde j ̸= i a teda

(Mi,mi) = 1, i = 1, . . . , k.

Preto podl’a Eulerovej vety , vety 16, dostávame

M
φ(mi)
i ≡ 1 (mod mi), i = 1, . . . , k. (40)

Veta 30. Ak r1, . . . , rk sú celé č́ısla a

R = r1M
φ(m1)
i + · · ·+ rkM

φ(mk)
k (41)

tak
R ≡ ri (mod mi), i = 1, . . . k, (42)

a každé celé č́ıslo r vyhovuje (42) práve vtedy, ked’

r ≡ R (mod m1 . . .mk).
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Dôkaz. Ak si vyberieme nejaké konkrétne i ≤ k tak, ako sme už
spomı́nali, č́ıslo Mi je súčinom všetkých mj pre j ̸= i a teda mj |Mi čo
znamená

M
φ(mi)
i ≡ 0 (mod mj), j ̸= i.

Z kongruencie (40) teda vyplýva R ≡ ri (mod mi).
Nech r je celé č́ıslo. Toto č́ıslo sṕlňa kongruencie (42) práve vtedy, ked’

R ≡ r (mod mi) pre i = 1, . . . , k. Č́ısla mi, i = 1, . . . , k sú navzájom
nesúdelitel’né preto tento pŕıpad nastáva práve vtedy ked’ R ≡ r (mod M).

Č́ıslo R z predošlej vety môže byt’ vel’mi vel’ké, stač́ı uvažovat’ jeho zvyšok
po deleńı M , teda pri výpočte môžeme použit’ operácie modulo M .

Pŕıklad 94. Pre každé r ∈ Z plat́ı r ≡ 2 (mod 5) a r ≡ 3 (mod 7) práve
vtedy ked’ r ≡ 17 (mod 35). �

Pŕıklad 95. Pre každé r ∈ Z plat́ı r ≡ 9 (mod 11) a r ≡ 6 (mod 15) a
r ≡ 5 (mod 17) práve vtedy ked’ r ≡ 141 (mod 2805). �

Pŕıklad 96. Ak m1,m2 ∈ N sú nesúdelitel’né, tak každému a ∈ Z∗
m1m2

môžeme priradit’ usporiadanú dvojicu [a1, a2] ∈ Z∗
m1

× Z∗
m2

, pričom a1 je
zvyšok a po deleńı m1 a a2 je zvyšok po deleńı m2. Podl’a Č́ınskej zvyškovej
je toto zobrazenie bijekcia a preto |Zm1m2 | = |Zm1 × Zm2 |. To znamená, že
φ(m1m2) = φ(m1)φ(m2). �

3 Čebyševove nerovnosti

Symbolom π(x) budene označovat’ počet prvoč́ısel, ktoré neprevyšujú reálne
č́ıslo x. Táto funkcia sa nazýva prvoč́ıselná funkcia. Napŕıklad π(1) =
0, π(2) = 1, π(5) = 3. Na prvý pohl’ad je zrejmé, že plat́ı

π(x) ≤ [x] (43)

pre x ≥ 1. Z nekonečnosti množiny prvoč́ısel vyplýva

lim
x→∞

π(x) = ∞.

Pri štúdiu prvoč́ıselnej funkcie je dobré si uvedomit’ nasledujúce skutočnosti.
Množinu N môžeme vytvorit’ dvomi spôsobmi. Prvý je ten, že začneme 1-
kou a postupne prič́ıtame 1 - ku. Tak dostávame usporiadanie tejto množiny
podl’a vel’kosti. Iný spôsob je taký, že máme všetky prvoč́ısla a tie násob́ıme.
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Tento spôsob vedie na čiastočné usporiadanie podl’a delitel’nosti. Hasseho di-
agram prvého usporiadania je jednoduchý zvislá čiara. Ak si načrtneme Has-
seho diagram delitel’nosti, vid́ıme pomerne komplikovaný graf. To naznačuje,
že poṕısat’ pojmy pochádzajúce z delitel’nosti pomocou vel’kosti môže byt’
zložité. Isté jasno môžu do veci vniest’ úvahy o vel’kých č́ıslach, ktoré majú
zároveň vel’a delitel’ov. Teda sú dostatočne vysoko v oboch grafoch. Jedným
z takýchto typov č́ısel sú faktoriály.

Ďaľsiu dôležitú úlohu bude zohrávat’ logaritmická funkcia. Jej význam
spoč́ıva v tom, že prevádza súčin na súčet.

Začneme kombinačným č́ıslom
(
2k+1
k+1

)
, k ∈ N . Ked’ ho vyjadŕıme v tvare

zlomku, dostávame (
2k + 1

k + 1

)
=

(2k + 1)!

k!(k + 1)!
.

Ak zmeńıme poradie činitel’ov v čitateli tak, že najprv naṕı̌seme všetky
párne a potom nepárne, tak dostávame čitatel’ v tvare

(2k + 1)! = 2 · · · · · (2k) · 1 · 3 · · · · · (2k + 1) = 2kk! · 1 · 3 · · · · · 2k + 1.

Každý nepárny činitel’ druhej časti tohoto súčinu môžeme zhora odhadnút’
najbližš́ım párnym č́ıslom a dostávame

(2k + 1)! ≤ 2kk! · 2k(k + 1)!,

z čoho vyplýva nerovnost’ (
2k + 1

k + 1

)
≤ 4k. (44)

Každé prvoč́ıslo, ktoré patŕı do intervalu [k+2, 2k+1] sa vyskytuje v čitateli(
2k+1
k+1

)
, ale sa nevyskytuje v menovateli tohoto zlomku. Preto je daný bi-

nomický koeficient týmto prvoč́ıslom delitel’ný. Z toho vyplýva∏
k+1<p≤2k+1

p
∣∣∣(2k + 1

k + 1

)
,

a teda podl’a (44) dostávame ∏
k+1<p≤2k+1

p ≤ 4k. (45)

Veta 31. Pre každé prirodzené č́ıslo n plat́ı∏
p≤n

p ≤ 4n.
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Dôkaz. Budeme postupovat’ indukciou. Pre n = 1, 2 tvrdenie plat́ı .
Predpokladajme, že plat́ı pre vsetky n′ ≤ n. Ak n + 1 je párne č́ıslo, tak∏

p≤n p =
∏

p≤n+1 p a teda veta plat́ı aj v tomto pŕıpade. Nech n + 1 je
nepárne č́ıslo. Teda n+ 1 = 2k + 1. Potom∏

p≤n+1

p =
∏

p≤k+1

p ·
∏

k+1<p≤2k+1

p.

Je zrejmé, že k + 1 ≤ n a teda podl’a indukčného predpokladu máme∏
p≤k+1

p ≤ 4k+1.

Preto podl’a (45) dostávame ∏
p≤2k+1

p ≤ 42k+1.

Pŕıklad 97. Ak v predošlej vete zlogaritmujeme obidve strany nerovnosti,
dostávame ∑

p≤n

ln p ≤ n ln 4.

Môžeme to vyjadrit’ aj ∑
p≤n

ln p = O(n).

�

Tento výsledok nám umožńı dokázat’ horný odhad prvoč́ıselnej funkcie.
Z pŕıkladu 97 dostávame ∑

√
n<p≤n

ln p ≤ n ln 4.

Ak každý šč́ıtanec poslednej sumy odhadneme zdola hodnotou ln
√
n, dostá-

vame nerovnost’
(π(n)− π(

√
n)) ln

√
n ≤ n ln 4.

To znamená

π(n) ≤ 2n ln 4

lnn
+ π(

√
n) ≤ 2n ln 4

lnn
+
√
n.
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Ak zoberieme do úvahy nerovnost’

√
x ≤ x

lnx

pre x ≥ 2, dostávame

π(n) ≤ 2n ln 4

lnn
+

n

lnn
= (2 ln 4 + 1)

n

lnn
, n ≥ 2. (46)

Aby sme odvodili dolný odhad pre prvoč́ıselnú funkciu, využijeme vlast-
nosti binomického koeficientu

(
2n
n

)
. Dôležitú úlohu bude hrat’ vyjadrenie

faktoriálov v tvare kanonického rozkladu. Začneme preto takto:

Veta 32. Ak p je prvoč́ıslo a n ∈ N, tak p sa vyskytuje v kánonickom
rozklade n! s exponentom

α(p, n) =
∑

j≤ lnn
ln p

[ n
pj

]
.

Dôkaz. Ak j ≤ lnn
ln p , tak množina {1, . . . , n} obsahuje práve [ n

pj
]− [ n

pj+1 ]
č́ısel, ktoré majú v kánonickom rozklade prvoč́ıslo p s exponentom j. Preto
p bude v kánonickom rozklade n! vystupovat’ s exponentom∑

j≤ lnn
ln p

j
([ n
pj

]
−
[ n

pj+1

])
=

∑
j≤ lnn

ln p

j
[ n
pj

]
−

∑
j≤ lnn

ln p

j
[ n

pj+1

]
=

=
∑

j≤ lnn
ln p

j
[ n
pj

]
−

∑
i≤ lnn

ln p
+1

(i− 1)
[ n
pi

]
=

=
∑

j≤ lnn
ln p

[ n
pj

]
.

Pŕıklad 98. Môžeme si vyjadrit’ lnn! = n lnn−n+O(lnn). Podl’a predošlej
vety plat́ı

lnn! =
∑
p≤n

[n
p

]
ln p+

∑
p≤n

lnn
ln p∑
j=2

[ n
pj

]
ln p = n

∑
p≤n

ln p

p
+O(n).

Preto

n lnn− n+O(lnn) = n
∑
p≤n

ln p

p
+O(n).
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Z toho po úpravách vyplýva∑
p≤n

ln p

p
= lnn+O(1).

�

Z predošlej vety vid́ıme, že prvoč́ıslo p ≤ 2n vystupuje v kánonickom
rozklade binomického koeficientu

(
2n
n

)
, n ∈ N s exponentom∑

j≤ ln 2n
ln p

[2n
pj

]
− 2

[ n
pj

]
.

Z toho vyplýva, že

ln

(
2n

n

)
=

∑
p≤2n

ln p
∑

j≤ ln 2n
ln p

[2n
pj

]
− 2

[ n
pj

]
. (47)

Odvod́ıme si zase nerovnosti pre daný binomický koeficient, ktoré využijeme
pri štúdiu tejto rovnosti. Plat́ı(

2n

n

)
=

(2n)!

n!2
=

2nn! · 1 · 3 · · · · · 2n− 1

n!2
=

2n · 1 · 3 · · · · · 2n− 1

n!
.

Ak odhadneme každý nepárny činitel’ čitatel’a posledného zlomku najbližš́ım
párnym č́ıslom zdola, dostávame nerovnost’(

2n

n

)
≥ 2n · 2 · 4 · · · · · 2(n− 1)

n!
=

22n−1

n
.

Pŕıklad 99. Podobným spôsobom sa dá dokázat’(
2n

n

)
≤ 4n, n ≥ 2.

�

Z rovnosti (47) teda vyplýva∑
p≤2n

ln p
∑

j≤ ln 2n
ln p

[2n
pj

]
− 2

[ n
pj

]
≥ (2n− 1) ln 2− lnn. (48)
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Hodnota [2x]− 2[x] sa rovná 0 alebo 1. Z toho vyplýva[ ln 2n
ln p

]
≥

∑
j≤ ln 2n

ln p

[2n
pj

]
− 2

[ n
pj

]
.

Preto z (48) vyplýva∑
p≤2n

[ ln 2n
ln p

]
ln p ≥ (2n− 1) ln 2− lnn.

Z nerovnosti [ ln 2n
ln p

]
ln p ≥ ln 2n− ln p

preto dostávame

π(2n) ln 2n−
∑
p≤2n

ln p ≥ (2n− 1) ln 2− lnn.

A teda

π(2n) ln 2n ≥ (2n− 1) ln 2− lnn+ 2n ln 4 = 2n ln 8− ln 2n.

Z toho vyplýva

π(2n) ≥ 2n ln 8− ln 2n

ln 2n
= ln 8

2n

ln 2n
− 1.

Dokázali sme výsledok, ktorý sa v literatúre býva nazývaný Čebyševove
nerovnosti:

Veta 33. Existujú také kladné konštanty c1, c2, že pre každé reálne
č́ıslo x > 2 plat́ı

c1
x

lnx
≤ π(x) ≤ c2

x

lnx

Pŕıklad 100. Teraz môžeme odhadnút’ zdola∑
p≤n

ln p ≥
∑

√
n<p≤n

ln p ≥ lnn

2
(π(n)− π(

√
n)).

Podl’a Čebyševovych nerovnost́ı dostávame

π(n)− π(
√
n) ≥ c2

n

lnn
− c1

2
√
n

lnn
, n ≥ 2.
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Z toho po úpravách vyplynie∑
p≤n

ln p ≥ c3n, n ∈ N. (49)

pre vhodnú konštantu c3 > 0. �

Pŕıklad 101. Nech 2 = p1 < p2 < · · · < pn . . . je postupnost’ všetkých
prvoč́ısel usporiadaná podl’a vel’kosti. Pomocou Čebyševovych nerovnost́ı sa
dá dokázat’ ,že

κ1n lnn ≤ pn ≤ κ2n lnn,

pre vhodné κ1, κ2 > 0. Ak totiž dosad́ıme do Čebyševovych nerovnost́ı x =
pn, tak dostávame

c1
pn
ln pn

≤ n ≤ c2
pn
ln pn

.

Z toho vyplýva okrem iného

n ln pn ≤ c2pn.

Určite plat́ı n ≤ pn a teda
n lnn ≤ c2pn.

Z druhej strany dostávame, že

n ln pn ≥ c1pn. (50)

Ak si uvedimı́me, že
√
x ≤ x

lnx , x ≥ 2

c1
√
pn ≤ n

a teda
pn ≤ c4n

2

pre vhodnú konštantu c4 > 0. Ak z tejto nerovnosti dosad́ıme do (50)
dostávame

n(2 lnn+ ln c4) ≥ pn.

Z toho po drobných úpravách dostávame

pn ≤ κ2n lnn,

pre nejakú kladnú konštantu κ2. �

Pŕıklad 102. Z predošlého pŕıkladu vyplýva∑
p

1

p
= ∞.

�
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4 Eulerova sumačná formula

Veta 34. Ak f je reálna funkcia definovaná na intervale [1,∞), ktorá
tam má spojitú deriváciu, tak pre každé n ∈ N plat́ı

f(n+ 1) =

∫ n+1

n
f(x)dx+

∫ n+1

n
{x}f ′(x)dx.

Dôkaz. Začneme rovnost’ou∫ n+1

n
{x}f ′(x)dx =

∫ n+1

n
(x− n)f ′(x)dx =

−n
∫ n+1

n
f ′(x)dx+

∫ n+1

n
xf ′(x)dx =

−n(f(n+ 1)− f(n)) +

∫ n+1

n
xf ′(x)dx.

Použit́ım metódy per partes na druhý šč́ıtanec dostávame∫ n+1

n
xf ′(x)dx = [xf(x)]n+1

n −
∫ n+1

n
f(x)dx =

= nf(n)− (n+ 1)f(n+ 1)−
∫ n+1

n
f(x)dx.

Ďalej plat́ı

nf(n)− (n+ 1)f(n+ 1) + n(f(n+ 1)− f(n)) = f(n+ 1).

Preto ∫ n+1

n
xf ′(x)dx = f(n+ 1)−

∫ n+1

n
f(x)dx.

Z toho hned’ vyplýva:

Veta 35. Ak f je reálna funkcia definovaná na intervale [1,∞) a má
tam spojitú deriváciu, tak

N∑
n=1

f(n) = f(1) +

∫ N

1
f(x)dx+

∫ N

1
{x}f ′(x)dx.
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V d’aľsom zavedieme jedno označenie, ktoré nám umožńı vyhnút’ sa kom-
plikovaným výrazom, ktorých detaily nie sú dôležité. Bude nás zauj́ımat’ iba
to, ako rýchlo rastú, pŕıpadne klesajú. Ak f, g sú funkcie definované na ne-
jakej množine, tak ṕı̌seme f(x) = O(g(x)), ak existuje kladná konštanta κ
taká, že

|f(x)| ≤ κg(x) (51)

pre každé x z danej množiny. Treba upozornit’ , že nejde o klasickú rovnost’
ale odhad. Napŕıklad ak, f(x) je polynóm n - tého stupňa, tak na interevale
[1,∞) plat́ı

f(x) = O(xn).

Tento symbol sa nazýva vel’ké O. Rovnost’ (4) môžeme vyjadrit’

N∑
n=1

1

n2
=
π2

6
+O

( 1

N

)
. (52)

Pŕıklad 103. Ak použijeme predošlú vetu na harmonický rad, dostávame

N∑
n=1

1

n
= 1 +

∫ N

1

dx

x
−
∫ N

1

{x}dx
x2

= 1 + lnN +

∫ N

1

{x}dx
x2

.

Inak naṕısané
N∑

n=2

1

n
− lnN =

∫ N

1

{x}dx
x2

.

Integrál na pravej strane konverguje, preto existuje vlastná limita

C = lim
N→∞

N∑
n=1

1

n
− lnN =

∫ ∞

1

{x}dx
x2

.

Nevlastný integrál na pravej strane si môžeme rozṕısat’

C =

∫ ∞

1

{x}dx
x2

=

∫ N

1

{x}dx
x2

+

∫ ∞

N

{x}dx
x2

.

Ďalej plat́ı

0 ≤
∫ ∞

N

{x}dx
x2

≤
∫ ∞

N

dx

x2
=

1

N
.

Preto ∫ N

1

{x}dx
x2

= C − 1 +O
( 1

N

)
.
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Tým sme dokázali odhad

N∑
n=1

1

n
= lnN + C +O

( 1

N

)
. (53)

Hodnota C ktorá vystupuje v rovnosti (53) sa nazývaEulerova konštanta.
Treba upozornit’ čitatel’a, aby si ju neplietol so Eulerovým č́ıslom e.

Pŕıklad 104. Podobným spôsobom sa dá odvodit’

N∑
n=1

lnn = N lnN −N +O(lnN). (54)

�

Pŕıklad 105. Dá sa odvodit’ aj∑
n≤N

ln
N

n
= O(N).

Pŕıklad 106. Podobne sa dajú sa odvodit’ odhady

N∑
n=1

1√
n
= 2

√
N +K +O

( 1√
N

)
, (55)

N∑
n=2

1

n lnn
= ln lnN +K1 +O

( 1

N lnN

)
, (56)

N∑
n=2

1

lnn
=

∫ N

2

dt

ln t
+K2 +O

( 1

lnN

)
. (57)

Z posledného odhadu sa dá pomocou l’Hospitalovho pravidla dokázat’

lim
N→∞

lnN

N

N∑
n=2

1

lnn
= 1.

�

Pŕıklad 107. Dá sa dokázat’ všeobecneǰsie: Ak f je nezáporná nerastúca
reálna funkcia definovaná na intervale [a,∞), a ∈ N, limx→∞ f(x) = 0 a má
tam spojitú deriváciu, tak

N∑
n=a

f(n) =

∫ N

a
f(t)dt+K +O(f(N)),

kde K =
∫∞
a {t}f ′(t)dt.
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5 Dirichletova konvolúcia

Pod pojmom aritmetická funkcia budeme mysliet’ postupnost’ reálnych
alebo komplexných č́ısel. Ak f, g sú dve aritmetické funkcie, tak aritmetická
funkcia f ∗ g definovaná rovnost’ou

(f ∗ g)(n) =
∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
(58)

sa nazýva Dirichletova konvolúcia f a g.
Ak f, g sú aritmerické funkcie a h = g ∗ f , tak pre sumáciu h plat́ı∑

n≤x

h(n) =
∑
n≤x

∑
d|n

f(d)h
(n
d

)
.

V poslednej sume môžeme vyjadrit’ n = kd ≤ x a dostávame∑
n≤x

h(n) =
∑
kd≤x

f(d)h(k) =
∑
d≤x

f(d)
∑
k≤x

d

h(k). (59)

Označme i(n) = 1, n ∈ N. Túto aritmetickú funkciu budeme nazývat’ jed-
notková funkcia.

Pŕıklad 108. Dá sa dokázat’, že i ∗ i je aritmetická funkcia, ktorá každému
prirodzenému č́ıslu prirad’uje počet jeho delitel’ov. �

Počet delitel’ov prirodzeného č́ısla n budeme označovat’ τ(n). Teda τ =
i ∗ i.

Pŕıklad 109. Pre sumačnú funkciu funkcie τ pat́ı∑
n≤x

τ(n) =
∑
n≤x

∑
d|n

1 =
∑
kd≤x

1 =
∑
d≤x

∑
k≤x

d

1 =
∑
d≤x

[x
d

]
.

A teda ∑
n≤x

τ(n) = x
∑
d≤x

1

d
+O(x).

Z tejto rovnosti sa dá pomocou pŕıkladu 103 odvodit’

lim
x→∞

1

x lnx

∑
n≤x

τ(n) = 1.

�
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Tento pŕıklad ukazuje, že aj ked’ sa funkcia τ správa na č́ıselnej osi
nepravidelne, tak jej sumačná funkcia má pravidelný rast.

Pŕıklad 110. Odhad sumačnej funkcie τ z pŕıkladu 109 sa dá zlepšit’. Pod-
statnú úlohu tam hral odhad hodnoty

∑
kd≤n 1. Je to počet prvkov množiny

I = {[k, d]; kd ≤ n}.

Ak kd ≤ n tak k ≤
√
n alebo d ≤

√
n. Preto

I = {[k, d]; kd ≤ n, k ≤
√
n} ∪ {[k, d]; kd ≤ n, d ≤

√
n}.

To znamená ∑
kd≤n

1 =
∑
kd≤n
k≤

√
n

1 +
∑
kd≤n
d≤

√
n

1−
∑
k≤

√
n

d≤
√
n

1 =

∑
d≤

√
n

[n
d

]
+

∑
k≤

√
n

[n
k

]
− [

√
n]2 = 2

∑
d≤

√
n

[n
d

]
− [

√
n]2 =

2n
∑
d≤

√
n

1

d
+O(

√
n)− (

√
n− {

√
n})2.

Ak použijeme vyjadrenie čiastočného súčtu harmonického radu podl’a pŕıkla-
du 103, dostávame∑

j≤n

τ(j) = 2n
(
ln

√
n+ 2C +O

( 1√
n

))
− n+O(

√
n) =

= n lnn+ (2C − 1)n+O(
√
n).

Teda sa nám podarilo odhad O(n) nahradit’ presneǰśım odhadom O(
√
n). �

Istý význam má Dirichletova konvolúcia aj pri šč́ıtańı nekonečných ra-
dov.

Pŕıklad 111. Ak pre dané aritmetické funkcie f, g a reálne č́ıslo s nekonečné
rady

∞∑
n=1

(f ∗ g)(n)
ns

,
( ∞∑

n=1

f(n)

ns

)
,
( ∞∑

n=1

g(n)

ns

)
absolútne konvergujú, tak

∞∑
n=1

(f ∗ g)(n)
ns

=
( ∞∑

n=1

f(n)

ns

)( ∞∑
n=1

g(n)

ns

)
.

�
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Veta 36. Ak f, g, h sú aritmetické funkcie, tak

f ∗ g = g ∗ f (60)

(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h). (61)

Dôkaz. Rovnost’ (60) vyplýva z toho, že ak d prebieha všetky delitele
daného n ∈ N, tak aj n

d prebieha všetky delitele daného prirodzeného č́ısla.
Rovnost’ (61) dostaneme tak, že jej obidve strany uprav́ıme na hodnotu∑

d1d2d3=n

f(d1)g(d2)h(d3).

Aritmetická funkcia I definovaná, tak že I(1) = 1 a I(n) = 0, n ≥ 2
sṕlňa rovnost’

f ∗ I = f,

čo l’ahko preveŕıme dosadeńım. Je to teda neutrálny prvok vzhl’adom na
Dirichletovu konvolúciu. Tu sa samozrejme ponúka otázka inverzného prvku.
Takáto funkcia sa nazýva Dirichletova inverzia k danej aritmetickej fun-
kcii. Dá sa zostrojit’ takto:
Z rovnosti f ∗ g = I vyplýva g(1) = 1

f(1) . Ak je funkcia g definovaná pre
všetky prirodzené č́ısla menšie ako dané n ∈ N, n > 1, tak

f(1)g(n) = −
∑
d|n
d<n

g(d)f
(n
d

)
. (62)

Dokázali sme

Veta 37. Ak f je taká aritmetická funkcia, že f(1) ̸= 0, tak existuje
jediná aritmetická funkcia g taká, že f ∗g = I. Ak f(1) = 0, tak taká
funkcia neexistuje.

Dirichletovu inverziu k aritmerickej funkcii f budeme označovat’ f−1.

Pŕıklad 112. Ak f(1) ̸= 0 a p je prvoč́ıslo, tak podl’a (62) dostávame

f−1(p) = −f
−1(1)f(p)

f(1)
= − f(p)

f2(1)
,

ak p je prvoč́ıslo. Potom

f−1(p2) = − 1

f(1)
(f−1(p)f(p) + f−1(1)f(p2)).
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Pre l’ubovol’né α ∈ N plat́ı

f−1(pα) = − 1

f(1)
(f−1(pα−1)f(p) + · · ·+ f−1(1)f(pα)).

�

Aritmetická funkcia f sa nazýva multiplikat́ıvna, ak

(n1, n2) = 1 =⇒ f(n1n2) = f(n1)f(n2),

pre n1, n2 ∈ N. Štúdium multiplikat́ıvnych funkcíı ul’ahčuje fakt, že ich hod-
noty sú dané hodnotami v č́ıslach tvaru pα, kde p je prvoč́ıslo a α ∈ N. Inak
povedané pre multiplikat́ıvnu aritmetickú funkciu f plat́ı

f(n) = f(pα1
1 ) . . . f(pαk

k ), (63)

pričom n = pα1
1 . . . pα1

1 je kánonický rozklad n. Jednoduchým pŕıkladom
multiplikat́ıvnych aritmetických funkcíı sú identická funkcia id(n) = n a
jednotková funkcia i(n) = 1, pre n ∈ N. Ak multiplikat́ıvna aritmetická
funkcia f nadobúda aspoň jednu nenulovú hodnotu, napŕıklad f(n) ̸= 0,
tak f(n) = f(n · 1) = f(n)f(1) a teda po vykráteńı dostávame

f(1) = 1. (64)

Veta 38. Ak f, g sú multiplikat́ıvne aritmetické funkcie, tak ak f ∗g
je multiplikat́ıvna aritmetická funkcia.

Dôkaz. Ak (n1, n2) = 1 tak podl’a Hlavnej vety aritmetiky sa každý
delitel’ d|n1n2 dá jednoznačne vyjadrit’ v tvare d = d1d2, pričom d1|n1 a
d2|n2 a teda aj (d1, d2) = 1. Preto

(f ∗ g)(n1n2) =
∑

d|n1n2

f(d)g
(n1n2

d

)
=

∑
d1|n1

d2|n2

f(d1d2)g
(n1
d1

n2
d2

)
=

=
∑
d1|n1

d2|n2

f(d1)f(d2)g
(n1
d1

)
g
(n2
d2

)
=

∑
d1|n1

∑
d2|n2

f(d1)f(d2)g
(n1
d1

)
g
(n2
d2

)
=

∑
d1|n1

f(d1)g
(n1
d1

) ∑
d2|n2

f(d2)g
(n2
d2

)
= (f ∗ g)(n1)(f ∗ g)(n2).
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Pŕıklad 113. Súčet delitel’ov σ(n) =
∑

d|n d je multiplikat́ıvna aritmetická

funkcia. Preto pre n = pα1
1 . . . pαk

k - kánonický rozklad, plat́ı

σ(n) =
pα1+1
1 − 1

p1 − 1
. . .

pαk+1
k − 1

pk − 1
.

Podobne sa dá odvodit’ formula pre τ(n), ktorá znamená počet deltel’ov n.
Plat́ı

τ(n) = (α1 + 1) . . . (αk + 1),

pri danom kánonickom rozklade n. �

Aritmetická funkcia f sa nazýva úplne multiplikat́ıvna, ak f(n1n2) =
f(n1)f(n2), n1, n2 ∈ N. Dirichletova inverzia k takejto funkcii sa dá nájst’
jednoducho.

Veta 39. Ak f je úplne multiplikat́ıvna nenulová aritmetická funk-
cia, tak jej Dirichletova inverzia je aritmetická funkcia h definovaná
h(1) = 1, ak n = p1 . . . pk je kánonický rozklad, tak

h(n) = (−1)kf(p1) . . . f(pk)

a h(n) = 0, ak existuje a ∈ N, a > 1 také, že a2|n.

Dôkaz. Výpočtom sa dá overit’, že aritmetická funkcia h je multip-
likat́ıvna. Preto podl’a vety 38 je aj f ∗ h multiplikat́ıvna. Aby sme dokázali
rovnost’ f ∗h = I, teda (f ∗h)(n) = 0 pre n > 1, stač́ı túto rovnost’ dokázat’
pre n = pα, p je prvoč́ıslo a α ≥ 1. V tomto pŕıpade plat́ı

(f ∗ h)(pα) = f(pα)− f(p)f(pα−1) = 0.

Dirichletova inverzia k jednotkovej funkcii i, je preto aritmetická funkcia
µ daná: µ(1) = 1,

µ(n) = (−1)k

ak n = p1 . . . pk je kánonický rozklad, a µ(n) = 0 ak existuje také a ∈ N,
a > 1, že a2|n. Táto funkcia sa nazýva Möbiova funkcia.

Pŕıklad 114. Möbiova funkcia je multiplikat́ıvna, teda môžeme dokázat’∑
d|n

µ(d)

ds
=

∏
p|n

(
1− 1

ps

)
.

�
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Pŕıklad 115. Pomocou toho, že nekonečný rad
∑∞

n=1
µ(n)
ns absolutne kon-

verguje pre s > 1, sa dá dokázat’

∞∑
n=1

µ(n)

ns
=

∏
p

(
1− 1

ps

)
.

�

Pŕıklad 116. Ak si uvedomı́me, že

∞∑
n=1

I(n)

ns
= 1,

tak podl’a pŕıkladu 111 dostávame pre s > 1( ∞∑
n=1

µ(n)

ns

)( ∞∑
n=1

1

ns

)
= 1.

�

Pŕıklad 117. Dokážeme, že Möbiovu funkciu môžeme vyjadrit’ v tvare

µ(m) =

φ(m)∑
j=1

e2πi
rj
m , (65)

kde rj , j = 1, . . . , φ(m), je redukovaný zvyškový systém modulo m.
Začneme tak, že dokážeme, že aritmetická funkcia definovaná sumou na

pravej strane (65), teda

f(m) =

φ(m)∑
j=1

e2πi
rj
m ,m ∈ N,

je multiplikat́ıvna. Predpokladajme, že m1,m2 sú nesúdelitel’né prirodzené
č́ısla a rj , j = 1, . . . , φ(m1), je redukovaný zvyškový systém modulo m1,
sk, k = 1, . . . , φ(m2), je redukovaný zvyškový systém modulo m2. Podl’a
pŕıkladu 57 je

rjm2 + skm1, j = 1, . . . , φ(m1), k = 1, . . . , φ(m2)

redukovaný zvyškový systém modulo m1m2. Preto

f(m1m2) =

φ(m1)∑
j=1

φ(m2)∑
k=1

e
2πi

rjm2+skm1
m1m2 =

φ(m1)∑
j=1

φ(m2)∑
k=1

e
2πi

(
rj
m1

+
sk
m2

)
=
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=

φ(m1)∑
j=1

e
2πi

rj
m1

φ(m2)∑
k=1

e
2πi

sk
m2 = f(m1)f(m2).

Teraz stač́ı dokázat’ iba to, že tieto dve aritmetické funkcie nadobúdajú
rovnaké hodnoty v mocninách prvoč́ısel. Ak p je prvoč́ıslo, tak

f(p) =

p−1∑
j=1

e
2πi j

p =

p−1∑
j=0

e
2πi j

p − 1 = −1 = µ(p).

Pre prirodzené č́ıslo α > 1 plat́ı

f(pα) =

pα−1∑
j=0

e
2πi j

pα −
pα−1−1∑
k=0

e
2πi pk

pα =

pα−1∑
j=0

e
2πi j

pα −
pα−1−1∑
k=0

e
2πi k

pα−1 =

= 0− 0 = µ(pα).

�

Iné použitie Möbiovej funkcie vid́ıme v nasledujúcej vete, ktorá nesie
názov Möbiova inverzná formula.

Veta 40. Ak f je aritmetická funkcia a

g(n) =
∑
d|n

f(d),

tak
f(n) =

∑
d|n

µ(d)g
(n
d

)
.

Dôkaz. Podl’a prvej rovnosti plat́ı g = i ∗ f . Preto µ ∗ g = µ ∗ (i ∗ f) =
(µ ∗ i) ∗ f = I ∗ f = f .

Pŕıklad 118. Dá sa dokázat’, že
∑

d|n φ(d) = n. Z toho podl’a predošlej

vety dostávame φ(n) = n
∑

d|n
µ(d)
d . �

Pŕıklad 119. Niektoré aritmetické funkcie sa správajú dost’ nepravidelne,
ked’ ich argument prebieha množinu prirodzených č́ısel v porad́ı podl’a vel’ko-
sti. Niekedy sa pomocou Möbiovej inverznej formule dá odhadnút’ ich suma-
čná funkcia. Napŕıklad∑

n≤x

φ(n)

n
=

∑
n≤x

∑
d|n

µ(d)

d
=

∑
kd≤x

µ(d)

d
=

∑
d≤x

∑
k≤x

d

µ(d)

d
=
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=
∑
d≤x

µ(d)

d

[x
d

]
= x

∑
d≤x

µ(d)

d2
+O

(∑
d≤x

µ(d)

d

)
.

Z tejto rovnosti sa dá dokázat’

lim
x→∞

1

x

∑
n≤x

φ(n)

n
=

6

π2
.

Dirichletova konvolúcia nám dáva možnost’ spojit’ logaritmickú funkciu
a prvoč́ısla spôsobom, ktorý d’alej ukáže ako vniest’ jasno do rozdelenie
prvoč́ısel na rálnej osi. Je to aritmetická funkcia

Λ = µ ∗ ln, (66)

(Pričom symbolom ln označujeme klasicky postupnost’ {lnn}.) Táto arit-
metická funkcia sa nazýva von Mangoltova funkcia. Z defińıcie vyplýva∑

d|n

Λ(d) = lnn, n ∈ N. (67)

Pre prvoč́ıslo p a j ∈ N dostávame

Λ(pj) = ln pj − ln pj−1 = ln p.

Kompletne popisuje hodnoty Λ nasledujúca veta.

Veta 41. Pre von Mangoltovu funkciu plat́ı Λ(n) = ln p v pŕıpade, že
n má jediného prvoč́ıselného delitel’a a to p a Λ(n) = 0 v opačnom
pŕıpade.

Dôkaz. Nech f je aritmetická funkcia definovaná f(n) = ln p, ak n =
pα a f(n) = 0 inak. Ak máme nejaké prirodzené č́ıslo n = pα1

1 . . . pαk
k s

kánonickým rozkladom, dostávame∑
d|n

f(d) = α1 ln p1 + · · ·+ αk ln pk

a teda ∑
d|n

f(d) = lnn. (68)

Dokázali sme f ∗ i = ln a teda f = µ ∗ ln = Λ.

Pŕıklad 120. Dá sa dokázat’ : ak p1, . . . , pk sú rôzne prvoč́ısla, tak hodnoty
ln p1, . . . , ln pk sú lineárne nezávislé nad pol’om racionálnych č́ısel. �
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Pŕıklad 121. Dôležitá bude nasledujúca rovnost’

(µ ∗ Λ)(n) = −µ(n) lnn (69)

pre n ∈ N. Táto rovnost’ vyplýva z Mobiovej inverznej formule, ak si vy-
jadŕıme

Λ(n) =
∑
d|n

µ(d) ln
(n
d

)
=

∑
d|n

µ(d) lnn−
∑
d|n

µ(d) ln d =

= lnn
∑
d|n

µ(d)−
∑
d|n

µ(d) ln d = −
∑
d|n

µ(d) ln d.

6 Parciálna sumácia

Veta 42. Nech f, g sú reálne funkcie definované na intervale (x0, x1),
x0 ≥ 0 a funkcia f tam má spojitú deriváciu a g(x) = g([x]). Potom
pre každé prirodzené č́ısla k1 < k2,k1 ≥ x0 + 1, plat́ı

k2∑
n=k1

f(n)(g(n)− g(n− 1)) = f(k2)g(k2)− f(k1)g(k1) +

∫ k2

k1

g(t)f ′(t)dt.

Dôkaz. Začneme upravovat’ l’avú stranu

k2∑
n=k1

f(n)(g(n)− g(n− 1)) =

k2∑
n=k1

f(n)g(n)−
k2∑

n=k1

f(n)g(n− 1) =

=

k2∑
n=k1

f(n)g(n)−
k2−1∑

n=k1−1

f(n+ 1)g(n) =

=

k2−1∑
n=k1

g(n)(f(n)− f(n+ 1)) + f(k2)g(k2)− f(k1)g(k2).

Z predpokladov vyplýva

g(n)(f(n)− f(n+ 1)) =

∫ n+1

n
g(t)f ′(t)dt.

Z toho po dosadeńı vyplýva tvrdenie.
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Pŕıklad 122. Ukážeme použitie predošlej vety na dôkaz∑
p≤N

1

p
= ln lnN + C1 +O

( 1

lnN

)
. (70)

Pripomenieme si odhad z pŕıkladu 98. Definujme si funkciu

γ(x) =
∑
p≤N

ln p

p
.

Podl’a spomı́naného pŕıkladu plat́ı

γ(N) = lnN + c(N), (71)

pričom c(N) = O(1). Definujeme si funkciu δ(n) = ln p
p , ak n = p je prvoč́ıslo

a δ(n) = 0 v inom pŕıpade. Potom môžeme vyjadrit’∑
p≤N

1

p
=

∑
n≤N

δ(n)

lnn
.

Preto ∑
p≤N

1

p
=

∑
n≤N

γ(n)− γ(n− 1)

lnn
=

∑
n≤N

γ(n)

lnn
−

∑
n≤N

γ(n− 1)

lnn
=

γ(N)

lnN
+

∑
n≤N−1

γ(n)

lnn
−

∑
n≤N−1

γ(n)

ln(n+ 1)
=

=
γ(N)

lnN
+

∑
n≤N−1

γ(n)
( 1

lnn
− 1

ln(n+ 1)

)
.

Teraz môžeme použit’ vetu 42. Derivovańım dostávame ( 1
lnx)

′ = −1
x ln2 x

. Z
tejto vety vyplýva ∑

n≤N−1

γ(n)
( 1

lnn
− 1

ln(n+ 1)

)
=

=
∑

n≤N−1

γ(n)
( 1

lnn
− 1

ln(n+ 1)

)
=

∫ N

2

γ(t)dt

t ln2 t
.

Ak dosad́ıme za γ podl’a (71), dostávame∑
n≤N−1

γ(n)
( 1

lnn
− 1

ln(n+ 1)

)
=

∫ N

2

dt

t ln t
+

∫ N

2

c(t)dt

t ln2 t
.
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Prvý integrál na pravej strane sa rovná ln lnN − ln ln 2. Nevlastný in-
tegrál

∫∞
2

dt
t ln2 t

absolútne konverguje a teda aj nevlastný integrál
∫∞
2

c(t)dt

t ln2 t
konverguje. Označme

κ =

∫ ∞

2

c(t)dt

t ln2 t
.

Potom ∫ N

2

c(t)dt

t ln2 t
= κ−

∫ ∞

N

c(t)dt

t ln2 t
= κ+O

( 1

lnN

)
.

Po dosadeńı do pŕıslušných rovnost́ı dostávame (70).

7 Čebyševove funkcie

Definujeme si teraz funkcie

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n) (72)

θ(x) =
∑
p≤x

ln p. (73)

Tieto funkcie sa nazývajú Čebyševove funkcie. Ich význam spoč́ıva v tom,
že sa pomocou nich dá vhodne vyjadrit’ prvoč́ıselná funkcia. S funkciou θ
sme sa už viackrát stretli, ale ešte nebolo potrebné ju definovat’.

Funkciu θ si môžeme vyjadrit’

θ(N) =

N∑
n=2

(π(n)− π(n− 1)) lnn.

A teda podl’a vety 42 dostávame

θ(N) = lnNπ(N) +

∫ N

2

π(t)

t
dt. (74)

Z druhej strany plat́ı

π(N) =
∑
n≤N

θ(n)− θ(n− 1)

lnn
.

Z vety 42 dostávame

π(N) =
θ(N)

lnN
−
∫ N

2

θ(t)

t ln t
dt. (75)
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Medzi funkciami ψ a θ môžeme odvodit’ vzt’ah nasledujúcim spôsobom

ψ(x) = θ(x) +
∑

k≥2,pk≤x

ln p.

Druhý šč́ıtanec rozṕı̌seme∑
k≥2,pk≤x

ln p =
∑

2≤k≤ ln x
ln 2

∑
p≤ k√x

ln p.

Všetky šč́ıtance v druhej sume sú zhora ohraničené prvým šč́ıtancom a teda∑
k≥2
pk≤x

ln p ≤ lnx

ln 2

∑
p≤

√
x

ln p ≤ lnx

ln 2
ln
√
xπ(

√
x) ≤ c2

√
x lnx.

Preto
ψ(x) = θ(x) +O(

√
x lnx). (76)

Pŕıklad 123. Dá sa dokázat’, že pre nerastúcu nezápornú funkciu f defi-
novanú na (1,∞) takú, že limx→∞ f(x) = 0, plat́ı

lim
N→∞

1

N

∫ N

1
f(t)dt = 0.

�

Z tohoto pŕıkladu a rovnost́ı (74), (75) a (76) vyplýva

Veta 43. Nasledujúce rovnosti sú ekvivalentné

lim
N→∞

π(N) lnN

N
= 1,

lim
N→∞

ψ(N)

N
= 1,

lim
N→∞

θ(N)

N
= 1.

Pŕıklad 124. Označme symbolom [1, . . . , N ] najmenš́ı spoločný násobok
č́ısel 1, . . . , N , N ∈ N. Z predošlej vety vyplýva, že rovnost’

lim
N→∞

π(N) lnN

N
= 1
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je ekvivalentná rovnosti

lim
N→∞

N
√
[1, . . . , N ] = e.

Najmenš́ı spoločný násobok si totiž môžeme vyjadrit’

[1, . . . , N ] =
∏
p≤N

p

[
lnN
ln p

]
.

Preto

ln N
√

[1, . . . , N ] =
1

N

∑
p≤N

[ lnN
ln p

]
ln p =

ψ(N)

N
.

�

Pŕıklad 125. Z rovnosti (69) dostávame∑
n≤x

µ(n) lnn = −
∑
n≤x

∑
d|n

µ(d)Λ
(n
d

)
= −

∑
kd≤x

µ(d)Λ(k) =

−
∑
d≤x

µ(d)
∑
k≤x

d

Λ(k).

To znamená ∑
n≤x

µ(n) lnn = −
∑
d≤x

µ(d)ψ
(x
d

)
. (77)

�

Veta 44. Existujú kladné konštanty c3, c2, pre ktoré

c3x ≤ θ(x) ≤ ψ(x) ≤ c4x,

pre x ≥ 2.

Dôkaz. Prvá nerovnost’ vyplýva z pŕıkladu 49. Druhú nerovnost’ dosta-
neme, ked’ si uvedomı́me podl’a vety 41, že každý šč́ıtanec, ktorý vystupuje
v sume pre θ, vystupuje aj v sume pre ψ.

Funkciu ψ si môžeme vyjadrit’ v tvare

ψ(x) =
∑
pj≤x

ln p =
∑
p≤x

[ ln x
ln p

]∑
j=1

ln p =
∑
p≤x

[ lnx
ln p

]
ln p. (78)
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Z tejto rovnosti dostávame

ψ(x) ≤
∑
p≤x

lnx

ln p
ln p = π(x) lnx.

Preto, ked’ použijeme horný odhad prvoč́ıselnej funkcie z vety 33, dostávame

ψ(x) ≤ c2x.

Pŕıklad 126. Dokážeme odhad∑
p≤N

ln2 p = θ(N) lnN +O(N).

Sumu na l’avej strane si môžeme vyjadrit’∑
n≤N

(θ(n)− θ(n− 1)) lnn =
∑
n≤N

θ(n) lnn−
∑
n≤N

θ(n− 1) lnn =

= lnNθ(N) +
∑

n≤N−1

θ(n) lnn−
∑
n≤N

θ(n− 1) lnn

θ(N) lnN +
∑

n≤N−1

θ(n) lnn−
∑

n≤N−1

θ(n)) ln(n+ 1)

θ(N) lnN +

∫ N

1

θ(t)

t
dt = lnNθ(N) +O(N).

�

Pŕıklad 127. Podl’a rovnosti (68) dostávame∑
n≤x

lnn =
∑
n≤x

∑
d|n

Λ(d) =
∑
kd≤x

Λ(d) =
∑
d≤x

∑
k≤x

d

Λ(d) =

=
∑
d≤x

Λ(d)
∑
k≤x

d

1 =
∑
d≤x

Λ(d)
[x
d

]
= x

∑
d≤x

Λ(d)

d
+O(ψ(x)) =

= x
∑
d≤x

Λ(d)

d
+O(x).

Z pŕıkladu 54 teda vyplýva

x lnx− x+O(lnx) = x
∑
d≤x

Λ(d)

d
+O(x).
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Po vydeleńı x -om a istých úpravách dostávame∑
d≤x

Λ(d)

d
= lnx+O(1). (79)

�

Veta 45. Ak F a f sú reálne funkcie definované na intervale [1,∞),
tak nasledujúce rovnosti sú ekvivalentné

F (x) =
∑
n≤x

f
(x
n

)
,

f(x) =
∑
d≤x

µ(d)F
(x
d

)
.

Dôkaz. Predpokladajme, že plat́ı prvá rovnost’. Potom∑
d≤x

µ(d)F
(x
d

)
=

∑
d≤x

µ(d)
∑
n≤x

d

f
( x

dn

)
=

∑
nd≤x

µ(d)f
( x

dn

)
.

Ak označ́ıme m = nd v poslednej sume, tak z predošlého vyplývau∑
d≤x

µ(d)F
(x
d

)
=

∑
m≤x
d|m

µ(d)f
( x
m

)
=

∑
m≤x

f
( x
m

)∑
d|m

µ(d) = f(x).

Opačnú implikáciu dokážeme rovnako.

Pŕıklad 128. Pre x ≥ 1 plat́ı ∑
n≤x

1 = [x].

Podl’a predošlej vety potom dostávame∑
d≤x

[x
d

]
µ(d) = 1.

Z tejto rovnosti vyplýva∑
d≤x

x

d
µ(d) +O

(∑
d≤x

µ(d)
)
= 1. (80)

Ak si uvedomı́me, že
∑

d≤x µ(d) = O(x), tak dostávame∑
d≤x

µ(d)

d
= O(1). (81)

�
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Zauj́ımavá je súvislost’ sumačnej funkcie M(x) =
∑

n≤x µ(x) s nekoneč-

ným radom
∑∞

n=1
µ(n)
n .

Pŕıklad 129. Dá sa dokázat’, že

∞∑
n=1

µ(n)

n
= 0

práve vtedy, ked’

lim
x→∞

M(x)

x
= 0.

Ak plat́ı druhá rovnost’, tak prvá rovnost’ vyplýva z (80). Označme teraz

m(x) =
∑

n≤x
µ(n)
n . Potom si môžeme vyjadrit’

M(N) =
∑
n≤N

n(m(n)−m(n− 1)), N = 2, 3, . . .

Preto

M(N) =
∑
n≤N

nm(n)−
∑
n≤N

nm(n−1)) =
∑
n≤N

nm(n)−
∑

n≤N−1

(n+1)m(n) =

= Nm(N)−
∑

n≤N−1

m(n).

Ak plat́ı prvá rovnost’, tak limN→∞m(N) = 0 a teda podl’a vyjadrenia
M(N) pomocou predošlých úprav plat́ı aj druhá rovnost’. �

8 Prvoč́ısla vo zvyškových triedach

Už sme dokázali, že existuje nekonečne vel’a prvoč́ısel. Myšlienka, ktorá po-
chádza od Euklida, sa dá použit’ aj na dôkaz toho, že existuje nekonečne vel’a
prvoč́ısel v tvare 4k+3, 6k+5, 3k+2. Dôležité tam bolo to, že napŕıklad po
deleńı 4 môže mat’ nepárne prvoč́ıslo zvyšok iba 1 alebo 3. Teraz sa budeme
zaoberat’ všeobecným pŕıpadom. Je zrejmé, že ak km+ ℓ je prvoč́ıslo rôzne
od ℓ, tak (m, ℓ) = 1.

Budeme dokazovat’ nasledujúce tvrdenie:

Veta 46. Ak m, ℓ sú prirodzené č́ısla a (m, ℓ) = 1 tak,∑
p≤x
p≡ℓ

ln p

p
=

1

φ(m)
lnx+O(1)
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a ∑
p≤x
p≡ℓ

1

p
=

1

φ(m)
ln lnx+O(1).

Ak plat́ı prvá rovnost’, tak druhú rovnost’ odvod́ıme analogickým pos-
tupom ako v Pŕıklade 122.

Pre d’aľsie úvahy bude užitočné spoznat’ štruktúru redukovaného zvyš-
kového systému modulo m. Táto štruktúra je najjednoduchšia v pŕıpade
m = 2, 4, pα, kde p nepárne prvoč́ıslo. V týchto pŕıpadoch existuje primit́ıvny
koreň. To sme dokázali v predošlom texte. Tento fakt využijeme na dôkaz
nasledujúcej vety, ktorá nám poskytne istý celkový pohl’ad.

Veta 47. Nech m ∈ N, m > 1, 8 ∤ m a m = pα1
1 . . . pαk

k , je kánonický
rozklad m. Potom existujú prirodzené č́ısla g1, . . . , gk, že pre každé
a ∈ N, (a,m) = 1 existujú jednoznačne určené j1, . . . , jk, 0 ≤ js <
φ(pαs

s ), s = 1, . . . , k také, že

a ≡ gj11 . . . gjkk (mod m). (82)

Rád prvku gs modulo m je φ(pαs
s ).

Dôkaz. Č́ınska veta o zvyškoch nám umožňuje definovat’ zobrazenie

Ψ : Z∗
p
α1
1

× · · · × Z∗
p
αk
k

→ Z∗
m

Ψ((a1, . . . , ak)) = a, (83)

kde a ∈ Z∗
m je č́ıslo, ktoré vyhovuje kongruenciám

a ≡ as (mod pαs
i ), s = 1, . . . , k.

Toto zobrazenie je izomorfizmus grúp. Označme g̃s, s = 1, . . . , k primit́ıvny
koreň modulo pαs

s . Potom č́ıslo a dané rovnost’ou (83) sa dá vyjadrit’

Ψ((g̃j11 , . . . , g̃
jk
k )) = a. (84)

Ak označ́ıme
gs = Ψ((1 . . . g̃s . . . 1)), (85)

(na s tom mieste je g̃s, ostatné sú 1), tak z rovnosti (84) dostávame

a = gj11 . . . gjkk .

Nakoniec z rovnosti (85) vyplýva,

gφ(p
αs
s )

s = Ψ((1 . . . g̃φ(p
αs
s )

s . . . 1)) = Ψ((1 . . . 1 . . . 1)) = 1.
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Pŕıklad 130. Uvažujme zobrazenie Ψ zostrojené v predošlom dôkaze

Ψ : Z∗
3 × Z∗

5 → Z∗
15.

Primit́ıvny koreň modulo 3 je 2 a primit́ıvny koreň modulo 5 je 3. V tomto
pŕıpade dostáveme Ψ((2, 1)) = 11 a Ψ((1, 3)) = 13.

V pŕıpade 2α, α ≥ 3 neexistuje primit́ıvny koreň. Pre nepárne a v tomto
pŕıpade plat́ı ,

a ≡ (2α − 1)ℓ15ℓ2 (mod 2α)

pričom ℓ1 ∈ {0, 1}, 0 ≤ ℓ2 ≤ 2α − 2.
Predchádzajúcim postupom sa preto dá dokázat’:

Veta 48. Ak vo Vete 47 m = 2αpα1
1 . . . pαk

k , je kánonický rozklad m,
tak existujú prirodzené č́ısla g1, . . . , gk, že pre každé a ∈ N, (a,m) = 1
existujú jednoznačne určené ℓ1 ∈ {0, 1}, 0 ≤ ℓ2 ≤ 2α−2, j1, . . . , jk,
0 ≤ ji < φ(pαi

i ), i = 1, . . . , k také, že

a ≡ hℓ11 h
ℓ2
2 g

j1
1 . . . gjkk (mod m), (86)

kde h1 = Ψ((2n − 1, 1, . . . , 1) a h2 = Ψ((1, 5, . . . , 1).

8.1 Dirichletove charaktery

V tejto časti vytvoŕıme také zobrazenia, ktoré umožnia oddel’ovat’ sč́ıtance
v sumách podl’a zvyškových tried. Budeme ich nazývat’ charaktery.

Nech m ∈ N a m > 1. Zobrazenie X : N → C sa nazýva Dirichletov
charakter modulo m ak sṕlňa nasledujúce podmienky:
1) X je periodické modulo m, teda a1 ≡ a2 (mod m) ⇒ X (a1) = X (a2).
2) Pre každé a ∈ N plat́ı X (a) ̸= 0 práve vtedy, keď (m, a) = 1.
3) Pre každé a, b ∈ N plat́ı X (ab) = X (a)X (b).
Skrátene budeme hovorit’ ”charakter”.

Najjednoduchš́ım pŕıkladom charakteru modulo m je charakter X0, pre
ktorý plat́ı X0(a) = 1 ak (a,m) = 1 a X0(a) = 0, ak a,m sú súdelitel’né.
Tento charakter sa nazýva hlavný charakter.

Z vlastnost́ı 2) a 3) vyplýva X (1) = 1. Ak a ∈ N a (a,m) = 1, tak podl’a
Eulerovej vety plat́ı aφ(m) ≡ 1 (mod m). Z vlastnosti 3) teda vyplýva

X (a)φ(m) = X (aφ(m)) = 1.

Dokázali sme teda, že v pŕıpade (a,m) = 1 je hodnota X (a) koreňom bi-
nomickej rovnice

xφ(m) − 1 = 0. (87)
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To znamená, že

X (a) = e
2πik
φ(m) (88)

pre nejaké k = 0, . . . , φ(m)−1, ktoré záviśı od a. Z periodicity, teda z vlast-
nosti 1), vyplýva, že charakter je jednoznačne daný hodnotami na reduko-
vanom zvyškovom systéme modulo m. Ak pritom zoberieme do úvahy, že
rovnica (88) má φ(m) koreňov, vid́ıme, že existuje iba konečne vel’a charak-
terov modulo m. Množinu všetkých charakterov modulo m budeme označo-
vat’ symbolom X(m).

Na tomto mieste uvedieme rovnost’, ktorá nám umožńı oddelovat’ sč́ıtan-
ce v sume podl’a zvyškových tried. Symbolom n ≡ ℓ mysĺıme kongruenciu
modulo m.
Pre každú aritmetickú funkciu f plat́ı∑

n≤x
n≡ℓ

f(n) =
1

φ(m)

∑
X

X (ℓ)
∑
n≤x

X (n)f(n). (89)

Všetky d’aľsie úvahy v tejto časti budú viest’ k dôkazu tejto rovnosti.

Veta 49. Pre každé m ∈ N,m > 1 plat́ı

|X(m)| = φ(m) (90)

a pre každé a ∈ N plat́ı

a ̸≡ 1 (mod m) ⇒ ∃X ∈ X(m);X (a) ̸= 1. (91)

Dôkaz. Budeme predpokladat’, že m má tvar ako vo Vete 47. V takom
pŕıpade pre dané a plat́ı

X (a) = X (g1)
j1 · · · · · X (gk)

jk .

To znamená, že charakter X je jednoznačne určený hodnotami X (gs), s =
1, . . . , k. Rád prvku gs je φ(pαs

s ). Z toho vyplýva, že hodnota X (gs) je
koreňom binomickej rovnice

xφ(p
αs
s ) = 1.

To znamená, že

X (gs) = e
2πiℓs
φ(p

αs
s )

pričom 0 ≤ js < φ(pαs
s ). Teda, ak a je v tvare ako vo Vete 47, tak

X (a) = e
2πiℓ1j1

φ(p
α1
1 ) · · · · · e

2πiℓkjk

φ(p
αk
k

) .
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Toto vyjadrenie je jednoznačné a preto existuje práve φ(pα1
1 ) . . . φ(pαk

k ) =
φ(m) charakterov modulo m.

Ak a ̸≡ 1 (mod m), tak existuje s, pre ktoré a ̸≡ 1 (mod pαs
s ). Z toho

vyplýva
a ≡ gℓs (mod pαs

s ),

pričom 0 < ℓ < φpα
s

s . Teraz môžeme definovat’ charakter X tak, že X (gj) =

1, ak j ̸= s a X (gs) = e
2πi

φ(pα
s

s ) . V tomto pŕıpade plat́ı

X (a) = e
2πiℓ

φ(pα
s

s ) ̸= 1.

Množina X(m) tvoŕı grupu vzhl’adom na násobenie prirodzene defino-
vané pomocou násobenia komplexných č́ısel. Teda pre X1,X2 ∈ X(m) defi-
nujeme súčin charakterov

(X1X2)(a) = X1(a)X2(a),

pre každé a ∈ Zm. Neutrálnym prvkom v tejto grupe je hlavný charakter
X0. Hodnoty charakterov sú korene rovnice (87). To znamená, že pre každé
a ∈ Z∗

m plat́ı |X (a)| = 1. Inak povedané X (a)X (a) = 1. Teda vid́ıme, že in-
verzným prvkom k danému charakteru X je charakter komplexne združený,
teda X−1 = X , kde

X (a) = X (a).

Táto grupa sa nazýva grupa charakterov modulo m.

Veta 50. Ak a ≡ 1 (mod m), tak∑
X

X (a) = φ(m). (92)

Ak a ̸≡ 1 (mod m), tak ∑
X

X (a) = 0. (93)

Dôkaz. Prvá rovnost’ vyplýva z prvej časti Vety 49 a z toho, že v tomto
pŕıpade plat́ı X (a) = 1 pre každý charakter X ∈ X(m).

Ak a ̸≡ 1 (mod m), tak podl’a druhej časti Vety 49 existuje istý charakter
X1 ∈ X(m) taký, že X1(a) ̸= 1. Potom

X1(a)
∑
X

X (a) =
∑
X

X1(a)X (a) =
∑
X

(X1X )(a).
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Ak X prebieha celú množinu X(m), tak aj XX1 prebieha celú túto množinu.
Preto z predošlej rovnosti dostávame

X1(a)
∑
X

X (a) =
∑
X

X (a).

To znamená
(X1(a)− 1)

∑
X

X (a) = 0.

Ako sme už spomı́nali, X1(a) ̸= 1 a teda posledná rovnost’ môže platit’ iba
v pŕıpade, že plat́ı rovnost’ (93).

Už sa bĺıžime k spomı́nanému dôkazu rovnosti (89). Ak označ́ıme a−1

inverzný prvok k amo- dulom pre (a,m) = 1, tak a−1a ≡ 1 (mod m). Preto
pre X ∈ X(m) plat́ı X (a−1a) = 1. Po úprave dostáveme X (a−1)X (a) = 1.
To znamená

X (a−1) = X (a). (94)

Veta 51. Ak m ∈ N, tak pre každé k, ℓ ∈ N, (k,m) = 1, (ℓ,m) = 1, plat́ı

k ≡ ℓ (mod m) ⇒
∑
X

X (k)X (ℓ) = φ(m)

a
k ̸≡ ℓ (mod m) ⇒

∑
X

X (k)X (ℓ) = 0

Dôkaz. Budeme postupovat’ podl’a (94). Ak označ́ıme symbolom ℓ−1

inverzný prvok k ℓ modulo m, tak dostávame

X (k)X (ℓ) = X−1(ℓ)X (k) = X (ℓ−1)X (k) = X (ℓ−1k).

Teda ak k ≡ ℓ (mod m), tak kℓ−1 ≡ 1 (mod m). Z toho vyplýva podl’a
prvej časti predošlej vety prvá rovnost’. Podobne ak k ̸≡ ℓ (mod m), tak
dostávame druhú čast’ vety.

Ak budeme postupne upravovat’ pomocou tejto vety pravú stranu rovno-
sti (89), dostaneme l’avú stranu.

8.2 Použitie von Mangoldtovej funkcie

Budeme potrebovat’ takú aritmetickú funkciu, ktorá odlǐsuje prvoč́ısla a
zároveň poznáme jej vlastnosti. Jednou z takých funkcíı je von Mangoltova
funkcia Λ. Ak ju dosad́ıme do predošlého pŕıkladu, dostávame rovnost’

1

φ(m)

∑
n≤x
n≡ℓ

Λ(n)

n
=

∑
X

X (ℓ)
∑
n≤x

Λ(n)X (n)

n
.
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Túto rovnost’ môžeme vyjadrit’ v tvare

1

φ(m)

∑
n≤x
n≡ℓ

Λ(n)

n
=

∑
n≤x

X0(n)Λ(n)

n
+

∑
X ̸=X′

X (ℓ)
∑
n≤x

Λ(n)X (n)

n
. (95)

Činitel’ X0(ℓ) je rovný 1 a teda ho pri prvej sume môžeme vynechat’. Teraz
budeme upravovat’ sumy v tejto rovnosti tak aby vniesli do veci čo najviac
jasno. Pre výraz na l’avej strane plat́ı

Lema 1. ∑
n≤x
n≡ℓ

Λ(n)

n
=

∑
p≤x
p≡ℓ

ln p

p
+O(1).

Dôkaz. ∑
n≤x
n≡ℓ

Λ(n)

n
=

∑
p≤x
p≡ℓ

ln p

p
+O

( ∑
pα≤x
2≤α

ln p

p

)
=

=
∑
p≤x
p≡ℓ

ln p

p
+O

(∑
p≤x

ln p

p2

∞∑
α=0

1

pα

)
=

∑
p≤x
p≡ℓ

ln p

p
+O(1).

Prvú sumu napravo v (95) si môžeme vyjadrit’∑
n≤x

X0(n)Λ(n)

n
=

∑
n≤x

Λ(n)

n
−

∑
n≤x

(n,m)>1

Λ(n)

n
. (96)

Ak zoberieme do úvahy vyjadrenie funkcie Λ dostávame, že menšitel’ v
poslednej rovnosti neprevyšuje hodnotu∑

p|m

ln p
(1
p
+

1

p2
+ . . . ) = O(1).

Dosadeńım do (96) vid́ıme, že∑
n≤x

X0(n)Λ(n)

n
=

∑
n≤x

Λ(n)

n
+O(1).

Lema 2. Pre x > 1 plat́ı∑
n≤x

Λ(n)

n
= lnx+O(1).
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Dôkaz. Vieme, že plat́ı∑
n≤x

lnn = x lnx+O(lnx).

Ak si uvedomı́me defińıciu funkcie Λ, tak predošlú rovnost’ môžeme vyjadrit’∑
n≤x

∑
d|n

Λ(d) = x lnx+O(lnx).

To znamená

x lnx+O(lnx) =
∑
kd≤x

Λ(d) =
∑
d≤x

Λ(d)
∑
k≤x

d

1 =
∑
d≤x

Λ(d)
[x
d

]
.

Preto

x
∑
d≤x

Λ(d)

d
+O

(∑
d≤x

Λ(d)
)
= x lnx+O(lnx). (97)

Ked’ si uvedomı́me, že ψ(x) =
∑

d≤x Λ(d) = O(x) a vydeĺıme rovnost’ (97)
x - om dostávame tvrdenie.

Rovnost’ (95) sa nám týmto spôsobom podarilo upravit’ takto

1

φ(m)

∑
p≤x
n≡ℓ

ln p

p
= lnx+

∑
X ̸=X′

X (ℓ)
∑
n≤x

Λ(n)X (n)

n
+O(1). (98)

Ak sa nám podaŕı dokázat’, že hodnoty
∑

n≤x
Λ(n)X (n)

n sú pre X ≠ X0

ohraničéné, tak sme dokázali prvú rovnost’ z Vety 46.

8.3 Dirichletove L rady

Aby sme dokázali ohraničenost’ hore spomı́naných velič́ın využijeme dva tipy
nekonečných radov. Budeme vychádzat’ z toho, že konvergujú.

Veta 52. Ak r1, . . . , rm je úplný zvyškový systém modulo m, tak

m∑
n=1

X0(rn) = φ(m) (99)

a pre X ̸= X0 plat́ı
m∑

n=1

X (rn) = 0. (100)
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Dôkaz. Rovnost’ (99) je zrejmá.
Ak X ̸= X0, tak existuje také a ∈ N, (a,m) = 1, že

X (a) ̸= 1. (101)

V tomto pŕıpade je aj arn, n = 1, . . . ,m úplný zvyškový systém modulo m.
To znamená

m∑
n=1

X (rn) =
m∑

n=1

X (arn) =
m∑

n=1

X (a)X (rn) = X (a)
m∑

n=1

X (rn).

Z rovnosti (101) vyplýva rovnost’ (100).
Z rovnosti (100) vyplýva dôležitý odhad:

N+k∑
n=k

= O(1) (102)

pre k,N ∈ N a X ̸= X0.
Teraz sme pripraveńı na použitie nasledujúceho kritéria konvegencie:

Veta 53. Nech {a(n)} je taká postupnost’ komplexných č́ısel, že

N∑
n=1

a(n) = O(1). (103)

Ak {b(n)} je nerastúca postupost’ kladných reálnych č́ısel, ktorá
konverguje k 0 tak a) nekonečný rad

∞∑
n=1

a(n)b(n)

konverguje.
b) Pre N > 1 plat́ı ∑

n≤N

a(n)b(n) = O(bN ).

Dôkaz. Položme

A(n) =

n∑
k=1

a(k).

Pre čiastočné súcty spomı́naného radu potom plati

N+M∑
n=N+1

a(n)b(n) =

N+M∑
n=N+1

(A(n)−A(n− 1))b(n) =
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=

N+M∑
n=N+1

A(n)b(n)−
N+M∑
n=N+1

A(n− 1)b(n) =

=
N+M∑
n=N+1

A(n)b(n)−
N+M−1∑
n=N

A(n)b(n+ 1) =

=
N+M−1∑
n=N+1

A(n)(b(n)− b(n+ 1))−A(N)b(N + 1) +A(M +N)b(N +M).

Vid́ıme teda, že pre X ̸= X0 rady

L(s,X ) =
∞∑
n=1

X (n)

ns

L′(s,X ) =
∞∑
n=1

X (n) lnn

ns

konvegujú pre s > 0. Najprv budeme využ́ıvat’ ich hodnoty pre s = 1:

L(1,X ) =

∞∑
n=1

X (n)

n
(104)

a

L′(1,X ) =

∞∑
n=1

X (n) lnn

n
(105)

konvergujú.

Lema 3. Pre X ̸= X0 a x > 1 plat́ı

L′(1,X ) = L(1,X )
∑
n≤x

∆(n)X (n)

n
+O(1).

Dôkaz. Pre x > 1 a defińıcie Λ plat́ı∑
n≤x

X (n) lnn

n
=

∑
n≤x

X (n)

n

∑
d|n

Λ(d) =

=
∑
kd≤x

X (kd)

kd
Λ(d) =

∑
d≤x

∑
k≤x

d

X (kd)

kd
Λ(d) =

∑
d≤x

X (d)Λ(d)

d

∑
k≤x

d

X (k)

k
.
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Podl’a vety 53 b) si môžeme vyjadrit’∑
k≤x

d

X (k)

k
= L(1,X ) +O

(d
x

)
.

Po dosadeńı do predošlej rovnosti dostávame∑
n≤x

X (n) lnn

n
= L(1,X )

∑
d≤x

X (d)Λ(d)

d
+O

(1
x

∑
d≤x

X (d)Λ(d)
)
=

= L(1,X )
∑
d≤x

X (d)Λ(d)

d
+O

(1
x

∑
d≤x

ln d
)
= L(1,X )

∑
d≤x

X (d)Λ(d)

d
+O(1).

Z tohoto tvrdenie hned’ vid́ıme, že

L(1,X ) ̸= 0 =⇒
∑
n≤x

X (n)Λ(n)

n
= O(1). (106)

Preto na dôkaz prvej rovnosti Vety 1 stač́ıdokázat’, že hodnoty L(1,X ) sú
nenulové pre X ̸= X0.

Lema 4. Pre x > 1 plat́ı∑
n≤x

X (n)Λ(n)

n
= − lnn+ L(1,X )

∑
d≤x

X (d)µ(d) ln
x

d
+O(1).

Dôkaz. Najprv dokážeme, že pre n ∈ N, n > 1 a x > n plat́ı∑
d|n

µ(d) ln
x

d
= Λ(n) (107)

Von Mandolgtova funcia Λ je definovaná tak, aby

Λ(n) =
∑
d|n

µ(d) ln
n

d
.

Teda
Λ(n) =

∑
d|n

µ(d)
(
ln
n

d
− ln

x

d

)
+
∑
d|n

µ(d) ln
x

d
.

Prvý sč́ıtanec si moôžeme upravit’ na tvar∑
d|n

µ(d) ln
n

x
= ln

n

x

∑
d|n

µ(d) = 0.
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Pre n = 1 plat́ı ∑
d|n

µ(d) ln
x

d
= lnx.

Druuhá rovnost’ zrejmá. Von Mandolgtova funcia Λ je definovaná tak,
aby

Λ(n) =
∑
d|n

µ(d) ln
n

d
.

Teda
Λ(n) =

∑
d|n

µ(d)
(
ln
n

d
− ln

x

d

)
+
∑
d|n

µ(d) ln
x

d
.

Prvý sč́ıtanec si moôžeme upravit’ na tvar∑
d|n

µ(d) ln
n

x
= ln

n

x

∑
d|n

µ(d) = 0.

Podl’a (??) si môžeme vyjadrit’∑
n≤x

X (n)Λ(n)

n
=

∑
n≤x

X (n)

n

∑
d|n

µ(d) ln
x

d
− lnx =

= − lnx+
∑
kd≤x

X (kd)

kd
µ(d) ln

x

d
= − lnx+

∑
d≤x

X (d)

d
µ(d) ln

x

d

∑
k≤x

d

X (k)

k
=

= − lnx+
∑
d≤x

X (d)

d
µ(d) ln

x

d

(
L(1,X ) +O

(d
x

))
=

= − lnx+ L(1,X )
∑
d≤x

X (d)

d
µ(d) ln

x

d
+O

(1
x

∑
d≤x

ln
x

d

)
.

Z toho podl’a pŕıkladu 105 dostávame tvrdenie.
Z tohoto tvrdenie vylýva

L(1,X ) = 0 =⇒
∑
n≤x

X (n)Λ(n)

n
= − lnx+O(1), (108)

pre X ̸= X0.
Teda ak označ́ıme s počet takých charakterov X modulo m pre ktoré

L(1,X ) = 0 dostávame∑
n≤x

Λ(n)

n
=

∑
X

∑
n≤x

Λ(n)X (n)

n
= −(s− 1) lnx+O(1).
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L’avá strana nadobúda kladné hodnoty. Ak s > 1 tak pravá strana konver-
guje do −∞. Teda s ≤ 1. Je zrejmé, že plat́ı L(1,X ) = L(1,X ). Preto ak
L(1,X ) = 0 tak charakter X muśı nadobúdat’ reálne hodnoty. Preto sač́ı
dokazat’, že L(1,X ) ̸= 0 ak X ̸= X0 pre reálny charakter X modulo m.

Definujme si funkciu

F (n) =
∑
d|n

X (n). (109)

Táto funkcia je multiplikat́ıvna a pre n = pα1
1 . . . p

αj

j preto plat́ı

F (n) =

j∏
i=1

αi∑
k=0

X (pi)
k.

Ak X (pi) = 1 tak
∑αi

k=0X (pi)
k = αi + 1. V pŕıpade X (pi) = −1 máme∑αi

k=0X (pi)
k = 1−(−1)α1+1

2 . Preto F (n) ≥ 0 a v pŕıpade, že všetky exponenty
αi sú párne, teda n = k2 pre k ∈ N plat́ı F (n) ≥ 1. Ak si definujeme

G(x) =
∑
n≤x

F (n)√
n
, (110)

tak

G(x) ≥
∑
n2≤x

F (n)

n
≥

∑
n≤

√
x

1

n
.

Preto
lim
x→∞

G(x) = ∞. (111)

Funkciu G si môžeme vyjadrit’ aj iným spôsobom.

G(x) =
∑
n≤x

F (n)√
n

=
∑
n≤x

1√
n

∑
d|n

X (d) =
∑
kd≤x

X (d)√
kd

,

Pre x ≥ 1. Ak kd ≤ x Tak k ≤
√
x alebo d ≤

√
x. Preto z poslednej rovnosti

dostávame

G(x) =
∑
d≤

√
x

∑
k≤x

d

X (d)√
kd

+
∑

√
x<d≤x

∑
k≤x

d

X (d)√
kd

=

=
∑
d≤

√
x

X (d)√
d

∑
k≤x

d

1√
k
+

∑
k≤

√
x

1√
k

∑
√
x<d≤x

k

X (d)√
d

:= S1 + S2.
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Prvý šč́ıtanec môžeme upravovat’

S1 =
∑
d≤

√
x

X (d)√
d

(
2

√
x

d
+K +O

(√d

x

))
=

√
x

∑
d≤

√
x

X (d)

d
+O(1) =

=
√
x
(
L(1,X ) +O =

( 1√
x

)
+O(1) =

√
xL(1,X ) +O(1).

Pre druhý šč́ıtanec plat́ı

S2 =
∑
k≤

√
x

1√
k

(
L(

1

2
,X ) +O

(√k

x

)
− L(

1

2
,X ) +O

(
4

√
1

x

))
=

=
∑
k≤

√
x

1√
k

(
O
(√k

x

)
+O

(
4

√
1

x

))
= O(1).

Odvodili sme ronvost’

G(x) =
√
xL(1,X ) +O(1).

To znamená, že L(1,X ) = 0 je v spore s (111). Tým sme dokázali prvú
rovnost’ Vety 46.

9 Asymptotická hustota

9.1 Úvodné pojmy

Nech S ⊂ N. Hovoŕıme, že množina S má asymptotickú hustotu, ak
existuje limita

lim
N→∞

1

N
|[1, N ] ∩ S| := d(S).

Hodnota d(S) sa nazýva asymptotická hustota množiny S.
Asymptotickú hustotu môžeme chápat’ ako istú intuit́ıvnu ”pravdepo-

dobnost’” , že náhodne vybrané prirodzené č́ıslo bude prvkom danej množiny.
Ak S ∈ D a N ∈ N je také prirodzené č́ıslo, že |[1,N ]∩S|

N ∈ (d(S)−ε, d(S)+ε),
pričom ε > 0 je ”vel’mi malé” reálne č́ıslo, tak pravdepodobnost’, že náhodne
vybrané prirodzené č́ıslo z intervalu [1, N ] je prvkom S, bude ”bĺızko” d(S).

Pŕıklad 131. Ak označ́ıme N2 = {n2;n ∈ N}, tak vid́ıme, že pre každé
N ∈ N plat́ı

|[1, N ] ∩ N2| = [
√
N ].

Teda N2 má asymptotickú hustotu a d(N2) = 0.
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Pŕıklad 132. Dá sa dokázat’, že pre každé reálne č́ısla α > 1, β ≥ 0 má
množina celých čast́ı

A = {[αn+ β];n ∈ N}

asymptotickú hustotu a d(A) = 1
α .

Pŕıklad 133. Dá sa dokázat’, že množina S ⊂ N má asymptotickú hustotu
práve vtedy, ked’ existuje taká rastúca postupnost’ prirodzených č́ısel {Nk},
že

lim
k→∞

Nk+1

Nk
= 1

a existuje limita

lim
k→∞

|[1, Nk] ∩ S|
Nk

= λ.

Vtedy d(S) = λ.

Veta 54. Nekonečná množina A = {a1 < a2 < · · · < an < . . . } ⊂ N má
asymptotickú hustotu práve vtedy, ked’ existuje limita

lim
n→∞

n

an
= λ. (112)

Vtedy d(A) = λ.

Dôkaz. Pre každé n ∈ N plat́ı

|[1, an] ∩A| = n. (113)

Teda v pŕıpade, že d(S) = λ, dostávame

lim
n→∞

n

an
= lim

n→∞

|[1, an] ∩A|
an

= α.

Predpokladajme, že (112) plat́ı . Ak N ∈ N, tak pre nejaké k(N) ∈ N plat́ı

ak(N) ≤ N < ak(N)+1.

Potom |[1, N ] ∩A| = k(N). Teda

k(N)

ak(N)+1
≤ |[1, N ] ∩A|

N
≤ k(N)

ak(N)
.

Teraz vid́ıme, že z (112) vyplýva

lim
N→∞

|[1, N ] ∩A|
N

= λ.
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Pŕıklad 134. Ak A má asymptotickú hustotou a d(A) > 0, tak
limn→∞

an
an+1

= 1.

Pŕıklad 135. Ak α > 1 je reálne č́ıslo a množina A má asymptotickú
hustotu, tak aj jej podmožina množina {a[αn], n ∈ N} má asymptotickú

hustotu, ktorá je rovná d(A)
α .

Pŕıklad 136. Podl’a predošlého pŕıkladu sa dá dokázat’ , že asymptotická
hustota má tzv. Darbouxovu vlastnost’. To znamená, p̌ŕıpade ked’ množi-
na A má asymptotickú hustotu, tak pre každé β ∈ [0, d(A)] existuje taká
podmnožina B ⊂ A, že d(B) = β.

9.2 Vlastnosti systému množ́ın s asymptotickou hustotou

Systém všetkých množ́ın, ktoré majú asymptotickú hustotu budeme oz-
načovat’ symblom D. Tento systém má nasledujúce vlastnosti:

Veta 55. Ak S1, S2 ∈ D, tak
i) S1 ∩ S2 = ∅ =⇒ S1 ∪ S2 ∈ D ∧ d(S1 ∪ S2) = d(S1) + d(S2).
ii) S1 ⊂ S2 =⇒ S2 \ S1 ∈ D ∧ d(S2 \ S1) = d(S2)− d(S1)

Dôkaz. Dôkaz tohoto tvrdenia je jednoduchý. V pŕıpade i) totiž plat́ı

|[1, N ] ∩ (S1 ∪ S2)| = |[1, N ] ∩ S1|+ |[1, N ] ∩ S2|

pre N ∈ N. Podobne v pŕıpade ii) zase

|[1, N ] ∩ (S2 \ S1)| = |[1, N ] ∩ S2| − |[1, N ] ∩ S1|.

Nie každá množina má asymptotickú hustotu. Niekedy, aby sme do istých
većı mohli vniest’ jasno, budeme použ́ıvat’ funkciu

d(S) = lim sup
N→∞

1

N
|[1, N ] ∩ S|.

Táto funkcia sa nazýva horná asymptotická hustota. Jej dôležité vlast-
nosti sú: Pre S1, S2 ⊂ N plat́ı

d(S1 ∪ S2) ≤ d(S1) + d(S2) (114)

S1 ⊂ S2 =⇒ d(S1) ≤ d(S2). (115)
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Veta 56. Množina S ⊂ N patŕı do D práve vtedy, ked’

d(S) + d(N \ S) ≤ 1. (116)

Dôkaz. Istými úpravami sa dá odvodit’, že

1− d(N \ S) = lim inf
N→∞

|S ∩ [1, N ]|
N

.

Preto S ∈ D práve vtedy

d(S) + d(N \ S) = 1. (117)

Podl’a (114) dostáveme, že vždy

d(S) + d(N \ S) ≥ 1.

Z toho vyplýva, že (117) je ekvivalentné s (116).

Pŕıklad 137. Ak A ⊂ N a d(A) + d(N \A) ≤ 1, tak A ∈ D a d(A) = d(A).

Pŕıklad 138. Nech A1, . . . , Ak ⊂ N sú disjunktné množiny. Ak A1 ∪ · · · ∪
Ak = N a d(Ai) ≤ δi,i = 1, . . . , k, pričom δ1 + · · · + δk = 1, tak Ai ∈ D a
d(Ai) = δi pre i = 1, . . . , k.

Pŕıklad 139. Nech S ∈ D a S1, . . . , Sk ⊂ N sú disjunktné množiny. Ak
S1 ∪ · · · ∪ Sk = S a

∑k
i=1 d(Si) ≤ 1, tak Si ∈ D pre i = 1, . . . , k, pričom∑k

i=1 d(Si) = d(S).

Asymptotická hustota nie je σ - adit́ıvna. Preto je niekedy potrebné nájst’
také podmienky, ktoré zaručia slabšiu formu σ - aditivity. Pri nasledujúcich
úvahách bude hrat’ dôležitú úlohu horná asymptotická hustota.

Veta 57. i) Množina S patŕı do D práve vtedy, ked’

∀ε > 0∃Sε ∈ D;Sε ⊂ S ∧ d(S \ Sε) < ε.

V tomto pŕıpade plat́ı d(S) = sup{d(Sε); ε > 0}.
ii) Množina S patŕı do D práve vtedy, ked’

∀ε > 0∃Sε ∈ D;S ⊂ Sε ∧ d(Sε \ S) < ε.
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Dôkaz. i) Pre dané ε si môžeme vyjadrit’

|[1, N ] ∩ S| = |[1, N ] ∩ Sε|+ |[1, N ] ∩ (S \ Sε)|.

Z toho vyplýva

d(Sε) ≤ lim sup
N→∞

|[1, N ] ∩ S|
N

≤ d(Sε) + ε.

A rovnako

d(Sε) ≤ lim inf
N→∞

|[1, N ] ∩ S|
N

≤ d(Sε) + ε.

Teda vid́ıme, že

lim sup
N→∞

|[1, N ] ∩ S|
N

− lim inf
N→∞

|[1, N ] ∩ S|
N

< ε.

Pre ε→ 0+ dostávame, že existuje limita

lim
N→∞

|[1, N ] ∩ S|
N

= d(S).

Čast’ ii) vyplýva z i) tak, že ju použijeme na množinu N \ S.
Z tejto vety okamžite vyplýva

Veta 58. Nech A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ Ak ⊂ . . . sú množiny patriace do
D. Položme A = ∪∞

k=1Ak. Ak limn→∞ d(A \ An) = 0, tak A ∈ D a
d(A) = limn→∞ d(An).

Veta 59. Ak B1, B2, . . . , Bk, . . . sú dizjunktné patriace do D a
limn→∞ d(∪∞

k=nBk) = 0, tak ∪∞
k=1Bk patŕı do D a

d
( ∞⋃

k=1

Bk

)
=

∞∑
k=1

d(Bk).

Z týchto skutočnost́ı sa dá odvodit’ výsledok, ktorý v roku 1965 dokázal
Ralph Alexander:

Veta 60. Ak A1, A2, . . . An, . . . sú dizjunktné množiny z D a existuje
taký konvergentný nekonečný rad

∑∞
n=1 cn, že pre každé n ∈ N, N ∈

N plat́ı
|[1, N ] ∩An|

N
≤ cn,

tak množina A = ∪∞
n=1 patŕı do D a

d(A) =

∞∑
n=1

d(An).
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Dôkaz. Pre každé n ∈ N plat́ı

A \
k⋃

n=1

An =
∞⋃

n=k+1

An.

A teda
|[1, N ] ∩ (A \

⋃k
n=1An)|

N
≤

∞∑
n=k+1

ck.

Z toho vyplýva

d
(
A \

k⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=k+1

ck.

9.3 Zvyškové triedy

Tak, ako sme už spomı́nali, zvyškové triedy budeme označovat’

r + (m) = {n ∈ N;n ≡ r (mod m)},

pre m ∈ N, r ∈ Z. 1 Pre N ∈ N plat́ı

|(r + (m)) ∩ [1, N ]| = |{k ∈ N; r + km ≤ N} =
[N − r

m

]
.

Teda r + (m) ∈ D a

d(r + (m)) =
1

m
. (118)

Podmienka dizjunktného prieniku časti i) vety 55 sa vo všeobecnosti nedá
vynechat’. Niekedy je dobré nájst’ také podsystémy D pre, ktoré sa vyne-
chat’ dá. Nasledujúci je jedným z nich.

Symbolom D0 budeme označovat’ systém všetkých množ́ın v tvare
∪k
i=1ri + (mi). Teda všetky zjednotenia konečného počtu zvyškových tried.

Ak S ∈ D0 je množina v takomto tvare a polož́ıme m = m1 . . .mk, tak
každá zvyšková trieda ri + (mi) sa dá vyjadrit’ ako dizjunktné zjednotenie
zvyškových tried ℓ+(m). Teda S má asymptotickú hustotu. Z toho vyplýva

D0 ⊂ D. (119)

1Toto označenie má význam v tom, že (m) znamená hlavný ideál generovaný m v
okruhu celých č́ısel Z a r+(m) pŕıslušné triedy rozkladu. My śıce uvažujeme iba ”polovicu”
tohoto ideálu, jeho kladnú čast’. Ale všetky vlastnosti týchto množ́ın sú kópiami vlastnost́ı
ideálov.
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V roku 1994 dokázal Tibor Šalát zauj́ımavú rovnost’. Nech p je prvoč́ıslo.
Označme αp(n) exponent, s ktorým vystupuje p v kánonickom rozklade
prirodzeného č́ısla n. Teda, ak p ∤ n, tak αp(n) = 0. Definujme si množinu

Mp = {n ∈ N;αp(n)|n}.

Šalátov výsledok je

Propoźıcia 1. Pre každé prvoč́ıslo p množina Mp patŕı do D a

d(Mp) = (p− 1)

∞∑
k=1

1

kpk−αp(k)+1
.

Dôkaz. Označ́ıme si množiny

Bk = {n ∈ N;αp(n) = k ∧ k|n},

kde k = 1, 2, 3, . . . ,. Vid́ıme, že plat́ı

Mp =
∞⋃
k=1

Bk.

Ukážeme, že sa dá použit’ Veta 59. V prvom rade vid́ıme, že množiny Bk sú
disjunktné. Ked’ sa pozrieme na defińıciu množ́ın Bk, uvedomı́me si, že

Bk = (kpk−αp(k)) \ (kpk−αp(k)+1).

Teda Bk ∈ D a

d(Bk) =
1

kpk−αp(k)
− 1

kpk−αp(k)+1
=

p− 1

kpk−αp(k)+1
.

Pre k > N pre dané k0 ∈ N plat́ı Bk ⊂ (pN ). Teda ∪∞
k=NBk ⊂ (pN ). Preto

limN→∞ d(∪∞
k=NBk) = 0. Vid́ıme teraz, že tvrdenie vyplýva z Vety 59.

Podobným spôsobom ako (119) sa dá dokázat’:

S, S′ ∈ D0 =⇒ S ∩ S′ ∈ D0, S ∪ S′ ∈ D0. (120)

Z toho vyplýva

d(S ∪ S′) = d(S) + d(S′)− d(S ∩ S′). (121)
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Pŕıklad 140. Nech m1,m2 ∈ N sú nesúdelitel’né. Ak r1, r2 ∈ Z, tak podl’a
Č́ınskej zvyškovej vety plat́ı (r1 +(m1))∩ (r2 +(m2)) = r3 +(m1m2). Preto
d((r1 + (m1)) ∩ (r2 + (m2)) =

1
m1m2

. Z toho vyplýva

d((r1+(m1))∪ (r2+(m2)) =
1

m1
+

1

m2
− 1

m1m2
= 1−

(
1− 1

m1

)(
1− 1

m2

)
.

Veta 61. i) Ak m1, . . . ,mk, sú navzájom nesúdelitel’né prirodzené
č́ısla, k ∈ N, tak množina ∪k

j=1rj+(mj), kde r1, . . . , rn ∈ Z, má asymp-
totickú hustotu, pričom

d
( k⋃

j=1

rj + (mj)
)
= 1−

k∏
j=1

(
1− 1

mj

)
,

ii) Ak m1,m2, . . . ,mk, . . . sú navzájom nesúdelitel’né č́ısla, tak mno-
žina A = ∪∞

k=1(mk) patŕı do D a

d(A) = 1−
∞∏
k=1

(
1− 1

mk

)
.

Dôkaz. Čast’ i) vyplýva z prinćıpu zapojenia a vypojenia, alebo sa dá
dokázt’ indukciou. Podobne ako v predošlom pŕıklade.

Na čast’ ii) použijeme Vetu 58. Označme

Ak =

k⋃
j=1

(mk).

Potom

A =
∞⋃
k=1

Ak.

Predpokladajme najprv, že rad
∑∞

k=1
1
mk

diverguje. V tom pŕıpade dostá-
veme podl’a i)

lim
k→∞

d(Ak) = 1.

Z toho podl’a Vety 58 dostávame d(A) = 1. Predpokladajme teraz, že rad∑∞
k=1

1
mk

konverguje. Množinu A si môžeme vyjadrit’ ako

A = Ak ∪
∞⋃

n=k+1

(mk).
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Teda

A \Ak ⊂
∞⋃

n=k+1

(mk).

Teraz si uvedomı́me, že

|[1, N ] ∩ (mj)| =
[ N
mj

]
.

A teda

|[1, N ] ∩ (A \Ak)| ≤
∞∑

j=k+1

[ N
mj

]
.

Preto

d(A \Ak) ≤
∞∑

j=k+1

1

mj
.

Z podmienky konvergencie daného radu vyplýva teda limk→∞ d(A\Ak) = 0.
Podl’a Vety 58 dostáveme tvrdenie ii).

Pomocou časti i) Vety 61 dokážeme výsledok Pála Erdösa z roku 1934.

Propoźıcia 2. Označme

BN =

2N⋃
m=N+1

(m).

Potom limN→∞ d(BN ) = 0.

Dôkaz. Pre každé N ∈ N plat́ı

N⋃
m=1

(m) =
⋃
p≤N

(p) := SN .

Z toho podl’a i) Vety 61 vyplýva, že SN ∈ D, pre N ∈ N a

d(SN ) = 1−
∏
p≤N

(
1− 1

p

)
. (122)

Potom BN = S2N \ SN a teda z (122) dostávame BN ∈ D a

d(BN ) =
∏
p≤N

(
1− 1

p

)
−

∏
p≤2N

(
1− 1

p

)
.
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Z toho vyplýva
lim

N→∞
d(BN ) = 0.

Tento výsledok z roku sa dá zosilnit’

Pŕıklad 141. Nech ℓN > jN , N = 1, 2, 3, . . . a JN → ∞ for N → ∞. Potom

lim
N→∞

d
( ℓN⋃

m=jN

(m)
)
= 0.

Pŕıklad 142. Uvažujme množinu CN =
⋃∞

m=N (m), N = 1, 2, 3, . . . . Potom
pre každé N plat́ı ⋃

N≤p

(p) ⊂ CN .

Z toho vyplýva podl’a vety 61, že CN ∈ D a d(CN ) = 1.

Pŕıklad 143. Množinu prirodzených č́ısel v tvare p1 . . . pk, pi sú rozne prvo-
č́ısla budeme označovat’ symbolom Q2. Takéto č́ısla sa nazývajú bezk-
vadratické č́ısla. Pôvodne Quadratfreie Zahlen. Túto množinu tvoria
prirodzené č́ısla ktoré nie sú delitel’né druhou mocninou žiadneho prvoč́ısla.
Z toho vyplýva

Q2 = N \
⋂
p

(p2).

Zjednotenie na pravej strane prebieha cez celú množinu prvoč́ısel. Podl’a
predošlej vety dostávame Q2 ∈ D a

d(Q2) =
∏
p

(
1− 1

p2

)
=

6

π2
.

Tento výsledok môže pôsobit’ dost’ prekvapivo. Z hl’adiska kánonického rozk-
ladu sa zdá, že ide o zriedkavé pŕıpady prirodzených č́ısel. Z nášho pŕıkladu
však vyplýva, že pri usporiadańı podl’a vel’kosti je ich viac ako polovica.

Pŕıklad 144. Podobne sa dá dokázat’, že množina Qn, ktorá obsahuje
všetky prirodzené č́ısla, ktoré majú v kánonickom rozklade exponenty menšie
ako n, má asymptotickú hustotu 1

ζ(n) .

Pŕıklad 145. Nech p1 < p2 < · · · < pn < . . . sú také prvoč́ısla, že

∞∑
n=1

1

pn
= ∞.

Označme S množinu všetkých prirodzených č́ısel, ktoré neobsahujú v káno-
nickom rozklade tieto prvoč́ısla. Potom S ∈ D a d(S) = 0.
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Pŕıklad 146. Neprázdna množinaM ⊂ N sa nazýva uzavretá vzhl’adom
na delitel’nostak

∀m ∈M∀d ∈ N; d|m⇒ d ∈M (123)

a
∀m1,m2 ∈M ; [m1,m2] ∈M. (124)

V takomto pŕıpade môžeme každému prvoč́ıslu p priradit’ hodnoty

e(p) = max{k; pk ∈M}.

Potom plat́ı

M = N \
⋃

e(p)<∞

(pe(p)+1). (125)

Teda M má symptotickú hustotu a

d(M) =
∏

e(p)<∞

(
1− 1

pe(p)+1

)
.

Medzi výsledky Ralpha Alexandra patŕı aj nasledujúca aplikácia ”sla-
bšej” σ aditivity.

Veta 62. Nech rn + (mn), 0 ≤ rn < mn, n ∈ N sú také dizjunktné
množiny, že množina A = {rn;n ∈ N} má asymptotickú hustotu.
Potom nekonečný rad

∑∞
n=1

1
mn

konverguje a množina

C =
∞⋃
n=1

rn + (mn)

má asymptotickú hustotu, pričom

d(C) = d(A) +
∞∑
n=1

1

mn
.

Dôkaz. Z toho, že dané množiny sú dizjunktné,vyplýva

N∑
n=1

1

mn
≤ 1

a teda tento nekonečný rad konverguje. Označme Hn = (rn + (mn)) \ rn.
Potom

C = A ∪
∞⋃
n=1

Hn. (126)
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Pre každú množinu Hn plat́ı

|[1, N ] ∩Hn|
N

≤ 1

mn
.

Z Vety 60 dostávame, že množina ∪∞
n=1Hn má asymptotickú hustotu, ktorá

sa rovná súčtu daného nekonečného radu. Z toho, že množiny napravo v
(126) sú dizjunktné vyplýva tvrdenie vety.

Vznikla otázka, či každé zjednotenie ”ideálov” má asymptotickú hus-
totu. Besichovich zostrojil množinu, ktorá na danú otázku dáva negat́ıvnu
odpoved’.

Veta 63. Existuje taká postupnost’ prirodzených č́ısel mn, n ∈ N, že
množina ∪∞

n=1(mn) nemá asymptotickú hustotu.

Dôkaz. Nech BN , N ∈ N sú množiny z Propoźıcie 2 Uvažujme ε > 0.
Podl’a Vety ?? môžeme utvorit’ takú postupnost’ N1 < N2 < . . .Nk < . . . ,
že

d(BNk
) <

ε

2k+1
,

a
Nk+1 > 2Nk , k = 1, 2, 3, . . . .

a
|[1, Nk+1] ∩BNj |

Nk+1
≤ ε

2k
, (127)

pre j = 1, . . . , k. Označme

B =
∞⋃
k=1

BNk
.

Potom pre k ∈ N máme

|[1, 2Nk] ∩B| ≥ Nk.

Preto

d(B) ≥ lim sup
k→∞

|[1, 2Nk] ∩B|
2Nk

≥ 1

2
.

Z druhej strany podl’a (127) dostávame

|[1, Nk] ∩B| ≤
k∑

j=1

|[1, Nk] ∩BNj | ≤
k∑

j=1

ε

2j
Nk.
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To znamená

lim inf
k→∞

|[1, Nk] ∩B|
Nk

< ε <
1

2
.

Túto čast’ ukonč́ıme vetou, ktorá bude hrat’ kl’účovú úlohu v d’aľsom.

Lema 5. Nech S = ∪k
j=1rj+(mj) pre k ∈ N, r1, . . . , rk ∈ Z, m1, . . . ,mk ∈

N. Nech pre m ∈ N plat́ı (m,mj) = 1, j = 1, . . . , k. Potom pre každé
r ∈ Z plat́ı S ∩ (r + (m)) ∈ D a

d(S ∩ (r + (m))) =
1

m
d(S).

Dôkaz. Množinu S môžeme vyjadrit’ v tvare disjunktného rozkladu

S =
r⋃

i=1

ℓi + (M),

kde m = m1 . . .mk. Z tohoto vyjadrenia vyplýva d(S) = r
M . Podl’a Č́ınskej

vety o zvyškoch dostávame

S ∩ (r + (m)) =
r⋃

i=1

ℓ′i + (mM),

pre vhodné ℓ′1, . . . , ℓ
′
r ∈ Z. Preto d(S ∩ (r + (m))) = 1

mM = r
M d(S).

Veta 64. Akm1,m2, . . .mk sú nesúdelitel’né č́ısla, tak množina ∪k
j=1(mj)\

(m2
j ) má asymptotickú hustotu a

d
( k⋃

j=1

(mj) \ (m2
j )
)
= 1−

k∏
j=1

(
1− 1

mj
+

1

m2
j

)
.

Dôkaz. Budeme postupovat’ indukciou. Pre k = 1 rovnost’ plat́ı . Nech
plat́ı pre k − 1. Potom

d
( k−1⋃

j=1

(mj) \ (m2
j )
)
= 1−

k−1∏
j=1

k
(
1− 1

mj
+

1

m2
j

)
.

Označme si pre zjednodušenie

S =
k−1⋃
j=1

(mj) \ (m2
j ).
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Potom
k⋃

j=1

(mj) \ (m2
j ) = S ∪ ((mk) \ (m

)
k).

Teda

d
( k⋃

j=1

(mj) \ (m2
j )
)
= d(S) + d((mk) \ (m2

k)− d(S ∩ ((mk) \ (m2
k)). (128)

Podl’a Lemy 5 plat́ı

d(S ∩ ((mk) \ (m2
k)) = d(S ∩ ((mk))− d(S ∩ (m2

k)) =

=
1

mk
d(S)− 1

m2
k

d(S) =
( 1

mk
− 1

m2
k

)
d(S).

Po dosadeńı do (128) dostávame, že tvrdenie plat́ı aj pre k.
Význam tejto vety bude spoč́ıvat’ hlavne v tom, že v pŕıpade

∑∞
k=1

1
mj

=

∞ plat́ı

lim
k→∞

k∏
j=1

(
1− 1

mj
+

1

m2
j

)
= 0. (129)

9.4 Rozdelenie postupnost́ı

Hovoŕıme, že postupnost’ v , teda to isté čo aritmetická funkcia, je rovno-
merne rozdelená ak v(n) ∈ [0, 1], n ∈ N a pre každý interval I ⊂ [0, 1]
plat́ı v−1(I) ∈ D a d(v−1(I)) = |I|. Tento pojem definoval v roku 1916
Hermann Weyl.

Pŕıklad 147. Priamym výpočtom asymptotickej hustoty sa dá dokázat’, že
postupnost’ v, kde

{v(n)} =
{1

2
,
1

3
,
2

3
,
1

4
,
2

4
,
3

4
, . . . ,

1

n
,
2

n
, . . . ,

n− 1

n
, . . . ,

}
je rovnomerne rozdelená.

Pŕıklad 148. Dá sa dokázat’, že postupnost’ v je rovnomerne rozdelená
práve vtedy, ak existuje hustá podmožina A ⊂ [0, 1], že pre každé x ∈ A
plat́ı v−1([0, x)) ∈ D a d(v−1([0, x))) = x.

Rovnomerne rozdelené postupnosti majú okrem iného použitie na odhad
určitých integrálov. Nasledujúci výsledok nesie názov Weylovo kritérium.
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Veta 65. Postupnost’ {v(n)} je rovomerne rozdelená práve vtedy,
ked’ pre každú spojitú reálnu funkciu f definovanú na intervale
[0, 1] plat́ı

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f(v(n)) =

∫ 1

0
f(x)dx. (130)

Dôkaz. Predpokladajme, že plat́ı (130). Ak I ⊂ [0, 1], tak pre každé
ε > 0 existujú spojité f1, f2 také, že

f1 ≤ CI ≤ f2 (131)

a ∫ 1

0
f2(x)dx−

∫ 1

0
f1(x)dx < ε. (132)

Z nerovnost́ı (131) vyplýva∫ 1

0
f1(x)dx ≤ |I| ≤

∫ 1

0
f2(x)dx. (133)

Z nerovnost́ı (131) dostávame

1

N

N∑
n=1

f1(v(n)) ≤
1

N

N∑
n=1

CI(v(n)) ≤
1

N

N∑
n=1

f2(v(n))

Hodnota v(n) patŕı do intervalu I práve vtedy, ked’ n ∈ v−1(I). To znamená
CI(v(n)) = Cv−1(I)(n). Posledné nerovnosti môžeme preto naṕısat’ v tvare

1

N

N∑
n=1

f1(v(n)) ≤
1

N

N∑
n=1

Cv−1(I)(n) ≤
1

N

N∑
n=1

f2(v(n))

pre N = 1, 2, 3, . . . . Ak použijeme rovnost’ (130) dostávame, že dostávame,
že každý hromadný bod postupnostosti 1

N

∑N
n=1Cv−1(I)(n), N = 1, 2, 3, . . .

patŕı do intervalu [
∫ 1
0 f1(x)dx,

∫ 1
0 f2(x)dx]. Dĺžka toho intervalu neprevyšuje

ε. Ak uvážime ε→ 0+ dostávame, že táto postupnost’ konverguje. Z nerov-
nost́ı (133) potom vyplýva

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

Cv−1(I)(n) = |I|.

Preto v−1(I) ∈ D a d(v−1(I)) = I.
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Predpokladajme, že postupnost’ je rovnomerne rozdelená. Potom pre
každý interval I ⊂ [0, 1] plat́ı

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

CI(v(n)) = |I| =
∫ 1

0
CI(x)dx.

Z toho vyplýva, že pre každú schodkovitú funkciu s plat́ı

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

s(v(n)) =

∫ 1

0
s(x)dx.

Každú spojitú funkciu na [0, 1] môžeme rovnomerne aproximovat’ schod-
kovitými funkciami a teda plat́ı (130).

Pŕıklad 149. Weylove kritérium sa dá mierne preformulovat’:
Postupnost’ {v(n)}, v(n) ∈ [0, 1] je rovnomerne rozdelená práve vt-
edy, ked’

lim sup
N→∞

1

N

N∑
n=1

f(v(n)) ≤
∫ 1

0
f(x)dx

pre každú nezápornú spojitú funkciu definovanú na [0, 1].

Podl’a Fejerovej vety vieme, že každú spojitú funkciu f definovanú na in-
tervale [0, 1] takú, že f(0) = f(1) môžeme rovnomerne aproximovat’ trigono-
metrickým polynómom v tvare

∑k
n=−k cne

2πinx. Z toho vyplýva efekt́ıvneǰsia
forma Weylovho kritéria

Veta 66. Postupnost’ {v(n)} prvkov intervalu [0, 1] je rovnomerne
rozdelená práve vtedy, ked’

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e2πihv(n) = 0,

pre každé h ∈ Z, h ̸= 0.

Pŕıklad 150. Podl’a predošlej vety sa dá dokázat’: Ak postupnost’ {v(n)}
je rovnomerne rozdelená a m ∈ Z tak aj postupnost’ zlomkových čast́ı
{{mv(n)}} je rovnomerne rozdelená.

Pŕıklad 151. Nech α je iracionálne č́ıslo. Pomocou predošlej vety sa dá
doká- zat’, že postupnost’ zlomkových čast́ı {{nα}} je rovnomerne rozdelená.
Vie- me, že e2πih{nα} = e2πihnα a teda

N∑
n=1

e2πih{nα} =

N∑
n=1

e2πihnα =
e2πih(N+1)α − 1

e2πihα − 1
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pre h ̸= 0. Môžeme použit’ vzorec pre súčet geometrickej postupnosti, pretože
z podmienky iracionality α vyplýva e2πihα ̸= 1 pre h ̸= 0.

Rovnomerné rozdelenie postupnosti z predošlého pŕıkladu dokáže do-
plnit’ Dirichletov výsledok o diofantických aproximáciách. Teda o presnosti
aproximácie iracionálneho č́ısla zlomkom vzhl’adom na jeho menovatel’. Diri-
chlet dokázal, že pre každé iracionálne č́ıslo α existuje nekonečne vel’a
prirodzených č́ısel n ku ktorým existuje také kn, že plat́ı∣∣∣α− kn

n

∣∣∣ < 1

n2
.

Tu dokážeme, že ich zase až tak ”vel’a” nie je.

Veta 67. Nech α > 0 je iracionálne č́ıslo a f(n) je taká aritmetická
funkcia, že

lim
n→∞

n

f(n)
= 0. (134)

Označme S množinu takých prirodzených č́ısel n pre ktoré existuje
kn ∈ N, že ∣∣∣α− kn

n

∣∣∣ < 1

f(n)
.

Potom S ∈ D a d(S) = 0.

Dôkaz. Označme pre dané α a c ∈ (0, 12) symbolom S(c) množinu takých
n ∈ N pre ktoré existuje také p ∈ N, že∣∣∣α− p

n

∣∣∣ < c

n
.

Táto nerovnost’ je ekvivalentná

|αn− p| < c.

To znamená
|{αn} − [p− αn]| < c.

To znamená, že {nα} muśı byt’ vzdialené od najbližšieho celého č́ısla o menej
ako c. Teda

S(c) = {n ∈ N; {nα} ∈ (0, c)} ∪ {n ∈ N; {nα} ∈ (1− c, 1)}.

Ak zoberieme do úvahy, že postupnost’ {{nα}} je rovnomerne rozdelená
dostávame, že S(c) ∈ D a d(S(c)) = 2c.
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Z podmienky (134) vyplýva, že pre dané c existuje n0, že pre n > n0
plat́ı n

f(n) < c. Preto

1

f(n)
<
c

n
.

Z toho dostávem, že
S \ {1, . . . , n0} ⊂ S(c).

Teda d(S) < 2c. Pre c→ 0+ z toho vyplýva tvrdenie.

9.5 Distribučná funkcia

Ak množina v−1((−∞, x)) patŕı do D pre každé reálne č́ıslo x, budeme
hovorit’ že postupost’ {v(n)} je D - meratel’ná V takom pŕıpade sa funkcia

F (x) = d(v−1((−∞, x)))

nazýva asymptotická distribučná funkcia postupnosti v.

Pŕıklad 152. Ak postupnost’ {v(n)} je rovnomerne rozdelená, tak pos-
tupnost’ {v2(n)} má asymptotickú distribučnú funkciu F (x) = 0 pre x ≤
0,F (x) =

√
x pre x ∈ [0, 1], F (x) = 1 ak x ≥ 1.

Pŕıklad 153. Nech {v(n)} je postupnost’ prvkov intervalu [a, b) a g je nek-
lesajúca funkcia na tomto intervale, taká, že g(a) = 0, g(b) = 1. Ak pre
každé a1 < b1 z [a, b] plat́ı d(v−1([a1, b1)) ≤ g(b1)− g(a1), tak {v(n)} je D -
meratel’ná postupnost’ a g je jej asymptotická distribučná funkcia.

Pŕıklad 154. Nech {v(n)} je rovnomerne rozdelená postupnost’ prvkov
intervalu (0, 1). Potom postupnost’ zlomkových čast́ı {u(n)} kde u(n) ={

1
v(n)

}
je D meratelńá a jej asymptotická distribučná funkcia je

g(x) =
∞∑
k=1

1

k
− 1

k + x
.

Dá sa to dokázat’ tak, že si uvedomı́me

u−1([0, x)) =

∞⋃
k=1

v−1
(( 1

k + x
,
1

k

])
.

Pŕıklad 155. Nech F : [0, 1] → [0, 1] je rastúca spojitá funkcia, F (0) =
0, F (1) = 1. Postupnost’ {v(n)}, v(n) ∈ (0, 1), n ∈ N je rovnomerne rozde-
lená práve vtedy, ked’ postupnost’ {F (v(n))} je D meratel’ná a jej asymp-
totická distribučná funkcia je F−1.
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Podobne ako Veta 65 sa dá dokázat’:

Veta 68. Ak v je D ohraničená meratel’ná postupnost’ a F je jej
asymptotická distribučná, tak pre každú spojitú funnkciu f defino-
vanú na intervale [a, b], a, b, ktorý obsahuje všetky hodnoty v plat́ı

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f(v(n)) =

∫ b

a
f(x)dF (x). (135)

Pŕıklad 156. Podl’a predošlej vety a pŕıkladu 154 môžeme vypoč́ıtat’

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

{ 1

v(n)

}
=

∫ 1

0
xd

( ∞∑
k=1

1

k
− 1

k + x

)
.

Ak použijeme metódu per partes, dostávame∫ 1

0
xd

( ∞∑
k=1

1

k
− 1

k + x

)
=

[
x
( ∞∑

k=1

1

k
− 1

k + x

)]1
0
−
∫ 1

0

( ∞∑
k=1

1

k
− 1

k + x

)
dx =

= 1−
∞∑
k=1

1

k
− [ln(k + x)]10.

9.6 Dualita zvyšková trieda, interval

Predpokladajme, že je daná postupnost’ prirodzených č́ısel

B = {1 = B0 < B1 < · · · < Bk < . . . },

pre ktorú plat́ı Bk|Bk+1. Každé prirodzené č́ıslo n môžeme jednoznačne vy-
jadrit’ v tvare

n =

∞∑
k=0

bk(n)Bk (136)

pričom 0 ≤ bi(n) <
Bi

Bi+1
, i = 0, . . . , k + 1, existuje také k0, že pre k > k0

plat́ı bk(n) = 0. Teda tento rad je vlastne konečný. Ak analyzujeme tento
rozvoj vid́ıme, že

n ≡ b0(n) (mod B1),

d’alej
n ≡ b0(n) + b1(n)B1 (mod B2).
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Vo všeobecnosti

n ≡ b0(n) + b1(n)B1 + · · ·+ bk−1(n)Bk−1 (mod Bk) (137)

pre k = 1, 2, 3, . . . .
Pomocou tohoto rozvoja sa dá priradit’ č́ıslu n hodnota

vB(n) =
∞∑
k=0

bk(n)

Bk+1
. (138)

Z podmienok pre bk(n) dostávame

vB(n) <
∞∑
k=0

Bk+1

Bk
− 1

Bk+1
=

∞∑
k=0

1

Bk
− 1

Bk+1
= 1.

To znamená, že vB(n) ∈ [0, 1].

Veta 69. Postupnost’ vB daná rovnost’ami (136) a (138) je rovnomerne
rozdelená.

Dokážeme to pomocou nasledujúceho faktu.

Veta 70. Nech 0 = an1 < an2 < · · · < ankn = 1, pre n− 1, 2, 3, . . . je taký
systém deleńı intervalu [0, 1], že

lim
n→∞

max{ani − ani−1; i = 2, . . . , kn} = 0. (139)

Postupnost’ v, v(n) ∈ [0, 1], je rovnomerne rozdelená práve vtedy,
ked’ pre každé n ∈ N plat́ı

d(v−1([ani , a
n
i+1))) ≤ ani+1 − ani , (140)

pre i = 1, . . . , kn − 1.

Dôkaz. Vieme, že

kn−1⋃
i=1

v−1([ani , a
n
i+1)) = N

pre všetky n = 1, 2, 3, . . . . Z pŕıkladu 138 potom vyplýva , že v−1([ani , a
n
i+1)) ∈

D a d(v−1([ani , a
n
i+1)) = ani+1 − ani , pre n ∈ N, i = 1, . . . , kn − 1. A teda

v−1([0, ani ) ∈ D pričom
d(v−1([0, ani ))) = ani ,
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pre všetky spomı́nané i a n. Z podmienky (139) vyplýva, že pre kaďé x ∈
[0, 1] a ε > 0 existuje také n a i, že ani ≤ x ≤ ani+1 pričom ani+1 − ani < ε. To
znamená [0, ani ) ⊂ [0, x) ⊂ [0, ani+1). Preto

v−1([0, ani )) ⊂ v−1([0, x)) ⊂ v−1([0, ani+1)),

pričom
v−1([0, ani+1)) \ v−1([0, ani )) = v−1([ani , a

n
i+1)).

Z podmienky (140) preto dostávame

d(v−1([0, ani+1)))− d(v−1([0, ani ))) < ε.

Tým sme dokázali v−1([0, x)) ∈ D a d(v−1([0, x))=x. Rovnako sa dokáže
v−1([0, x]) ∈ D a d(v−1([0, x])=x.

Aby sme mohli použit’ túto vetu, budeme uvažovat postupnost’ deleńı
intervalu [0, 1) definovaný pomocou postupnosti B nasledovne

[0, 1) =

Bk−1⋃
j=0

[ j

Bk
,
j + 1

Bk

)
,

pre j ∈ N. Intervaly na pravej strane sa nazývajú intervaly k - tého poradia.

Pŕıklad 157. Ak Bk = 10k, k = 1, 2, 3, . . . , tak intervaly prvého poradia sú[
0,

1

10

)
,
[ 1

10
,
2

10

)
, . . . ,

[ 9

10
,
10

10

)
.

Intervaly druhého poradia sú[
0,

1

100

)
,
[ 1

100
,

2

100

)
, . . . ,

[ 99

100
,
100

100

)
.

č́ıslo 0, 123 patŕı do intervalu prvého poradia
[

1
10 ,

2
10

)
. Potom do jeho pod-

intevalu
[

12
100 ,

13
100

)
, potom do podintervalu

[
123
100 ,

124
100

)
.

Na dôkaz Vety 69 stač́ı dokázat’, že pre každé jk = 0, . . . , Bk − 1 existuje
také rk, že

v−1
B

([ jk
Bk

,
jk + 1

Bk

))
= rk + (Bk). (141)

Aby sme ukázali túto súvislost’ zvyškovych tried a intervalov, využijeme
to, že každé č́ıslo α ∈ [0, 1) sa dá jednoznačne vyjadrit’ v tvare Cantorovho
radu

α =
∞∑
k=0

ak(α)

Bk+1
, (142)

pričom ak ≤ Bk+1

k − 1 a pre nekonečne vel’a k plat́ı ak <
Bk+1

Bk
− 1.
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Veta 71. Pre každý interval k - teho poradia
[
jk
Bk
, jk+1

Bk

)
existuje

taká jednoznačne určená postupnost’ s1, . . . , sk, že α ∈
[
jk
Bk
, jk+1

Bk

)
práve vtedy, ked’ ai(α) = si+1, i = 0, . . . , k − 1.

Dôkaz. Interval k − 1 poriadia má dizjunktný rozklad na intervaly k -
teho poradia. Teda k intervalu k - teho poradia existujú jednoznačne určené
intervaly prvého až k − 1 - ho poradia[ j1

B1
,
j1 + 1

B1

)
⊃

[ j2
B2
,
j2 + 1

B2

)
⊃ · · · ⊃

[ jk
Bk

,
jk + 1

Bk

)
.

Z toho dostávame, že α je prvkom daného intervalu k - teho poradia práve
vtedy ked’ je prvkom každého jeho nadintervalu ℓ - tého poradia.

Č́ıslo α patŕı do intervalu ℓ - tého poradia
[
jℓ
Bℓ
, jℓ+1

Bℓ

)
práve vtedy, ked’

Bℓα ∈ [jℓ, jℓ+1). Teda [Bℓα] = jℓ. Ak sa vrátime k rozvoju (142), dostávame

[Bℓα] = Bℓ

ℓ−1∑
i=0

ai(α)

Bi+1
.

To znamená
ℓ−1∑
i=0

ai(α)Bℓ

Bi+1
= jℓ.

Teda si môžeme vyjadrit’

aℓ−1(α) = jℓ −
ℓ−2∑
i=0

ai(α)Bℓ

Bi+1
(143)

Preto α ∈
[
j1
B1
, j1+1

B1

)
práve vtedy, keď a0(α) = j1 := s1. Podobne

α ∈
[
j2
B2
, j2+1

B2

)
práve vtedy

a1(α) = j2 −
B2j1
B1

:= s2.

Takto pomocou rovnosti (143) dostaneme všetky si, i = 1, . . . , k.

9.7 Adit́ıvne aritmetické funkcie

Aritmetická funkcia f sa nazýva adit́ıvna, ak pre l’ubovol’né a, b ∈ N plat́ı

(a, b) = 1 =⇒ f(ab) = f(a) + f(b). (144)
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Pál Erdös v roku 1937 dosiahol výsledky, ktoré charakterizujú rozdelenie
hodnôt adit́ıvnych funkcíı na reálnej osi.

Adit́ıvna aritmetická funkcia f sa nazýva silno adit́ıvna , ak pre každé
prvoč́ıslo p a α > 0 plat́ı f(p) = f(pα).

Veta 72. Nech f je silno adit́ıvna aritmetická funkcia, taká že∑
p

f(p)

p
<∞. (145)

Potom postupnost’ {f(n)} je D - meratel’ná a jej asymptotická dis-
tribučná funkcia je spojitá.

Dôkaz bude vychádzat’ z nasledujúcich faktov. Silno adit́ıvna aritmetická
funkcia je jednoznačne určená hodnotami, ktoré nadobúda v prvoč́ıselných
argumentoch. Môžeme to vyjadrit’

f(m) =
∑
p|m

f(p). (146)

Dôležitú úlohu bude hrat’ to, že takejto funkcii sa dá priradit’ postupnost’
periodických funkcíı

fn(m) =
∑
p|m
p≤n

f(p). (147)

pre n ∈ N. Tieto funkcie sú periodické s periódou P = p1p2 . . . pπ(n). Táto
hodnota vznikne vynásobeńım všetkých prvoč́ısel, ktoré neprevyšujú n. V
úvahách, ktoré povedú k dôkazu Vety 72 sa oprieme o fakt, že pre reálne
č́ıslo x si môžeme vyjadrit’

f−1
n ((−∞, x)) =

⋃
1≤m≤P
fn(m)<x

m+ (P ).

To znamená, že
f−1
n ((−∞, x)) ∈ D. (148)

Lema 6. Nech f je nezáporná silno adit́ıvna funkcia, prostá na
množine prvoč́ısel, ktorá sṕlňa podmienku (145). Potom

lim
n→∞

d({m ∈; f(m)− fn(m) > δ}) = 0

pre každé δ > 0.
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Dôkaz. Pre n ∈ N plat́ı

f(m)− fn(m) =
∑
p|m
p>n

f(p).

Označme An = {m ∈; f(m) − fn(m) > δ}. Aby sme odhadli počet prvkov
An∩ [1, N ] sa budeme snažit’ odhadnút’ počet takých m ≤ N , že spomı́naný
rozdiel prevyšuje dané δ > 0. Pomocou úprav dostávame∑

m≤N

f(m)− fn(m) =
∑
m≤N

∑
p|m
p>n

f(p) =
∑

n<p≤N

∑
kp≤N

f(p) =

=
∑

n<p≤N

f(p)
∑
kp≤N

1 =
∑

n<p≤N

f(p)
[N
p

]
.

To znamená ∑
m≤N

f(m)− fn(m) = N
∑

n<p≤N

f(p)

p
+O(π(N)).

Preto počet šč́ıtancov v sume na l’avej strane, ktoré prevyšujú δ, nemôže
prevyšovat’ hodnotu

N

δ

∑
n<p≤N

f(p)

p
+O(π(N)).

Teda
1

N
|An ∩ [1, N ]| ≤ 1

δ

∑
n<p

f(p)

p
+O

(π(N)

N

)
.

Ak zoberieme do úvahy odhad pre prvoč́ıselnú funkciu podl’a Čebyševovych
nerovnost́ı , dostávame z poslednej nerovnosti

d(An) ≤
1

δ

∑
n<p

f(p)

p
.

Preto z podmienky (145) vyplýva limn→∞ d(An) = 0.

Lema 7. Nech f je nezáporná adit́ıvna aritmetická funkcia, ktorá
je prostá na množine prvoč́ısel Potom pre každé ε > 0 existuje také
δ > 0, že pre každý interval I plat́ı

|I| < δ =⇒ d(f−1(I)) < ε.
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Dôkaz. Predpokladajme, že q1 < · · · < qs sú rôzne prvoč́ısla. Uvažujme
interval I taký, že |I| < δ. L’ubovol’nú množinu A môžeme pokryt’ takto

A ⊂
(
A ∩

s⋃
i=1

(qi) \ (q2i )
)
∪
(
N \

( s⋃
i=1

(qi) \ (q2i )
)
.

Z toho vyplýva podl’a Vety 61

d(A) ≤ d
(
A ∩

( n⋃
i=1

(qi) \ (q2i )
))

+
n∏

i=1

(
1− 1

qi
+

1

q2i

)
. (149)

Rad prevrátených hodnôt prvoč́ısel diverguje. Prvoč́ısla q1, . . . , qs môžeme
preto podl’a (129) vybrat’ tak, že druhý šč́ıtanec v poslednej nerovnosti je
l’ubovol’ne bĺızko k 0.

Funkcia f je prostá na množine prvoč́ısel. Môžeme preto zvolit’ kladné
č́ıslo δ také, že

δ < min{|f(qi)− f(qj)|; i ̸= j, i, j = 1, . . . , n}.

Nech I je taký interval, že |I| < δ. Položme A = f−1(I). Označme sč́ıtanec
na pravej strane (149) symbolom A1. Každý prvok A1 sa dá vyjadrit’ v tvare
qjn pričom (qj , n) = 1. Nechm1, . . . ,mk sú rôzne prvky A1. Ak qj |mi, qj |mℓ,
tak

mi

qj
̸= mℓ

qj
.

Predpokladajme, že
mi

qj
=
mℓ

qk
.

pre j ̸= k. Potom by platilo

f
(mi

qj

)
= f

(mℓ

qk

)
.

To znamená
f(mi)− f(qj) = f(mℓ)− f(qk).

Teda po úprave
f(mi)− f(mℓ) = f(qj)− f(qk).

To nemôže nastat’, lebo mi,mℓ ∈ f−1(I) a teda |f(mi)− f(mℓ)| < δ. To
znamená, že ak každé z č́ısel mi vydeĺıme tým qji , ktoré je jeho delitel’om,
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dostávame K rôznych prirodzených č́ısel mi
qji

. Ak N ∈ N a predpokladáme

mi ≤ N, i = 1, . . . ,K, tak

mi

qji
≤ N

qji
≤ N

q1
.

Preto K ≤ N
q1
. Tým sme dokázali

|A1 ∩ [1, N ]| ≤ N

q1
.

To znamená d(A1) ≤ 1
q1
. Vid́ıme, že vhodnou vol’bou q1 a potom q2, . . . , qn

dosiahneme d(A) < ε.
Dôkaz vety 72 . Stač́ı dokázat’, že pre x ∈ R plat́ı

f−1([x,∞)) = N \ f−1(−∞, x)) ∈ D

Pre každé n a m ∈ N plat́ı fn(m) ≤ f(m). Preto

f−1([x,∞)) ⊂ f−1
n ([x,∞)). (150)

Množinový rozdiel si môžeme vyjadrit’

f−1([x,∞)) \ f−1
n ([x,∞)) = {m ∈ N; f(m) ≥ x ∧ fn(m) < x} ⊂

⊂ f−1([x, x+ δ)) ∪ {m; f(m)− fn(m) > δ},

pre každé δ > 0. Zvol’me pre dané ε > 0 také δ > 0 aby platila implikácia z
Lemy 7. Potom plat́ı

d(f−1([x,∞)) \ f−1
n ([x,∞))) ≤

≤ d(f−1([x, x+ δ))) + d({m; f(m)− fn(m) > δ}) ≤

≤ ε+ d({m; f(m)− fn(m) > δ}).

Druhý šč́ıtanec konverguje do 0 pre n→ ∞ a teda f−1([x,∞)) ∈ D.

9.8 Nivenova veta

Pre štúdium množ́ın, ktoré majú asymptotickú hustotu 0, a ktoré sú spojené
s delitel’nost’ou, má vel’ký význam výsledok Ivana Nivena z roku 1951.

Nech S ⊂ N. Označme pre dané prvoč́ıslo p symbolom Sp množinu tých
prvkov S, ktoré sú delitel’né p a nie sú delitel’né p2. Nivenov výsledok znie
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Veta 73. Ak p1, p2, . . . , pk . . . je taká postupnost’ prvoč́ısel, že

∞∑
k=1

1

pk
= ∞, (151)

tak d(S) = 0 práve vtedy, ked’ d(Spk) = 0 pre všetky k = 1, 2, 3, . . . .

Dôkaz. Pre prvoč́ıslo p plat́ı Sp = S ∩ ((p) \ (p2)). Teda

S ⊂
n⋃

j=1

Spj ∪
(
N \

n⋃
j=1

(pj) \ (p2j )
)
.

Z toho vyplýva

d(S) ≤
n∏

j=1

(
1− 1

pj
+

1

p2j

)
.

Z predpokladu o divergencii spomı́naného radu dostávame, že výraz na
pravej strane poslednej nerovnosti konverguje do 0 a teda d(S) = 0.

Pŕıklad 158. Ak S bude označovat’ množinu takých prirodzených č́ısel
n = pα1

1 pα2
2 . . . pαs

s takých, že všetky exponenty αi sú väčšie ako 1, tak podl’a
predošlej vety plat́ı d(S) = 0.

Nasledujúca vlastnost’ asymptotickej hustoty vyplýva priamo z defińıcie
alebo z Vety 112.

Veta 74. Ak S ∈ D a m ∈ N, tak aj množina mS = {ms; s ∈ S} patŕı
do D a

d(mS) =
d(S)

m
.

Označme symbolom M(k) množinu tých prirodzených č́ısel, ktoré majú
najviac k prvoč́ısel v kánonickom rozklade.

Propoźıcia 3. Pre k ∈ N plat́ı M(k) ∈ D a d(M(k)) = 0.

Dôkaz. Budeme postupovat’ indukciou podl’a k. M(1) = {pα; p ∈ P, α ∈
N}. Pre každé prvoč́ıslo p teda plat́ı

M(1)p = {p}.

Preto d(M(1)p)) = 0, podl’a Vety 73 dostávame d(M(1) = 0. Predpoklada-
jme, že d(M(k − 1)) = 0. Stač́ı si uvedomit’ , že pre kaďé prvoč́ıslo p plat́ı

M(k)p ⊂ pM(k − 1).
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Teda podl’a Vety 74 dostávame d(M(k)p) ≤ 1
pd(M(k − 1)) = 0. Z Vety 73

vyplýva d(M(k)) = 0.
V práci Novoselova z roku 1961 je dokázané:

Propoźıcia 4. Nech {pn} je postupnost’ prvoč́ısel, ktorá sṕlňa pod-
mienku (151). Nech S ⊂ N je nekonečná množina. Pre každé s ∈ S
definujme qs = min{pj ; pj |s}, ak niektoré z prvoč́ısel deĺı dané s. V
opačnom pŕıpade qs = s. Ak

lim
s∈S

qs = ∞ (152)

tak S ∈ D a d(S) = 0.

Dôkaz. Z podmienky (152) vyplýva, že množina Spn je konečná pre
každé n a teda tvrdenie vyplýva z Vety 73.

Každé prirodzené č́ıslo n sa dá jednoznačne vyjadrit’ v tvare kánonického
rozkladu n = pα1

1 . . . pαk
k . Označme symbolom N(s), s = 0, 1, 2, . . . množinu

takých prirodzených č́ısel n, ktoré v kánonickom rozklade majú najviac s
nepárnych exponentov αi, i = 1, . . . , k. Napŕıklad N(0) = {n2;n ∈ N}.

Propoźıcia 5. Pre každé s ∈ N plat́ı , N(s) ∈ D a d(N(s)) = 0.

Dôkaz. Budeme postupovat’ indukciou podl’a s.
Uvažujme prvoč́ıslo p. Ak a ∈ N(1)p, tak a = pm2, (m, p) = 1, kde

m ∈ N. To znamená N(1)p ⊂ pN2. Preto z Vety 74 vyplýva d(N(1)p) = 0.
Pretože p je l’ubovolné prvoč́ıslo, dostávame z Vety 73, že d(N(1)) = 0.

Predpokladajme, že tvrdenie plat́ı pre s − 1. Ak a ∈ N(s)p tak a =
pn, (p, n) = 1, pričom pn nemá viac ako s prvoč́ısel s nepárnym exponen-
tom v kánonickom rozklade. Potom ale n nemá viac ako s − 1 prvoč́ısel so
nepárnym exponentom v kánonickom rozklade. Teda n ∈ N(s − 1). Teda
plat́ı N(s)p ⊂ pN(s − 1). Teda podl’a indukčného predpokladu d(N(s)) =
1
pd(N(s− 1)) = 0. Znovu podl’a Vety 73 dostávame d(N(s)) = 0.

Študent FMFI UK Viliam Fuŕık študoval množinu

T = {n ∈ N; τ(n)|n}.

Propoźıcia 6. T ∈ D a d(T ) = 0.

Dôkaz. Množinu T môžeme rozložit’

T = (T ∩N(s)) ∪ (T ∩ (N \N(s)), s ∈ N. (153)
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Podl’a predošlej propoźıcie plat́ı

d((T ∩N(s))) = 0.

Z (153) teda dostávame

d(T ) ≤ d(T ∩ (N \N(s)). (154)

Ak n ∈ T ∩ (N \N(s)), tak n obsahuje aspoň s+ 1 prvoč́ısel v kánonickom
rozklade. Z podmienky τ(n)|n teda vyplýva 2s+1|n. Preto T ∩ (N \N(s)) ⊂
(2s+1). Teda z (154) vyplýva d(T ) ≤ 1

2s+1 . Pretože s je l’ubovol’né dostávame
nakoniec d(T ) = 0.

Štefan Porubský v roku 1978 dokázal pomocou Vety 73 tento výsledok:

Veta 75. Nech je daná celoč́ıselná aritmetická funkcia g a dve
celoč́ıselné multiplikat́ıvne aritmetické funkcie f1, f2. Prepoklada-
jme, že existuje postupnost’ prvoč́ısel p1 < p2 < p3 < · · · < pn < . . .
taká, že

∞∑
n=1

1

pn
= ∞

pre ktorú plat́ı

f1(pk) ∤ g(n), k = 1, 2, 3, . . . , n ∈ N. (155)

Ďalej predpokladajme, že pre každé k existuje postupnost’ prvoč́ı-
sel qk,j, že f1(pk)|f2(qk,j) a

∞∑
j=1

1

qk,j
= ∞.

Definujme si množinu

S = {n ∈ N; (f1(n), f2(n)) = g(n)}.

Potom S ∈ D a d(S) = 0.

Dôkaz. Pre každé k plat́ı

Spk = {pkm; (pk,m) = 1 ∧ (f1(pk)f1(m), f2(pk)f2(m)) = g(pkm)} =

= pk{m; (pk,m) = 1 ∧ (f1(pk)f1(m), f2(pk)f2(m)) = g(pkm)} := pkS
(k).
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Ak by existovalo prirodzené č́ıslo m ∈ S
(k)
qki , tak m = qkim1. Potom

(f1(pk)f1(qki)f1(m1)), f2(pk)f2(qki)f2(m1))) = g(pkm).

A teda z podmienky f1(pk)|f2(qki) dostávame f1(pk)|g(pkm) a to je spor s

predpokladom (155). Preto S
(k)
qki = ∅, teda d(Spk) = 0, teda podl’a Vety 73

dostávame d(S) = 0.

Propoźıcia 7. Pre každé celé č́ıslo c plat́ı , že množina

S = {n ∈ N; (φ(n), σ(n)) = c}

patŕı do D a d(S) = 0.

Dôkaz. Pre všetky prvoč́ısla p, až na konečný počet plat́ı φ(p) = p−1 ∤ c.
Ak p, q sú prvoč́ısla, tak podmienka φ(p)|σ(q) znamená p − 1|q + 1. Teda
q+1 = k(p−1). Čo je to isté, ako q = k(p−1)−1. Podl’a Dirichletovej vety
existuje taká postupnost’ prvoč́ısel qk = k(p− 1)− 1, že

∞∑
k=1

1

qk
= ∞.

Z toho, že qk je prvoč́ıslo, vyplýva σ(qk) = qk+1 = k(p−1). Preto φ(p)|σ(qk).
Vid́ıme, že sú splnené všetky podmienky Vety 75.

9.9 Direktný rozklad

V tejto časti sa budeme venovat’ štrukturálnemu výsledku, ktorý dokázal v
roku 1976 Saffari.

Nech A,B ⊂ N. Hovoŕıme, že tieto množiny tvoria direktný rozklad
N, ak sa každé prirodzené č́ıslo dá vyjadrit’ jediným spôsobom v tvare ab, a ∈
A, b ∈ B. Zapisujeme to

A⊙B = N. (156)

Množiny A,B sa nazývajú v tomto pŕıpade direktné faktory.

Pŕıklad 159. Ak A = {2k; k = 0, 1, 2, 3, . . . } a B je množina nepárnych
prirodzených č́ısel, tak N = A⊙B.

Veta 76. Ak plat́ı (156) , tak A ∈ D a

d(A) =
(∑

b∈B

1

b

)−1
.
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Rovnost’ (156) si môžeme vyjadrit’ aj v tvare

N =
⋃
b∈B

bA, (157)

pričom rozklad na pravej strane je dizjunktný.

Pŕıklad 160. Ak plat́ı (156) a A ∈ D, tak

d(A) =
(∑

b∈B

1

b

)−1
.

Z tohoto pŕıkladu vid́ıme, že stač́ı dokázat’ A ∈ D. Takto postupoval
Saffari s využit́ım nasledujúceho pŕıkladu.

Pŕıklad 161. Ďaľśım pŕıkladom direkného rozkladu je

N = Qk ⊙ Nk,

kde Nk = {nk;n ∈ N}.

My takto postupovat’ nebudeme. Dôkaz vety 76, ktorý uvedieme, je zje-
dnodušený dôkaz tejto vety. Publikoval ho v roku 1979 H. Daboussi.

Z (157) vyplýva, že pre každé N ∈ N plat́ı

[1, N ] ∩ N =
⋃
b∈B
b≤N

[1, N ] ∩ bA.

Z dizjunktnosti tohoto rozkladu preto dostávame

N =
∑
b∈B
b≤N

|[1, N ] ∩ bA|.

Teda

N =
∑
b∈B
b≤N

∣∣∣[1, N
b

]
∩A

∣∣∣. (158)

Postupne budeme vnášat’ jasno do poslednej rovnosti. Začneme pŕıprav-
nými úvahami. Funkcia CS , pre S ⊂ N, definovaná rovnost’ami :

CS(n) = 1 pre n ∈ S a CS(n) = 0 pre n ̸∈ S,
sa nazýva charakteristická funkcia množiny S. Pomocou nej si môžeme
vyjadrit’

|[1, N ] ∩ S|
N

=
1

N

N∑
n=1

CS(n).
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Rovnost’ (156) je ekvivalentná rovnosti

CA ∗CB = 1. (159)

Ak y > 0, tak symbolom Gy označ́ıme množinu takých prirodzených č́ısel,
ktoré obsahujú v kánonickom rozklade iba prvoč́ısla menšie ako y. Symbolom
Hy označ́ıme množinu tých prirodzených č́ısel, ktoré obsahujú v kánonickom
zase rozklade iba prvoč́ısla väčšie alebo rovné y. Každé prirodzené č́ıslo n si
môžeme pomocou kánonického rozkladu vyjadrit’ jednoznačne v tvare n1n2,
n1 ∈ Gy, n2 ∈ Hy. To znamená

N = Gy ⊙Hy.

Preto, ak pre jednodušenie označ́ıme fy = CGy , hy = CHy , tak

fy ∗ hy = 1.

Rad
∑∞

k=1
fy(k)
k konverguje a plat́ı

∞∑
k=1

fy(k)

k
=

∏
p<y

(
1− 1

p

)−1
(160)

Z rovnosti (159) dostávame fy = (fyCA) ∗ (fyCB). Preto

∞∑
k=1

fy(k)

k
=

(∑
a∈A

fy(a)

a

)(∑
b∈B

fy(b)

b

)
.

Z vety 61 dostávame, že Hy ∈ D a

d(Hy) =
∏
p≤y

(
1− 1

p

)
.

Preto z (160) vyplýva

d(Hy) =
( ∞∑

k=1

fy(k)

k

)−1
=

(∑
a∈A

fy(a)

a

)−1(∑
b∈B

fy(b)

b

)−1
.

A teda (∑
a∈A

fy(a)

a

)
d(Hy) =

(∑
b∈B

fy(b)

b

)−1
. (161)

Kl’účovú úlohu bude hrat’ aritmetická funkcia

cy = (fyCA) ∗ hy

pre y > 0.
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Lema 8.

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

cy(n) =
(∑

b∈B

fy(b)

b

)−1
.

Dôkaz. Z defińıcie funkcie cy vyplýva∑
n≤N

cy(n) =
∑
n≤N

∑
d|n

fy(d)CA(d)hy

(n
d

)
=

∑
kd≤N

fy(d)CA(d)hy(k) =

∑
d≤N

∑
k≤N

d

fy(d)CA(d)hy(k) =
∑
d≤N

fy(d)CA(d)
∑
k≤N

d

hy(k) =

=
∑
d≤N
d∈A

fy(d)
∑
k≤N

d

hy(k).

Preto

1

N

N∑
n=1

cy(n) =
∑
a≤N
a∈A

fy(a)

a

a

N

∑
k≤N

a

hy(k) = .

=
∑

a≤
√
N

a∈A

fy(a)

a

a

N

∑
k≤N

a

hy(k) +
∑

√
N<a≤N
a∈A

fy(a)

a

a

N

∑
k≤N

a

hy(k). (162)

Druhá suma konverguje do 0 ak N → ∞. Označme si

δa,N =
a

N

∑
n≤N

a

hy(n).

Pre ε > 0 existuje také N0, že pre N > N0 a a ≤
√
N plat́ı

|d(Hy)− δa,N | < ε.

Preto ked’ analyzujeme prvú sumu v (162), dostávame

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

cy(n) =
(∑

a∈A

f(a)

a

)
d(Hy) =

(∑
b∈B

f(b)

b

)−1
,

pričom poslednú rovnost’ sme dostali podl’a (161).
V súvislosti s touto lemou bude dôležitý nasledujúci fakt. Pre každé

N ∈ N existuje také y > 0, že {1, . . . , N} ⊂ Gy. Z toho vyplýva

lim
y→∞

∑
b∈B

fy(b)

b
=

∑
b∈B

1

b
. (163)
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Lema 9. Pre každé M ∈ N a y > 0 plat́ı

|[1,M ] ∩A| ≤
M∑
n=1

cy(n).

Dôkaz. Plat́ı
(fyCA) ∗ (fyCB) ∗ hy = 1. (164)

Aby sme sa v tom l’ahšie orientovali si stač́ı uvedomit’, že

(g1 ∗ g2 ∗ g3)(n) =
∑

d1d2d3=n

g1(d1)g2(d2)g3(d3)

pre aritmetické funkcie g1, g2, g3 a n ∈ N. Rovnost’ (164) potom môžeme
vyjadrit’ ∑

abc=n
a∈A,b∈B

fy(a)fy(b)hy(c) = 1

Preto ∑
n≤M

CA(n) =
∑
n≤M

CA(n)
∑
abc=n

a∈A,b∈B

fy(a)fy(b)hy(c) =

∑
a∈A
a≤M

fy(a)
∑
c≤M

a

hy(c)
∑
b≤M

ac
b∈B

fy(b)CA(abc).

Dokážeme, že posledná suma má najviac jeden nenulový šč́ıtanec. Nech
ab1c = a1 ∈ A a súčasne ab2c = a2 ∈ A, b1, b2 ∈ B. Potom

a2
b2

=
a1
b1
.

Teda
a2b1 = a1b2

Z toho, že každé prirodzené č́ıslo sa v takom tvare dá vyjadrit’ jediným
spôsobom vyplýva a1 = a2, b1 = b2. Preto∑

n≤M

CA(n) ≤
∑
a∈A
a≤M

fy(a)
∑
c≤M

a

hy(c) =
∑
a∈A
ac≤M

fy(a)hy(c) =
∑
n≤M

cy(n).
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Z lemy ?? a lemy 8 dostávame

d(A) ≤
(∑

b∈B

fy(b)

b

)−1

pre y > 0. Preto ak zoberieme do úvahy (163) dostávame

d(A) ≤
(∑

b∈B

1

b

)−1
(165)

Skôr ako začneme dôkaz vety 76 definujeme

d(S) = lim inf
N→∞

[1, N ] ∩ S
N

,

pre S ⊂ N. Táto hodnota sa nazýva dolná asymptotická hustota mno-
žiny S. Je zrejmé, že plat́ı

S ∈ D ⇔ d(S) = d(S)(= d(S)).

Dôkaz vety 76. Z rovnosti (158) si môžeme vyjadrit’

|[1, N ] ∩A|
N

= 1− 1

N

∑
1<b≤N
b∈B

∣∣∣[1, N
b
] ∩A

∣∣∣ =
= 1−

∑
1<b≤N
b∈B

1

b

b

N

∣∣∣[1, N
b
] ∩A

∣∣∣.
Podl’a Lemy 9 dostávame

1−
∑

1<b≤N
b∈B

1

b

b

N

∑
n≤ b

N

cy(n) ≤
|[1, N ] ∩A|

N
. (166)

Ak rad
∑

b∈B
1
b diverguje, tak podl’a Lemy 9 dostávame A ∈ D a d(A) = 0.

Môžeme preto predpokladat’, že tento rad konverguje. Z nerovnost́ı (166)
pre N → ∞ potom dostávame

1−
(∑

b∈B

1

b
− 1

)(∑
b∈B

fy(b)

b

)−1
≤ d(A) ≤ d(A).
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Výrazy na pravej strane posledných nerovnost́ı nezávisia na y. Ak y → ∞,
tak

1−
(∑

b∈B

1

b
− 1

)(∑
b∈B

1

b

)−1
≤ d(A) ≤ d(A).

Po roznásobeńı a úprave dostávame(∑
b∈B

1

b

)−1
≤ d(A) ≤ d(A).

Z nerovnosti (165) nakoniec vyplýva tvrdenie vety 76.

Pŕıklad 162. Uvažujme množinu S ⊂ N, ktorá obsahuje prirodzené č́ısla,
ktoré majú 2 v kánonickom rozklade s párnym exponentom. Potom plat́ı

N = S ∪ 2S, S ∩ 2S = ∅.

Teda N = S ⊙ {1, 2}. Podl’a vety 76 dostávame S ∈ D a d(S) = (1 + 1
2)

−1.

Pŕıklad 163. Nech p je prvoč́ıslo a k ∈ N. Označme v tomto pŕıklade
symbolom S množinu takých prirodzených č́ısel n, že k|αp(n). Potom

N = S ∪ pS ∪ · · · ∪ pk−1S,

pričom tento rozklad je dizjunktný. Teda N = S⊙{1, . . . , pk−1}. To znamená
S ∈ D a

d(S) =
( k−1∑

i=0

1

pi

)−1
=
pk − p

pk − 1
.

Pŕıklad 164. Podobne sa dá dokázat’ : Nech {pi} je daná konečná alebo
nekonečná množina prvoč́ısel a k nim priradená množina prirodzených č́ısel
{ki}. Ak S ⊂ N je množina takých prirodzených č́ısel n, že ki|αpi(n) tak
S ∈ D a

d(S) =
∏
i

pkii − pi

pkii − 1
.

Pŕıklad 165. Nech plat́ı označenie ako v predošlom pŕıklade. Predpoklada-
jme naviac že je daná množina {ri}, 0 ≤ ri ≤ ki − 1. Označme

S1 − {n ∈ N;αpi(n) ≡ ri (mod ki)}.

Potom S1 ∈ D a

d(S) =
∏
i

pkii − pi

prii (p
ki
i − 1)

.
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9.10 Štatistická konvergencia

Tento pojem zaviedol Fast. Hovoŕıme, že postupnost’ {v(n)} štatisticky
konverguje ku hodnote α, ak pre každé ε > 0 množina v−1((α− ε, α+ ε))
je D - meratel’ná a

d(v−1((α− ε, α+ ε)) = 1.

Zapisujeme to
lim−statn→∞v(n) = α.

Spomı́nanú množinu si môžeme vyjadrit’ aj v tvare

v−1((α− ε, α+ ε)) = {n ∈ N; |v(n)− α| < ε}.

Pŕıklad 166. V pŕıpade, že limn→∞ v(n) = α plat́ı , že pre každé ε > 0
množina v−1((α− ε, α+ ε)) obsahuje všetky prirodzené č́ısla až na konečný
počet.

V roku 1980 Tibor Šalát dokázal nasledujúcu charakteristiku štatistikej
konvergencie:

Veta 77. Postupnost’ {v(n)} konverguje štatisticky k danej hdnote
α práve vtedy, ked’ existuje množina A ⊂ N, A ∈ D, d(A) = 1 taká,
že limA v(n) = α.

Táto veta vyplynie z nasledujúceho všeobecneǰsieho výsledku. V jeho
formulácii bude hrat’ dôležitú úlohu nasledujúci symbol: A ≺ B budeme
označovat’ skutočnost’, že množina A\B je konečná. Inými slovami : najviac
konečne vel’a prvkov množiny A nepatŕı do množiny B.

Pŕıklad 167. Ak A, B sú konečné množiny, tak A ≺ B a B ≺ A. Špeciálne
A ≺ ∅.

Pŕıklad 168. Dá sa dokázat’, že

A1 ≺ B1, A2 ≺ B2 ⇒ A1 ∪A2 ≺ B1 ∪B2.

Ale pozor! Vo všeobecnosti neplat́ı

∞⋃
i=1

Ai ≺
∞⋃
i=1

Bi

v pŕıpade Ai ≺ Bi.
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Veta 78. Ak B1 ⊂ B2 ⊂ B3 ⊂ · · · ⊂ Bk . . . sú množiny patriace do
D a d(Bk) = 0, tak existuje množina B ∈ D, d(B) = 0 a Bk ≺ B pre
všetky k = 1, 2, 3, . . . .

Dôkaz. Z podmienky d(Bk) = 0, k ∈ N dostávame, že pre každé k ∈ N
existuje také Nk, že pre N ≥ Nk plat́ı

|[1, N ] ∩Bk|
N

≤ 1

k
. (167)

Bez ujmy na všebecnosti môžeme predpokladat’, že Nk+1 > Nk, k ∈ N.
Označme teraz

B′
k = Bk \ [1, Nk].

Množinu B, ktorej existenciu dokazujeme, si definujeme takto

B =
∞⋃
k=1

B′
k.

Pre každé k plat́ı Bk ≺ B′
k ⊂ A. Preto stač́ı už iba dokázat’, že B ∈ D a

d(B) = 0.
Zvol’me nejaké Nk. Ak N > Nk, a n ≥ N n ̸∈ A′

j , j > k. To znemená, že

B ∩ [1, N ] ⊂ B′
k ∩ [1, Nk].

Pre N > Nk existujé také ℓ > k, že Nℓ ≤ N < Nℓ+1. Z toho vyplýva

B ∩ [1, N ] ⊂ B′
ℓ ∩ [1, Nℓ].

Preto podl’a (167) dostávame

|B ∩ [1, N ]|
N

≤
|B′

ℓ ∩ [1, Nℓ]|
Nj

<
1

ℓ
<

1

k
.

Tým sme dokázali

lim
N→∞

|B ∩ [1, N ]|
N

= 0,

a teda d(B) = 0.

Pŕıklad 169. Dá sa dokázat’: Ak A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ · · · ⊃ Ak ⊂ . . . sú
množiny patriace do D a d(Ak) = 1, k ∈ N, tak existuje množina A ∈ D
taká, že d(A) = 1 a A ≺ Ak, k = 1, 2, 3, . . . .
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Dôkaz vety 77. Nech A ⊂ N, d(A) = 1 a limA v(n) = α. Potom pre
každé ε > 0 existuje také n0 > 0, že pre n > n0, n ∈ A plat́ı |v(n)−α| < ε. Z
toho vyplýva A\[1, n0] ⊂ v−1((α−ε, α+ε)). To znamená v−1((α−ε, α+ε)) ∈
D a d(v−1((α− ε, α+ ε))) = 1. Teda lim−statn→∞v(n) = α.

Predpokladajme teraz, že postupnost’ {v(n)} štatisticky konverguje k
hodnote α. Definujme množiny

Bk =
{
n ∈ N; |v(n)− α| ≥ 1

k

}
, k ∈ N.

Tieto množiny môžeme vyjadrit’ a aj v tvare

Bk = N \ v−1
((
α− 1

k
, α+

1

k

))
.

Z predpokladu o štatistickej konvergencii danej postupnosti vyplýva Bk ∈ D
a d(Bk) = 0, pre k ∈ N. Z defińıcie vylpýva aj to, že Bk ⊂ Bk+1. Podlá vety
78 dostávame existenciu takej množiny B ∈ D, že Bk ≺ B a d(B) = 0.
Označme A = N \ B. Potom A ∈ D a d(A) = 1. Pre každé prirodzené č́ıslo
k existuje Nk také, že Bk \ [1, Nk] ⊂ B a teda A∩ (Bk \ [1, Nk]) = ∅. Z toho

vyplýva, že pre n > Nk, n ∈ A plat́ı n ̸∈ Bk, teda n ∈ v−1
((
α− 1

k , α+ 1
k

))
.

Z toho bezprostredne vyplýva limA v(n) = α.

Pŕıklad 170. Zoberieme do úvahy, že pre A1, A2 ∈ D, d(A1) = 1, d(A2) = 1
plat́ı A1∩A2 ∈ D a d(A1∩A2) = 1. Potom môžeme dokázat’, že zo štatistickej
konvergencie postupnosti {v1(n)} k hodnote α1 a {v2(n)} k hodnote α2

vyplýva štatistická konvergencia {v1(n) + v2(n)} k hodnote α1 + α2.

Veta 79. Ohraničená postupnost’ {v(n)} štatisticky konverguje k
hodnote α vtedy a len vtedy ked’

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

|v(n)− α| = 0. (168)

Dôkaz. Predpokladajme, že plat́ı (168). Uvažujme ε > 0 a označme

S = {n ∈ N; |v(n)− α| ≥ ε} = N \ v−1((α− ε, α+ ε)).

Aby sme dokázali, že daná postupnost’ štatisticky konverguje k α, stač́ı
dokázat’, že S ∈ D a d(S) = 0. Z defińıcie množiny S vyplýva

ε

N

N∑
n=1

CS(n) ≤
1

N

N∑
n=1

CS(n)|v(n)− α| ≤ 1

N

N∑
n=1

|v(n)− α|.
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Zo (168) preto vyplýva εd(S) = 0. Z toho, že ε > 0 vyplýva d(S) = 0.
Predpokladajme, že {v(n)} štatisticky konverguje k α. Ak danému ε > 0

prirad́ıme vyššie uvedenú množinu S, dostávame

S ∈ D ∧ d(S) = 0. (169)

Uvažovanú sumu si môžeme rozṕısat’

1

N

N∑
n=1

|v(n)− α| = 1

N

∑
n≤N
n∈S

|v(n)− α|+ 1

N

∑
n≤N
n̸∈S

|v(n)− α|.

Z predpokladu, že postupnost’ {v(n)} je ohraničená dostávame pre prvú
sumu

1

N

∑
n≤N
n∈S

|v(n)− α| ≤ K
1

N

∑
n≤N

CS(n).

pre vhodnú konštantu K > 0. Z podmienky (169) preto vyplýva, že daná
suma konverguje k 0 pre N → ∞. Pri odhadovańı druhej sumy si stač́ı
uvedomit’, že pre n ̸∈ S plat́ı |v(n) − α| < ε. Z toho vyplýva, že celý výraz
je menš́ı ako ε. Tým sme dokázali

lim sup
N→∞

1

N

N∑
n=1

|v(n)− α| ≤ ε.

Pretože ε > 0 je l’ubovol’né, dokázali sme (168).

9.11 Stredná hodnota, disperzia

Ak existuje vlastná limita

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

v(n) := E(v),

hovoŕıme, že postupnost’ {v(n)} má strednú hodnotu a E(v) sa nazýva
stredná hodnota v. Z tejto defińıcie vyplýva: Ak postupnosti {v1(n)} a
{v2(n)} majú strednú hodnotu a a1, a2 sú reálne č́ısla, tak aj postupnost’
{a1v1(n) + a2v2(n)} má strednú hodnotu a

E(a1v1 + a2v2) = a1E(v1) + a2E(v2). (170)
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Pŕıklad 171. Ak postupnost’ {v(n)} je rovnomerne rozdelená modulo 1,
tak má strednú hodnotu a E(v) = 1

2 .

Ak aj postupnost’ {v2(n)} má strednú hodnotu, tak hodnota

D2(v) = E(v2)− (E(v))2 (171)

sa nazýva disperzia postupnosti v.

Pŕıklad 172. Disperzia postupnosti, ktorá je rovnomerne rozdelená modulo
1, sa rovná 1

12 .

Pomocou úprav a (170) dostaneme

Veta 80. Nech postupnosti {v(n)} a {v2(n)} majú strednú hodnotu.
Potom

D2(v) = E((v − E(v))2) = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

(v(n)− E(v))2.

Teda podl’a vety 79 dostávame

Veta 81. Ak v(n) je ohraničená postupnost’ a postupnosti {v(n)}
a {v2(n)} majú strednú hodnotu, tak D2(v) = 0 práve vtedy, ked’
existuje A ∈ D,d(A) = 1 taká, že limA v(n) = E(v).

Ak v1(n), {v2(n)} sú také postupnosti, ktoré majú strednú hodnotu, že
aj v21(n), {v22(n)} a {v1(n)v2(n)} majú strednú hodnotu, tak pre disperziu
postupnosti {a1v1(n) + a2v2(n)} plat́ı

D2(a1v1 + a2v2) = a21D
2(v1) + a22D

2(v2) + 2a1a2(E(v1v2)− E(v1)E(v2)).
(172)

Podl’a vety 81 dostáveme:

Veta 82. Výraz na pravej strane rovnosti (172) je rovný 0 práve
vtedy ked’ existuje taká množina A ∈ D, d(A) = 1, že

lim
A
(a1v1(n) + a1v2(n)) = 0.

Pŕıklad 173. Nech {v1(n)}, {v2(n)} sú postupnosti rovnomerne rozdelené
modulo 1. Potom množina A ∈ D, d(A) = 1, taká že limA(v1(n)−v2(n)) = 0
existuje práve vtedy, ked’

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

v1(n)v2(n) =
1

3
.
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Podobne sa dá dokázat’, že rovnost’

lim
A
v1(n) + v2(n) = 1

je ekvivalentná

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

v1(n)v2(n) = −1

6
.
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