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1 Prirodzené a celé cisla, Matematické dokazy

Zacéneme Studiom zdkladnych mnozin. Symbolom N:={1,2,3,...,} budeme
oznacovat mnozinu prirodzenych ¢isel. Pre mnozinu celych ¢isel budeme
pouzivat’ symbol Z := {0,+1,4+2,+3,...}.

Mnozina celych ¢isel ma tito dolezitd a pritom jednoduchtu vlastnost':
Kazda neprazdna zdola ohraniéena podmnozina Z obsahuje naj-
mensi prvok.

Priklad 1. Pomocou tejto vlastnosti dokédzeme sporom, Ze v/2 nie je zlomok.
Predpokladajme, ze tato hodnota je zlomok. Teda

_Pr
va=? (1)

pre nejaké p, g € N. Ozna¢me si M mnozinu vSetkych kladnych menovatel’'ov
q takych, ze pre vhodné p € N plati rovnost’ (1). Podl'a predpokladu mame
M # (. Umocnrnim a tpravou dostédvame

2q2 = p-.
7 toho vyplyva, ze p je parne ¢islo. Teda p = 2p;. Po dosadeni dostavame
2¢* = 4p]
a teda
¢ = 2pt.
Preto aj ¢ musi byt parne. Polozme g = 2¢;. Znovu po dosadeni mame

g7 = 2p}.

Po tprave mame

Vo=

q1
Pricom je zrejmé ¢q; < q. Teda mnozina M ku kazdému prvku obsahuje
mensi prvok. To je spor. o

1.1 Delenie so zvyskom

Celé ¢isla sa daju scitat a nasobit. Trochu komplikovanejsia je otazka de-
lenia. Jeden zo spOsobov je, ze delenim ¢&isla a ¢islom b # 0 dostaneme
zlomok 7. Ten ale nie vzdy nadobiida celo¢iselnii hodnotu. Iny sposob dele-
nia, zndmy uz zo zakladnej skoly, je delenie so zvyskom.



Veta 1. Ak a € Z a m € N, tak existuji jednoznaCne urcené cisla
qg€Zarecd{0,...,m—1}, pre ktoré plati rovnost’

a=mq+r.

Doékaz. Mnozina {k € Z;km < a} je zhora ohrani¢end. Oznacme ¢, jej

vvvvv

gm <a < (¢+1)m.

Preto hodnota r = a —gm neprevysuje m—1. Upravou dostavame pozadova-
né vyjadrenie a = gm+r. Tym sme dokazali existenciu daného vyjadrenia a.
Zostava dokazat jeho jednoznacnost. Predpokladajme, ze a = gm + r,a =

qg1m + r1. To znamend
gn+r=qgm+1r1. (2)

Po uprave dostdvame rovnost
(g—q)m=r1—r.

Hodnota 1 —r je teda ndsobkom ¢&isla m. Z predpokladov vyplyva |r; —r| €

{0,...,m—1}. Tdto mnozina vSak obsahuje iba jediny ndsobok m a to nulu.
Preto |r; —r| = 0. To znamend, m = r. Z toho vyplyva podla (2), ze aj
mq = mqi, a teda po vykrateni ¢islom m, dostavame ¢ = q. O

Cislo ¢ z predchédzajicej vety sa nazyva nedplny podiel a po delenim
a r sa nazyva zvySok a po delenim.

Priklad 2. Redlnemu éislu « sa da priradit’ celé ¢islo
[a] == max{z € Z; < z}.
Této hodnota sa nazyva cela ¢ast a. Hodnota {a} = a — [ sa nazyva
zlomkova ¢ast’ «. Vidime, ze [o] € Z a {a} € [0,1). Pre a € Z, m € N plat{
a

a=mqg+r,ref{0,..m—1}sqg= [%},r:m{g}.

o

Priklad 3. Redlne ¢isla sa daju vyjadrit v tvare g - dickych rozvojov, g €
N, g > 1. Kazdé ¢islo a € [0, 1) sa d& jednoznaé¢ne vyjadrit

o
a
a:Zﬁaan 6{0,"'79_1}7
n=1
pricom pre nekonecne vela n plati a, < g — 1. ZjednodusSene takéto vyja-
drenie zapisujeme
a=0,a1a0as3....



Pri tomto vyjadreni sa d4 dokdzat a, = [g{g" ‘a}].
Ak « je nenulové raciondlne ¢islo, teda o = %, p,q € N, tak

1 n—1

o= B - ()

Ak r, bude zvysok pg"~! po deleni ¢, tak podla predoslého prikladu dos-
tavame z poslednej rovnosti

= (3]
an = |=71p|.
q
Priklad 4. Funkcia {z} je periodickd s periodou 1. Systém funkecii
1, cos 2wz, sin 27z, . . ., cos 2nmx, sin 2nmx, . . ., je Upny ortonormalny systém.

Ked si rozvinieme {z} do Fourierovo radu, tak pre x € (0, 1) plat{

o0

1 1 .
{z} = 5 Z —-sin 2nmx.

n=1

S Parsevalovej rovnosti potom vyplyva
7 toho po uprave dostavame
Ak si uvedomime nerovnost

i 1 /°° dw_
n? — L2 1’
n=N

tak pre N € N dostavame



1.2 Delitelnost a delitele

Pripomenieme pojem delitel'nosti. Ak a,b si celé ¢isla, tak hovorime, ze a
deli b prave vtedy, ked b je celo¢iselnym nasobkom a. V tomto pripade
hovorime tiez, ze a je delitel’om b, alebo aj b je delitel’né a. Budeme to
oznacovat alb. Je to teda vtedy, ked zvySok a po deleni |b| je rovny 0.

Téato relacia mé nasledujice jednoduché vlastnosti: Ak a, b, ¢ st celé éisla,
tak:

1) ala,

2) alb Abla = a = £b,

3) alb Ablc = alc,

4) albAalc = alb+ c.

Priklad 5. Ak a,b € Z am € N, tak a,b maju rovnaky zvysok po deleni m
prave vtedy, ked m|b —a. o

Priklad 6. Pre kazdé prirodzené ¢islo m existuje prirodzené ¢islo v tvare
1111...1000...0 delitelné m. Dokaze sa to takto:

Zazujme éisla 1,11,111,...,111...1. Posledné ma m jednotiek. Ak je jedno
z tychto ¢isel delitel'né m, tak to je to spominané ¢islo. Ak nie, to znamena,
ze ani jedno nedava po deleni m zvysok 0. Teda tych m ¢isel ma maximélne
m — 1 zvyskov po deleni m. Teda niektoré dve musia mat rovnaké zvysky.
Preto ich rozdiel je delitel'ny m.

O

V predoslom priklade sme pouzili tzv. Dirichletov princip — niekedy
sa nazyva aj Dirichletov holubnikovy princip: Ak chceme umiestnit m
holubov do m — 1 holubnikov, tak v aspon jednom holubniku musia byt dva
holuby. Podobne sa da vyriesit' aj nasledujiice

Priklad 7. Ak ay,...,a, st celé ¢isla, m € N, tak pre nejaké indexy i < j
plati m|a; + aj41 + -+ a;. o

Priklad 8. Je zndme, ze ak a € Z a 2|a a 3|a, tak aj 6]a. Preco to plati?
Vyplyva to z nasledujicich jednoduchych tvah. Cislo 1 mézeme vyjadrit
v tvare 1 = 3 — 2. Teda po vynésobeni tohoto ¢islom a dostavame

a=a-1=3a—2a. (5)

Z predpokladu 2|a vyplyva, ze a = 2a;, podobne z predpokladu 3|a dosté-
vame a = 3ag pre vhodné ay, as € Z. Ak dosadime do rovnosti (5) dostdvame

a=a-1=3a—2a=3-2a1+2-3ay = 6a; + 6asy .



To znamend, ze a = 6(a; + az), vidime, Ze a je celo¢iselnym nasobkom 6-tky.
7 prikladu ?? teraz vidime, ze 6|n> —n pre n € N. o

Priklad 9. Podobne sa d4 dokézat napriklad 7|a A 8|a = 56]a. o

V predoslych prikladoch bolo dolezité to, zZe sa vhodnym spoésobom dalo
vyjadrit ¢islo 1. Prestudujeme to teraz trochu podrobnejsie. Ak a,b € Z a
a # 0, tak hodnota

max{d € N;d|a A d|b} := (a,b)

sa nazyva najvacsi spoloény delitel’ ¢isel a,b. V pripade a = 0,b = 0
definujeme (0,0) = 0.
Priklad 10. Ak z € Z, tak (z+1,z) =1la (x+ 1,z —1) =1 alebo 2. o

V tedrii ¢isel aj v jej zovSeobecneniach, napriklad v algebre, ma vel'ky
vyznam nasledujica vlastnost najvécsieho spoloéného delitel’a. V literatire
byva niekedy uvadzana ako Bezoutova rovnost'.

Veta 2. Nech a,b € Z. Polozme d = (a,b). Potom existuji z,y € Z,

pre ktoré
d=ax+by.

Doékaz. Ak a = 0,b = 0, tak (0,0) =0 = 0-0+ -0. Teda pre tento pripad
veta plati. Nech aspon jedno, z uvazovanych ¢isel a, b sa nerovna 0. Dolezitu
ulohu bude hrat mnozina

M = {azx +by;z,y € Z}.

7 predpokladu, ze aspon jedno z ¢isel a,b je nenulové, vyplyva, ze M ob-
sahuje aj prirodzené ¢isla. Oznatme dp najmensie prirodzené ¢islo patriace
do M. Urcite plati

dp = ax + by (6)

pre nejaké z,y € Z. Z (6) dostavame d|dy, a teda d < dy. Ukazeme, ze plati
aj opacna nerovnost. Po vydelenia hodnotou dy so zvyskom dostdvame

a=aydy+r,
pricom 0 < r < dg. Zvysok r si mbézeme vyjadrit
r=a—aydp.
Ak dosadime za dy podla rovnosti (6) dostavame

r=a—aj(ax +by) =a(l — ara)r — arby.



Teda ak by platilo » > 0, tak r by bolo prirodznené ¢islo z M, ktoré by
bolo mensie ako dy — spor s minimalitou dy. Preto r = 0. To znamen4 dy|a.
Rovnakym sposobom sa dokaze aj dy|b. Preto dy je spoloény delitel a aj b,
a teda dy < d. ]

Priklad 11. Pre a,b € Z je (a,b) delitelné kazdym spoloénym delitelom a
ab. o

Priklad 12.
Pomocou vety 6 sa da dokdzat ze pre a,b, ¢ € Z plati(ac, bc) = |¢|(a,b). o

Priklad 13.
Ak a,b € Z, tak (a —b,a+b) = (a,b), alebo (a —b,a +b) = 2(a,b). o

Celé ¢isla a, b sa nazyvaju nesidelitel’'né prave vtedy, ked (a,b) = 1.
Veta 3. Celé cisla (a,b) st nesidelitel'né prave vtedy, ked
ar +by =1 (7)
pre vhodné z,y € Z.

Doékaz. Jedna implikacia vyplyva priamo z vety 6 .
Ak plati (7) a d = (a,b), tak d|1, a teda d = 1. O

Priklad 14. D sa dokédzat pre a,b € Z a # 0, 7e ( a_ b ) — 1.0
Priklad 15. Ak a,b si nenulové celé ¢isla a (a,b) = ax + by pre z,y € Z,
tak (z,y) =1.0

Priklad 16. Ak a,b1,by € Z a (a,b1) = 1, zdroven (a,be) = 1, tak aj
(a,b1be) = 1. Dokéze sa to vynasobenim rovnosti ax+b1y = 1, ax1+boy; = 1.
o

Priklad 17. Ak a,b,c € Z a (b,c) =1, tak (ca,b) =1. o

Priklad 18. Ak f je funkcia definovana na intervale [1,00), ktord ma dve
celoéiselné nestudelitelné periody, tak f(x + 1) = f(z) pre kazdé = € [1, 00).
[¢]

Veta 4. Ak a,b,c € Z a albc a (a,b) = 1, tak alc.



Dokaz. Z vety 3 dostdvame pomocou podmienky (a,b) = 1 rovnost
1 =ax + by.
Pre vhodné z,y € Z. Po vynésobeni ¢islom ¢ plati
c=c-1=acx+ bey.

Pretoze albc moézeme vyjadrit': be = ka, pre nejaké k € Z. Po dosadeni za be
do poslednej rovnosti dostaveme

¢ = acx + kay = a(cx + ky).

Priklad 19. Ak a € Z a 5|3a, tak 5|a. o
Nasledujice dva priklady su tiez na Dirichletov princip

Priklad 20. Pre kazde prirodzené ¢islo m, také ze (m,10) = 1, existuje
prirodzené ¢islo v tvare 11...1 delitelné m. o

Priklad 21. Nech m € N a q1, g2, q3, . .. je takd postupnost’ celych ¢isel, ze
(m,qn) =1 pre n € N. Potom existuje j < m, také ze m|q;...qm — 1. 0

Priklad 22. Ak a,b,c € Z, tak rovnica
axr + by = ¢,

pricom z,y sa hladaju v Z, sa nazyva linearna diofanticka rovnica.
D4 sa dokézat, ze je riesitelnd prave vtedy, ked (a,b)|c. V takom pripade
vSetky jej rieSenia su z = xg + ﬁt, Y =1y — (%fb)t kde t prebiaha Z a
0, Yo je jedno pevne dané riesenie. o

Veta 5. Nech a,b,c € Z a (a,b) = 1. Potom alc A blc = ablc.

Doékaz. Z podmienky alc vyplyva ¢ = acy. Z dalsej podmienky dostavame
blacy. Z nesudelitelnosti a a b preto vyplyva b|cy, teda ¢; = beg. Po dosadeni
za ¢ dostavame ¢ = abes. ]

Priklad 23.
Predosla veta sa da dokéazat aj rovnakym postupom ako v priklade 5. o



1.3 Prvocisla

Prirodzené &islo p > 1 sa nazyva prvocislo prave vtedy, ked pre kazdé d € N
plati d|p = d =1V d = p. St to napriklad 2,3, 5,17, 23 atp.

Priklad 24.
a) Ak p > 2 je prvocislo tak p = 4k + 1 alebo 4k + 3,
b) Ak p > 3 je prvocislo tak p = 4k + 1 alebo 6k + 3,
c) ak p =mk +n, m,n € N, je prvocislo vicsie ako n tak (m,n) = 1.
o]

Priklad 25. Ak py,ps st rozne prvocisla, tak (p1,p2) = 1. o
Priklad 26. Ak p je prvocislo a a € Z, tak p|a alebo (a,p) =1. o
Priklad 27. Ak p je prvocislo a a,b € Z a p|ab, tak p|a alebo p|b. o

Veta 6. Ak m € N a m > 1 tak hodnota min{d € N;d > 1 Ad|m} je
prvocislo.

Dokaz. Nech d je uvedena hodnota. Ak by d nebolo prvocislo, tak d = dida,
pricom 1 < dy < d,1 < dy < d. Je zrejmé, ze napriklad di|m a to je spor
s minimalitou d. O

Prirodzené ¢islo vacsie ako 1 ktoré nie je prvocislo sa nazyva zlozené
Cislo.

Veta 7. Ak m je zlozené é&islo, tak existuje prvoéislo p < \/m, také
ze p|m.

Dokaz. Ak m je zlozené ¢&islo, tak m = mymes, pricom mq > 1,mqo > 1.
Ak by m1 > /m aj mg > \/m, tak by m = mimg > m a to je spor.
Nech napriklad m; < y/m. Ak p je minimalny delitel m; rézny od 1, tak
plm ap < y/m. O

Veta 8. Existuje nekonecne vela prvocisel.

Dokaz. Predpokladajme, ze p1,...,pg st prvocisla. Uvazujme prirodzené
¢islo
m=pi...pp+ 1.

Ak p je najmensi delitel tohoto ¢isla rézny od 1, tak p je prvocislo, ale
evidentne sa p nerovnd ani jednému z prvocisel pi,...,pg. Teda ku kazdej
koneénej mnozine prvocisel existuje prvocislo, ktoré do nej nepatri. Z toho
vyplyva, ze kone¢nd mnozina nemoze obsahovat vSetky prvocisla. Teda mno-
zina prvocisel je nekonecna. O



Veta 9. Pre kazdé prirodzené &islo n > 1 existuji jednoznaéne
urcené prvocisla p; < ps < --- < pi a prirodzené é&isla o, ..., o,
také ze w o
n=pit...pp". (8)
Doékaz. Najprv dokdzeme existenciu rozkladu (47). Nech p; je minimélny
delitel n. Potom existuje a; > 1, také ze

n = pi'ng, (p1,m) =1.

Podobne dostaneme, ze pre nejaké prvocislo ps > p; plati n; = p§?ng a
(ng,p2) = 1. To znamena
n=py'pying,
pri¢om n > n; > ng. Takto po konetnom pocte krokov dostavame existenciu
rozkladu (47).
Teraz dokazeme jednoznac¢nost. Predpokladajme, ze n = ¢} ... qf * kde
Q1 < qo < --+ < @5 Su prvocisla. Potom

[ :qfl...qfs.

7 tejto rovnosti vyplyva, ze p; deli niektory z Cinitel'ov na pravej strane,
teda p1|q£- Bj. Pretoze p1,q; st prvocisla, je to mozné iba v pripade p; =g;.
Ale p; je minimdalny prvociselny delitel n, a teda musi platit p; = ¢1.
Dostaveme preto rovnost

Ptk :pfl g
Ak by bolo a1 < 1, tak po vykrateni by sme dostali

ps? ... et :p’fﬁal...qfs.

Teda p; by delilo pravi stranu, ale nedelilo Tavi. To by bol spor. Podobne
by sme dostali spor, ak by sme predpokladali a; > (1. Teda musi platit
aq = (1. Takto by sme postupne dokazali o; = 3; a k = s. O

Priklad 28. Ak a,b € N a a® = b, tak a = af a b = b} pre vhodné
a1,by € N. o

Priklad 29. Ak a,b € N, (a,b) = 1 a ab = ¢" pre dané n € N, tak
a=al,b=">].0

Priklad 30. Ak ni,no € Naa ng = pi*...pF ng = p’?l...pf’“, pricom
O‘i)ﬂi > 07 tak
(n1,n2) =n=p"...p",

kde v; = min{a;, B} pre i =1,...,k. o

10



Priklad 31. Podobnym sposobom ako nekone¢nost mnoziny prvocisel sa
da dokazat':

a) existuje nekonecéne vela prvocisel v tvare 3k + 2,

b) existuje nekone¢ne vela prvocisel v tvare 4k + 3,

c) existuje nekonecne vela prvoéisel v tvare 6k + 5. o

Priklad 32. Hlavna veta aritmetiky poskytuje aj iny pohlad na nekonec-

nost mnoziny prvocisel. Predpokladajme, ze p1, ..., pr su vSetky prvocisla.
Potom - - -
1 1 1
D R D
=" a=o =0 Py
= 1= Q=
o) o0 1
[ < 0.
TP I R

Dostali sme spor s divergenciou harmonického radu. o

Priklad 33. Zaujimavy dokaz nekonecnosti mnoziny prvocisel publikoval v
roku 1955 H. Fiirstenberg. Vyuzival pri tom topologické ivahy. Nech Ny =
N U {0}. Ozna¢me

a+(m)={a+km;k=0,1,2,...}

pricom a € Ny a m € N. Namiesto 0 4+ (m) budeme pisat iba (m). Tieto
mnoziny sa nazyvaju zvysSkové triedy modulo m. Mnozina S C Ny sa
nazyva otvorend, ak pre kazdé a € S existuje také m € N, ze a + (m) C N.
Otvorend mnozina je aj ) a N. Priamo z definicie vyplyva, Ze zjednotenie
Tubovolného systému otvorenych mnozin je otvorena mnozina.

Ak 51,855 st otvorené mnoziny a a € S1 N Sy, tak pre nejaké mi,mo
plati a + (m1) C Si,a+ (m2) C Sa. Plati a + (mims) C a+ (m1) C S1 a
a+ (mymz) C a+ (me) C Sy. Preto a4 (mymse) C S1NSy. Teda aj S1 NSy
je otvorena mnozina. Ked si uvedomime, ze

No=(m)Ul+(m)U---Um—1+ (m)

je disjunktny rozklad, dostavame, ze aj mnozina Ny \ (m) je otvorena. Nech
existuje iba koneény pocet prvocisel, oznacme ich py,...,p,. Kazdé ¢islo z
Ng okrem 1 je delitelné nejakym prvocislom. Preto

n

{1}=N0\Lnj(pg N (No\ py)

Jj=1 J=1

11



Teda mnozina {1} by bola za daného predpokladu prienikom koneéného
poctu otvorenych mnozin. To znamenad ze by to bola otvorena mnozina a to
je spor.

o]

2 Kongruencie

Ak a,b € Z a m € N tak hovorime, 7ze a a b si kongruentné modulo

m prave vtedy ked davaji rovnaky zvySok po deleni m. Ttuto skutocnost

budeme oznacovat’ a = b (mod m). Ak ¢isla a, b nie si kongruetné modulo m

hovorime, ze st inkongruetné modulo m a oznacujeme to a Z b (mod m).
Podla prikladu 5 dostavame

Veta 10. Ak a,b€Z am e N tak
a=b (modm)<= mlb—a.

Relédcia a = b (mod m) sa nazyva kongruencia modulo m.
Pomocou provnavania zvyskov sa dé odvodit, ze kongruencia modulo m
je relacia ekvivalencie, teda

Veta 11. Ak me N a a,b,c€Z, tak

a=a (mod m),

a="b (mod m)=b=a (modm),

a=b (mod m) Ab=c (mod m)=a=c (mod m).

Priklad 34. Ak r; = ry (mod m) tak

27‘('7“1 27‘('7“2 . 271'7“1 . 271'7“2
0s ( ) = COS (—) /\ sin (—) = sin ( )
m m m m

Budeme hovorit', ze celé ¢isla rq, ..., r; tvoria iplny zvyskovy systém
modulo m, ak pre kazdé i € {0,...,m — 1} existuje jediné r; také, ze r; =1
(mod m).

Priklad 35. Uplny zvyskovy systém modulo 5 je 0,1,2,3,4 ale aj 500,
421,457,658,504. o

Priklad 36. ijlny zvyskovy systém modulo m tvori m ¢éisel. o

Priklad 37. Celé ¢isla ry, ..., 7y, také, ze r; # r; (mod m) pre i # j, tvoria
uplny zvyskovy systém modulo m. o

12



Priklad 38. m po sebe iducich celych ¢isel tvori uplny zvyskovy systém
modulo m. o

Priklad 39. Pomocou prikladu 34 sa da dokazat : Ak ri,...,7, je uplny
zvyskovy system modulo m, tak

m

277 277
E cos (ﬂ) + 7 sin (ﬂ) =0.
o m m

Doélezitui tlohu maji nasledujijuce suvislosti s operdciami Sc¢itania a
nasobenia. Kongruencie sa daju $¢itat a nasobit podobne ako rovnosti.

Veta 12. Nech m € N, a,b,a1,as € Z. Potom z predpokladov
a=a; (mod m) ab=b; (mod m), vyplyva
a+b=a;+0b; (mod m) aaa; =bb; (mod m).

Dokaz. Dokazeme iba druhu cast’. Prvu si dokéaze pripadny ¢itatel sam.
Plati rovnost

aa) — bbl = al(a — b) + b(a1 — bl).

Podla predpokladu su oba S¢éitance na pravej strane delitelné ¢islom m a
teda m|aa; — bb;. O

Priklad 40. Podla predoslej vety sa dé dokdzat napriklad, ze ¢islo 6™ + 4 -
11" je deliteIné piatimi pre kazdé n € N. o

Priklad 41. Plati kongruencia
10=1 (mod9),
a teda podla vety 12 dostavame
10"=1 (mod9),n=1,2,3,....

Po jednoduchych tvahéch z toho vyplyva, ze kazdé prirodzené ¢islo je kon-
gruentné so svojim cifernym si¢tom modulo 9.

Priklad 42. Ako uz bolo spominané, kazdé redlne ¢islo sa da vyjadrit v
tvare g - adického rozvoja, g > 1. Dokazeme, Ze ¢islo je raciondlne prave
vtedy, ked je jeho g - adicky rozvoj periodicky. Staci to dokazat pre prvky
[0,1). Ak je rozvoj daného ¢&isla periodicky, tak pomocou suctu geomet-
rického radu sa da vypocitat zlomok, ktorému sa dané ¢islo rovna.

13



Naopak, nech a = %. Potom podla prikladu 42 plati
a=0,a1a0a3...,
kde a,, = [%rn}, pricom

1

r=pg" " (mod q).

Hodnoty 7, st z mnoziny {0,...,q — 1}, preto aspon raz sa musi nejaka
opakovat. To znamena, ze existuje ng,s € N také, ze r,, = rp,4s. Teda

pg" "t =pg™ T (mod g).
Z toho vyplyva, ze pre n > ng plati
pg" t=pg"tTt (mod g),

a teda r, = rp4s a teda a, = apys. ©

Priklad 43. Ak f(z) je polyném s celo¢iselnymi koeoficientami a r; = rg
(mod m), tak f(r1) = f(r2) (mod m). o

Priklad 44. Ak rq,...,ry je Uplny zvyskovy systém modulom m, tak

-1
7“1+--~+7’m:m(m2) (mod m).

Priklad 45. Ak f(x1,...,2,) je symetricky polyném s celoéiselnymi koe-
ficientami a rq, ...,y je uplny zvyskovy systém modulo m, tak

f(ri,...,rm) = f(0,...,m —1) (mod m).
o
Veta 13. Nech m € N, a,b,c € Z. Ak (¢,m) =1, tak
ac=bc (mod m)=a=b (modm).
Dokaz. Z predpokladu vyplyva
m|bc —ac = (b—a)c.
Pretoze (c,m) = 1, dostdvame takto m|b — a. O

Priklad 46. Ak ry,...,7y, je Gplny zvyskovy systém modulo m a (a,m) =
1,b € Z, tak aj ar1 + b, ..., ary, + b je uplny zvyskovy systém modulo m. o
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Priklad 47. Ak platia predpoklady predoslého prikladu, tak

ary +b army +b m—1
(o ) ot
m m 2

Vyplyva to z prikladu 2, odkial vieme, ze zvySok ¢ € Z po deleni m je m{%}
(]

Priklad 48. Nech mji,ms € N st nesudelitelné. Predpokladajme dalej,

Z€e T1,...,Tm, je uplny zvyskovy systém modulo m; a si,..., Sy, je uplny
zvyskovy systém modulo mo. D4 sa dokézat, Ze v takom pripade je rjmg +
sgmi,j =1,...,my,k =1,...,mq, Uplny zvySkovy systém modulo mims.

o

Priklad 49. D4 sa dokdzat : Ak (a,m) = 1, tak existuje n > 1 také, ze
a™ = 1 (mod m). Vyplyva to z toho, ze aspon dva razy sa v postupnosti
a,a?,a’, ..., musi vyskytnit rovnaky zvysok po deleni m. o

Ak (a,m) =1 tak najmensie take k € N pre ktoré
a*=1 (mod m)
sa nazyva rad a modulo m. Oznacovat’ ho budeme ord,,(a).
Priklad 50. ord;(2) =4, ord7(2) =3. 0
Veta 14. Ak me N, a€Z a (a,m) = 1. tak
a*=1 (mod m) < ordy,(a)|n.
Dokaz. Jedna implikéacia je trividlna. Dokazeme druht. Nech
a*=1 (mod m).

Ak r = ord(a), tak mozeme delit’ so zvyskom a dostdvame n = rk+r’ pricom
" €{0,...,r — 1}. Po dosadeni do danej kongruancie za n dostdvame

/

a” =1 (modm).

Ak by bolo 7 > 0 dostali by sme spor s minimalitou r. Preto ' = 0 a teda
r|n. ]
Za prepokladov predoglej vety z nej vyplyva

ni

a™ =a" (mod m) < n; =ny (mod ord(a)). (9)

15



Priklad 51. Ak (a,m) = 1,0 #1 (mod m) a p je také prvocislo, ze a? =1
(mod m), tak p = ord,,(a). o

Priklad 52. Ak (a,m) = 1, a a™ =1 (mod m), a™* = 1 (mod m), pre
nejake ni,ny € N, tak ord,,(a)|(n1,n2). o

Priklad 53. Nech a, b su celé ¢isla nesidelitelné s danym m € N. Predpok-
ladajme, ze ord,,(a),ord,,(b) si nestudelitelné. Dokazeme, ze

ord,,(ab) = ord,,(a)ord,,(b).

Je zrejmé, ze
(ab)ord’”(a)ordm(b) =1 (mod m).

Nech pre r € N plati (ab)” =1 (mod m). To znamend
abt"=1 (mod m).

Ak umocnime tito kongruenciu na ord,,(b), dostavame

ord,, (b)r =1

a (mod m).

Preto z vety 14 vyplyva ord,, (a)|ord, (b)r. Pretoze ¢isla ord, (a) a ordy, (b)
st nesuidelitelné dostédvame ord,,(a)|r. Uplne rovnako dokdzeme ord,, (b)|r,
a teda ord,,(a)ord,,(b)|r. o

Priklad 54. Pomocou predoslého prikladu dokazeme:
Ak R = max{ord,,(z); (z,m) = 1}, tak pre kazdé a € Z také, ze (a,m) =1
plati

ord,,(a)|R.

Nech by to neplatilo. Potom v kénonickom rozklade R sa vyskytuje niek-
toré prvocislo s mensim exponentom ako v niektorom ord,,(a), pre nejaké
a, (a,m) = 1. Ozna¢me toto prvocislo p. Predpokladajme, Ze p vystupuje v
kédnonickom rozklade ord,,(a) a exponentom « € N a v kdnonickom rozk-
lade R s exponentom f3, pricom B > a. Nech R = pRy a (p,R;) = 1 a
ord,,(a) = p*A a rovnako (p, A) = 1. Cislo a? je rddu p® modulo m. R je
rddom nejakého prvku Z*,. Oznaéme ho b. Potom v je radu R;. Ale podla
predoslého plati (R, p®) = 1. Podla predoslého prikladu je ¢islo a4bP” radu
pPRy > R. To je spor s maximalitou R.
o]
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2.1 Eulerova funkcia

Nech m € N. Ozna¢me
Zy, ={j €N;j <m,(m,j) =1}

Celé cisla 71, ..., budeme nazyvat redukovany zvyskovy systém mod-
ulo m, ak pre kazdd hodnotu j € Z7, existuje jediné ¢,1 < ¢ < k také, ze

re=j (mod m).

Prikladom takéhoto systém je napriklad Z},, dajme tomu aj {—j;j € Z%,}.
Je zrejmé, ze kazdy redukovany systém modulo m obsahuje tolko prvkov
kolko Zy,. Pocet prvkov redukovaného zvyskového systému modulo m bude-
me oznacovat’ p(m). Tato funkcia sa nazyva Eulerova funkcia.

Priklad 55. Ak s1,...,8,(4,) su celé ¢isla nesudelitelné s m, navzdjom
inkongruetné modulo m, tak tvoria redukovany zvyskovy systém modulo m.
(¢}

Priklad 56. Ak s1,...,S,(n) je redukovany zvyskovy systém modulo m a
a € Z pricom (a,m) = 1, tak aj asi,...,as,(my) je redukovany zvyskovy
systém modulo m. o

Priklad 57. Nech mq,mo si nesudeliteIné prirodzené éisla. Predpoklada-

jme, 7Ze T1,...,Ty(m,) je redukovany zvyskovy systém modulo m; a cisla
815y Sp(my) tvoria redukovany zvyskovy systém modulo mg. Dokdzeme,
ze

rima 4+ spma,j =1,...,0(m1) k=1,...,¢0(m2),

je redukovany zvyskovy systém modulo mims.

Najprv dokazeme, ze tieto ¢isla su nesudelitelné s mimo. Vyplyva to z
toho, ze (rjma + spmi, m1) = (rjma, m1) = 1. Rovnako dostdvame (r;msg +
spmy, mg) = 1. Preto dané ¢isla su nesidelitelné aj s miymeo.

Nech z € Z a (z,mymsz) = 1. Pre vhodné a,b € Z plati

1 =amj + bma, (a,ma) =1, (b,my) = 1.

Potom
z=2z-1=zamy + zbma. (10)

Z toho, ze (za,mg) =1 a (zb,m1) = 1 dostavame, ze existuju j, k pre ktoré

za = s, (mod ma),zb=r; (mod my).
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To znamena za = s+ lama, zb = 1; +¢1m1. Po dosadeni do (10) dostdvame
z = spmy + Limimg + rymo + Lomyma = spmy +ryme (mod myma).

To, ze tieto ¢isla st inkongruetné modulo mims sa dokéze rovnako ako v
priklade 48.

7 tohoto prikladu vyplyva aj
Veta 15. Ak mi,ms € N a (mq,mg) =1, tak
p(mima) = o(m1)e(ms).

Ak tuto vetu pouzijeme na kanonicky rozklad prirodzeného cisla m =
pit ... pon, tak po istych dpravach dostaneme

p(m) = mjli[l (1 - plj) (11)

Priklad 58. Nech m € N a d|m. Oznacme
Sa={j€N;j<m,(j,m)=d}.

Potom a € Sy prave vtedy, ked a = aid pricom (a1, %) = 1. Z toho vyplyva
1Sa|l = ¢(%). Preto ak 1 = dy,...,ds = m st vietky prirodzené delitele m,

tak
=3 ()

Jj=1

To je ekvivalentné s rovnostou

m=""o(d;). (12)

j=1

Priklad 59. Dokazeme rovnost

> =, (13)

, 2
j<m
(m,j)=1
pre m € N. Nech dy,...,ds su vSetky delitele m mensie ako m okrem 1.

PodIa predos§lého prikladu v tomto pripade mame

iw(g;) =m—1—p(m). (14)
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Sumu na lavej strane (13) mozeme vyjadrit

> j=mms j (15)

j<m k=1
(m,j)=1 (J,

<.
KAV
3

dy,

Rovnost' (j,m) = dj plati prave vtedy, ked j = ldy, a (¢, %) = 1. Preto

Yood= > dl=dy Y L
i<m dﬂ £<";
(J m) dk: (f m) (f TZ)

Po dosaden{ do (15) dostdvame

. m(m—1)
POIEELLEUES S D (16)
i<m k=1 <
(m,j)=1 (6, ™)=1

Teraz mo6zeme postupovat’ matematickou indukciou. Pre m = 1 rovnost’ (13)
plati . Predpokladajme, ze plati ak do (13) dosadime za m ¢isla mensie ako
m. Potom z rovnosti (16) dostdvame

S

1) m m
(J%; ‘7__2;<p<dk>
m,j)=1

A teda podla (14) dostédvame, ze tvrdenie plati aj pre m. o
2.2 Eulerova veta
Veta 16. Ak m € N a a € Z, kde (a,m) =1, tak

a?™ =1 (mod m).

Dokaz. Nech ay, ..., ar, k = ¢(m), je redukovany zvyskovy systém mod-
ulo m. Potom aj aai,...,aa; je redukovany zvyskovy systém modulo m.
Preto

aay - agg =aj----+...a (mod m).

aFlay - ---- ag) =ayp - ...ap (mod m).



Po vykrateni oboch stran faktorom aj - --- - ...ay dostavame

a* =1 (mod m).

Priklad 60. Ak (a,m) =1a a! je inverzny prvok k a modulo m, tak
a”'=a?™~1  (mod m).

Priklad 61. Z predoslej vety vyplyva, ze pre m € N a a € Z také, ze
(a,m) =1 a prirodzené ¢isla r = ry (mod ¢(m)) plati

T1 T2

at=a" (mod m).

Priklad 62. Ako sme uz dokézali skor, kazdy zlomok % sadaprege N, g >
1 vyjadrit’ v tvare periodického g - adického rozvoja
g =z4+0,ay1...ax¢1 .. Cn,

pricom hodnota 0,a; ...ax sa nazyva predperiéda. Ak ma predperiéda 0
¢islic ,teda neexistuje, rozvoj nazyvame rydzoperiodicky. Dokazeme, ze g
- adicky rozvoj zlomku %, (p,q) = 1 je rydzoperiodicky prave vtedy,
ked (q,g) = 1. Mozeme predpokladat % €[0,1).

Ak

p
f:O,al...an,
q

tak
g”B:Z+O,a1...an:Z+B,
q q

kde Z € N. Z toho po uprave vyplyva

(9" —1)p=Zq.
Z tejto rovnosti a podmienky (p,q) = 1 vyplyva ¢|l¢g"” — 1. To znamena

(9:9) = 1.
Naopak, nech (g,q) = 1. Ak sa vratime k prikladu 42, vieme, ze

— =0,a1a0a3 ...
pricom a, = [%m], kde 7, € {0,...,¢— 1} a

rn=pg"! (mod gq),

pre n = 1,2,3,.... Z toho vyplyva podla Eulerovej vety r, = 7,4,
(mod q). A teda an = ayqp(q) Pre kazdé n =1,2,3,....
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Priklad 63. Nech 2 = 0,a;...an,, je g - adicky rozvoj. Sucislie a; . .. a, sa
nazyva minimalna periéda daného zlomku, ak pre kazdé k <nacy,...,c,
¢ < g—1 plati

E#O,cl...ck.
q

V takom pripade z Eulerovej vety vyplyva, ze dizka minimélnej periddy je
delitelom ¢(q).

M. Kucera uvadza v Rozhledoch Matematicko Fyzikalnich tzv. Midyho
vetu.

Priklad 64. Midyho veta hovori o dekadickom rozvoji zlomku %, p > 5 je

prvocislo: Ak L = 0,a1az ... G2, mA minimélnu periédu parnej diiky,
tak a; + apys = 9,4 = 1,...,n. Dokéaze sa to takto: Ozna¢me si z =
Q1 ...0n,Y = Qpy1 ... G2y Prirodzené x, y s prislusnym dekadickym rozvojom.
Potom dostdveme

102n
p

1
=10"""tz 4+ 10"ty + o

To moézeme upravit na tvar

102" — 1

o= 1021y 10" 1y = 10" 110"z + ¥). (17)

Z toho vyplyva, ze p|10?" — 1 = (10" — 1)(10™ +1). Ak by platilo p[10™ — 1,
tak 10" =1 (mod p) a dostdvame spor s tym, Ze miniméalna periéda daného
zlomku je 2n. Preto musi platit p|10™ + 1. Z rovnosti (17) teda vyplyva
10" — 110"~ (10" + y). To znamend 10" — 1|10z +y = (10" — 1)z +z +y.
Nakoniec dostavame 10" — 1|z + y. Preto

z+y=k(10"—1), k € N.

7 dekadického rozvoja x,y vyplyva, Ze obidve ¢isla si mensSie ako 10™. Z
poslednej rovnosti preto vyplyva k(10" —1) < 2-10". To je mozné len vtedy,
ked k = 1. Preto x +y = 10" — 1. Z toho vyplyva tvrdenie.

Priklad 65. Postup z predchddzajiceho prikladu sa da zovSeobecnit. Ak
m je také prirodzené ¢islo, ze pre nejaké n € N plati m|10™ + 1, tak

1

— = O,CLl...agn,

m

pricom a; + an+s =9, 0 =1,...,n.
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Kucera v spominanom ¢anku uvadza aj tzv. Ginsbergovu vetu, ktord
Studuje pripad % =0,a1...a3n,.
Ak p je prvoéislo, tak ¢(p) = p — 1. V tomto pripade preto z Eulerovej
vety vyplyva
(a,p)=1=aP' =1 (mod p). (18)

Po vynasobeni tejto kongruencie dostavame tvrdenie, ktoré nesie néazov
Mala Fermatova veta:

Veta 17. Ak p je prvocislo, tak pre kazdé celé ¢islo a plati
a’ =a (mod p).
Priklad 66. Ak p je prvocislo k € {1,...,p — 1} tak p| (1,;) Preto playi
(a+0b)P =a” + b (mod p).

Takto sa dda Mald Fermatova veta dokazat nezavisle od Eulerovej vety
matematickou indukciou.

Priklad 67. Ak p je prvocislo a s1,. .., sp je Giplny zvyskovy systém am € N
pricom p — 1|m, tak z (18) dostdvame

si'=-1 (mod p).

p
=1

J

Hodnota R z prikladu 54 je delitellom ¢(m). Ale, ako uvidime neskor,
pripad R = p(m) je velmi zriedkavy. Z vety 10 vyplyva

Veta 18. Ak mj, mo st nesudelitelné prirodzené ¢isla a a,b € Z, tak
a=b (modmi)Aa=b (modmsy)<a=b (modmims)

Priklad 68. Nech m € N je prirodzené ¢islo, ltoré ma v kanonickom rozk-
lade aspon dve nepéarne prvoéisla. Potom pre kazdé a € Z plati

(m
5 =1 (mod m).

Ak m obsahuje v kénonickom rozklade dve neparne prvocisla, tak sa d&
vyjadrit v tvare m = mymsg, pricom (mq,mg) = 1 a kddé z tychto cisel
je delitelné neparnym prvocislom. To znamend, ze ¢(m;1), p(msg) si parne

e(m)
2

¢isla. Potom ¢(mq)| a teda

a2 =1 (modmy).
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Rovnako sa d& dokazat aj

(m)
a2 =1 (mod my).
Podla vety 18 to znamend
(m)
oz =1 (mod m).

2.3 Sifrovanie

Z predoslého prikladu vidime, ze v pripade r =1 (mod ¢(m)) plati

r

a"=a (modm), (19)

ak (a,m) = 1.

Pomocou tychto vysledkov Ron Rivest, Adi Shamir, Leonard Adleman
vytvorili algoritmus na Sifrovanie a desifrovanie informécii . Podla prvych
pismen ich priezvisk nesie tento algoritmus nazov RSA. Spravu, ktoru chce-
me zasifrovat, zakédujeme do ¢isla a. Zvolime s € N také, ze (s, p(m)) = 1.
Spravu zaSifrujeme tak, Ze toto ¢islo umocnime na s modulo m, teda

b=a® (mod m).

Hodnotu b posleme primatelovi. Predpokladdme pritom, ze primatel poznd
hodnotu p takid, ze ps = 1 (mod ¢(m)). Tento potom vypocita b¥ modulo
m a dostava

a="b" (modm).
Vsetci poznaji m aj s. Primatel pozna p. Otazkou je do akej miery je
tato ifra bezpeéna. Ci to niekto nepovolany nedesifruje. Odosielatel pozné
naviac aj hodnotu ¢(m). Prave vdaka nej vypocita ¢islo p, pretoze

p=s?@M=L (mod o(m)).

Trik je prave v tom, ze nikto okrem odosielatela nepozna hodnotu ¢(m).
Téato hodnota sa vypocita I'ahko, ak poznadme rozklad m na prvocinitele.
Cislo m vyberieme prave tak aby sa tento rozklad hladal ”zlozito”. Ak py, pa
st prvocisla a m = p1pa, tak p(m) = (p1 — 1)(p2 — 1). V tomto pripade je
napriklad p; korenom rovnice

elm) = (o= 1)(m —1).

Z tohoto vidime, ze vypocitat hodnotu ¢(m) je v tomto pripade rovnako
"zlozité” | ako najst kanonicky rozklad m.
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Priklad 69. Aky je kdnonicky rozklad ¢isla m = 11021 ak vieme, ze p(m) =
108127 o

2.4 Polynomické kongruencie, Lagrangeova veta
Ak f(x) je polyném z celoc¢iselnymi koeficientami, tak kongruencia
f(z)=0 (mod m) (20)

sa nazyva polynomicka kongruencia modulo m, pre dané m € N. Celé
¢islo sa nazyva rieSenie tejto kongruencie, ak jeho dosadenim dostaneme
platni kongruenciu. RieSenie sa nazyva primitivne ak patri do mnoziny
{0,...,m—1}.

Veta 19. Kongruencia (20) je rieSiteIna prave vtedy, ked ma aspon
jedno primitivne riesenie. Celé ¢isla tvaru z’+tm, kde 2’ je primitiv-
ne rieSenie a t € Z st potom vsetky jej rieSenia.

Priklad 70. Uvazujme kongruenciu
7Tx4+6=0 (mod 12).

Vieme, ze 72 = 49 = 1 (mod 12). Ked tito kongruenciu vybasobime 7
dostavame
r+42=0 (mod 12),

¢o znamena
r+6=0 (modl12)< x=6 (mod12).

Preto primitivne rieSenie je 6 a vSetky rieSenia st 6 + 12t,t € Z. o
Priklad 71. Ak a,b € Z , m € N a (a,m) = 1, tak kongruencia
ar+b=0 (mod m) (21)
ma jediné primitivne rieSenie. V tomto pripade
z=—ba?™71  (mod m).
o

Priklad 72. Ak v predoslom priklade vynechdme podmienku (a,m) = 1,
tak sa dd dokédzat, ze konngruencia (21) je riesitelnd prave vtedy, ked
(a,m)|b a v tom pripade m& (a,m) primitivnych rieSeni . o
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Veta 20. Nech f(z) je polyném z celoCiselnymi koeficientami. Ak
p je prvocislo a kongruencia

f(2)=0 (mod p)

ma viac primitivnych rieSeni ako je stupen polynému f(z), tak
v8etky koeficienty tohoto polynému st delitePné p.

Dokaz. Budeme postupovat indukciou podla stupna f(x). Ak je to
polyném linedrny tak f(z) = ajz + ag. Nech x; # 9 st dve primitivne
rieSenia. Potom

a1x1 +ap =0 (mod p)

ajre +ap =0 (mod p).

Ak odéitame prva kongruenciu od druhej, dostdvame
ai(za —x1) =0 (mod p).

Z toho, ze xo — x1 Z 0 (mod p) vyplyva a3 = 0 (mod p) a teda aj ag = 0

(mod p).

Predpokladajme, ze veta plati pre polynémy stupna n — 1 a f(x) je
polyném stuptia n a x1,...,Zp+1 SU primitivne rieSenia uvazovanej kongru-
encie. Mozeme si vyjadrit

f(x) = g(z)(x —z1) + ¢, (22)

kde g(z) je polyném s Celoc¢iselnymi koeficietami. Ak dosadime do tohoto
vyjadrenia x1, dostavame

f(@1) =g(z1)(z1 —x1) +¢=0 (mod p),
a teda ¢ =0 (mod p). Inak povedané plc. Z toho vyplyva
f(z) =g(x)(x —z1) (mod p).

Postupnym dosddzanim do tejto kongruencie dostavame g(z;) =0 (mod p)
pre j = 2,...,n+ 1. Teda kongruencia

g(x) =0 (mod p)

ma aspon n primitivnych rieSeni . Preto podla indukéného predpokladu s
vSetky koeficienty tohoto polynému delitelné p. Z vyjadrenia (22) vyplyva
to isté pre polyném f(x). O
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Priklad 73. Nech p > 2 je prvocislo. Uvazujme polyném
fx)=(x+1)...(z4+p—1)—aP 1 4+1.

Z malej Fermatovej vety vyplyva, ze vSetky j = 0,...,p — 1 s primitivne
rieSenia kongruencie

f(z) =0 (mod p).

Ale stupen tohoto polynému je najviac p — 2. Preto vSetky jeho koeficienty
su delitelné p a teda aj konstatny koeficient. Teda plati

p—D'+1=0 (mod p).
Tato kongruencia sa nazyva Wilsonova veta. o

Priklad 74. Pomocou rozvoja exponencialnej funkcie do Taylorovho radu
sa d4 dokazat rovnost

€® = cosa +isina,a € R.
7 tejto rovnosti vyplyva

2 = 1 = q € Z.

Teda ak p je prvocislo a ¢ € Z tak

Z 2mide
2T =0,
Jj=0
akptca
p—1 .
2mils
e P _p7
Jj=0

ak ple. Z toho vyplyva, ze pre polyném z celo¢iselnymi koeficientami f(x)
sa pocet primitivnych rieSeni kongruencie

f(x)=0 (mod p)

rovna
p—1p—1

; Z Z 2mittE

=0 =0
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Priklad 75. Ak si uvedomime, ze kongruencia
#*=0 (mod p)

mé jediné primitivne rieSenie pre k € N, dostavame z predoslého prikladu

rovnost’
p—1lp—1

Z Z 627”'% =p.

j=0 z=0

2.5 Primitivne korene

Ak m € N tak a € Z sa nazyva primitivny korein modulo m ak pre kazdé
J € Z}, existuje n € N také, ze a” =1 (mod m). Inymi slovami primitivny
koren je celé ¢islo nestudelitelné s m, ktoré ma rad ¢(m) modulo m.

Priklad 76. 2 je primitivny korenn modulo 5. Alebo 3 je primitivny koren
modulo 7. o

Veta 21. Nech p je prvocéislo. Potom pre kazdé d, ktoré je delitefom
p — 1, existuje prave p(d) prvkov Z; radu d.

Dokaz. Kongruencia
z?=1 (mod p) (23)

maé najviac d rieseni . Predpokladajme, ze existuje a € Z, také, ze ord(a) =
d. Potom zvysky 1,a,...,a% ! po delenf p st vietky rézne a si primitivnymi
rieSeniami kongruencie (23). Preto st to vSetky primitivne riesenia tejto kon-
gruencie. Teda kazdy prvok radu d z Z%, je v tvare a¥, (k,d) = 1. Oznaéme
A(d) pocet prvkov radu d v v Z,. Z predslého vyplyva, ze A(d) = 0 alebo
A(d) = ¢(d). Nech dy, ..., dy st vsetky delitele p — 1. Potom

Adi) 4+ -+ Ade) =p— 1.

Vieme vsak, ze
@(di) + -+ o(de) =p—1.

Preto musi platit A(d;) = ¢(d;) pre j =1,..., 7. O
Z tejto vety vypliva, ze existuje ¢(p — 1) primitivnych korenov modulo
p.
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Priklad 77. Existencia primitivneho korena modulo p vyplyva aj z prikladu
54 a Lagrangeovej vety. Ak R je maximélny rad prvkov modulo p, tak kazdé
a € Zj, je primitivnym rieSenim kongruencie 2 — 1 = 0 (mod p). Podla
Lagrangeovej vety je to mozné iba v pripade R=p—1. o

Vdaka existencii primitivneho korena modulo p mézeme definovat isti
obdobu logaritmu. Ak a € Z,(a,p) = 1 a g je primitivny koren modulo p,
tak existuje jediné ¢islo n € {0,...,p — 2} také, ze

n

a=g" (mod p). (24)

Tto hodnotu n nazyvame index a modulo p pri zédklade g. Oznacujeme
juindg(a). Z toho, ze g je rddu p — 1 modulo p, dostavame

indy(ab) = indy(a) 4+ indy(b) (mod p — 1), (25)

pre a,b € Z, (a,p) = (b,p) = 1.
Index sa da pouzit hfadani rieSenia exponencidlnych kongruencii .

Priklad 78. Ktoré = € N vyhovuji kongruencii 3* +4% = 1 (mod 5) ? Cislo
2 je primitivny koreri modulo 5 a

3=2% (mod5),4=2% (mod5).
Kongruenciu, ktoru rieSime, dostavame takto do tvaru
237 4+ 922 =1 (mod 5).
Ak si oznacime t = 2%, tak musi platit
t3+t*=1 (mod 5).

Teda sme dostali polynomicki kongruenciu. Jej primitivne riesenie je t = 3.
Teda 2¥ =3 (mod 5) a preto z = 3 (mod 4).

Priklad 79. Nech p > 2 je prvocislo a sq,..., s, je uplny zvyskovy systém
modulo p. D4 sa dokdzat, ze v pripade m € N p — 14 m plati

s7' =0 (mod p).

p
=1

J

Ak g je primitivny korenn modulo p, tak
g" #1 (mod p). (26)
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Z druhej strany aj gsi, ..., gs, uplny zvyskovy systém modulo p a teda

p
m
Zsj

=1

p
Z gSJ HlOd p)v

j=1

.
<.

¢o znamena

p
m
Zsj

=1

p
m Z 7" (mod p).
j=1

Z vlastnosti (26) vyplyva dokazovand kongruencia.

.

Priklad 80. Pomocou predchadzajiceho prikladu sa dé dokazat: Ak f(x)
je polynom z celociselnymi koeficientami stupna mensieho ako p — 1, tak

P
Zf =0 (mod p).

Jj=1

Priklad 81. Pomocou prikladu 67 sa d4 dokazat trochu vSoebecnejsie tvr-
denie : Ak f(x) = apx™ + -+ + ag,a¢ € Z, tak

Zf(sj)z— Z a¢ (mod p).

j=1 <n
p—1}¢
7 prikladu 68 vidime ze, ak m € N ma aspon dva neparne prvociselné
delitele, tak neexistuje primitivny korenn modulo m. Teraz vyjasnime, ako to
vyzerd v ostatnych pripadoch.

Priklad 82. Nech p je prvocislo. Ak a € N, (a,p) = 1, je taky primitivny
korent modulo p, ze aP~! # 1 (mod p?), tak sa d4 dokazat, Ze a je primitivny
koreii modulo p?. Vyplyva to z toho, Ze rad éfsla a?~! modulo p? moze byt
p — L alebo (p—1)p = p(p?).

Veta 22. Nech p je prvocislo. Ak g je taky primitivny koren modulo
D, Ze

gt #£1 (mod p?), (27)
tak g je primitivny koren modulo p® pre a =2,3,4,....

Dokaz. Staci dokdzat, ze rad prvku g modulo p® je ¢(p®). Vieme, zZe
g(p71)pa—1 = 1 (mod p%). Z toho vyplyva, ze rdd prvku gP~! je B, pre
vhodné 8 < a. Predpokladajme

gP VP =1 (mod p*). (28)
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Hodnotu ¢P~! si mozeme vyjadrit v tvare
gt =1+ kp,
pre vhodné celé ¢islo k. Podl'a binomickej vety si preto moézeme vyjadrit
g = (1+ /{:p)pa_2 =1+kp® ! (mod p%).

Ak to porovname s (28), dostavame

kp® 1 =0 (mod p%).
Z toho vyplyva p|k a teda

g#7t=1 (modp?),
a dostdvame spor s (27). O

Priklad 83. Napriklad 2 je primitivny koren modulo 5% pre a = 1,2,3,....
Rovnako tak je 2 aj primitivny koreni modulo 7¢.

Ak g je primitivny koreii modulo p, ktory nespiiia podmienku (27) a
p # 2, tak jednoduchou tpravou podla binomickej vety sa d& dokazat, ze
a+ p je primitivny koren modulo p, ktory tito podmienku splia. Preto plati

Veta 23. Ak p # 2 je prvocislo a a € N, tak existuje primitivny
koren modulo p“.

In4 situacia je pri prvocisle 2.

Priklad 84. Matematickou indukciou sa da dokazat’, ze pre kazdé neparne
prirodzené ¢islo a plati

W(Qa) 2&72
2

a =a =1 (mod 2%).
pre a = 3,4,5.... Teda ani v tychto pripadoch primitivny koren neexistuje.

Veta 24. Ak a =3,4,5,... , tak pre kazdé neparne cislo a existuju
jedonoznaéne uréené j; € {0,...,2°2 — 1} a j, € {0.1} také, ze

a=512%-1)2 (mod 2%).

30



Dékaz. Staci dokdzat, ze 5 je radu 2072 = @ Z predoslého prikladu

dostiaveme
2@72

5 =1 (mod 2%).

Ak by 5 mala nizsi rad ako chceme dokazat, muselo by platit

2a—3

5 =1 (mod 2%). (29)

Vieme, ze 5 = 1 + 4, a preto podl'a binomickej vety dostavame
527 =142 (mod 2%).
Porovnanim s (29) dostdvame spor. O

Priklad 85. Podobnym spésobom sa dé dokézat, ze
92" =1 4 202 (mod 2%)

pre a > 4.

2.6 Kvadratické zvysky

Prdpokladajme, Ze p je neparne prvocislo. Celé ¢éislo a, (a,p) = 1, sa nazyva
kvadraticky zvySok modulo p prave vtedy, ked je rieSiteInd kongruencia

z?=a (mod p). (30)

Dosadim do Eulerovej vety vidime, ze ak a je kvadraticky zvysok, tak a je
korenom kongruencie
o

27 =1 (mod p). (31)
Nech g je primitivny korenn modulo p. Dané ¢islo a mozeme vyjadrit’ v tvare

a=g¢" (modp), k=1,...,p—1.
Pri tomto vyjadreni vidime, Zze a je kvadraticky zvySok prave vtedy, ked
k je parne cislo. Teda existuje presne % kvadratickych zvyskov modulo
p. Kongruencia (31) méze mat najviac % rieSeni modulo p. Preto a je
kvadraticky zvySok prave vtedy, ked spfﬁa tuto tuto kongruenciu.
Cislo a € Z, (a,p) = 1, ktoré nie je kvadratickym zvyskom modulo p sa
nazyva kvadraticky nezvysSok modulo p.
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Ak si spomenieme na rozklad polynému t2 — 1 = (¢t — 1)(t1), tak z Eu-
lerovej vety dostavame

p—1 p—1

(a2 —1)(a2 +1)=0 (mod p),

pre a € Z, (a,p) = 1. Teda pre kazdé a € Z, (a,p) = 1 plati o’ = +1
(mod p). Pretoze kongruencia (31) nemd viac ako % rieSeni modulo p,

vyplyva z toho nasledujice kritérium:

Veta 25. Ak p # 2 je prvoéislo a a € Z, (a,p) = 1, tak
a) a je kvadraticky zvySok modulo p prave vtedy, ked

p—1

a2 =1 (mod p),
b) a je kvadraticky nezvySok modulo p prave vtedy, ked
a? =-1 (mod p).

Priklad 86. Z predoslej vidime, ze p — 1 je kvadraticky zvysok modulo p
prave vtedy, ked p =1 (mod 4).

Priklad 87. Z vety 25, vyplyva aj to, ze ak aj, as st kvadratické nezvysky
modulo p, tak ajas je kvadraticky zvySok modulo p. Samozrejme aj iné
kombinécie.

Priklad 88. Veta 25 sa da niekedy pouzit na rychle zistenie ¢i dané a je
kvadraticky zvySok modulo p. Napriklad pri ndsobeni modulo 7 vidime, ze
53 = —1 (mod 7) a teda 5 je kvadraticky nezvysok. Ale 5* = 1 (mod 13) - 5
je kvadraticky zvysok modulo 13. Pri vacsich prvocislach je to uz vypoctovo
narocnejsie.

Priklad 89. Ak p = 4k+3 a (a,p) = 1, tak podla vety 25 plati a®**2 = +a
(mod p). Teda a je kvadraticky zvySok modulo p prave vtedy, ked

a®**?=0a  (mod p).

V tomto pripade +aF*!

p.

modulo p st véetky riesenia kongruencie (30) modulo

V pripade, ze prvocislo p je velké, su hore uvedené postupy vypoctovo
narocné a teda pomalé. Odvodime si rovnosti, resp. kongruencie, ktoré tieto
postupy nahradia ovela rychlejsimi.
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Veta 26. Nech p # 2 je prvocislo a a € Z,(a,p) = 1. Ozna¢me sym-
bolom S pocet takych jed{l,. %}, pre ktoré zvysok cisla aj po
deleni p prevysuje 25~ Potom

p—1

az =(-1)% (mod p).

Doékaz. Mnozina, ¢isel

p—1 p—1
—7,...,—1,0,1,...7}
-5 2

p—1
2

zvySok po deleni p, ktory neprevysuje %, tak je kongruentné s nejakym
kj.l < kj < L
Ak dany zvySok prevysuje % tak aj je kongruentné s —k;. Takychto
zvyskov je prave S a teda aj = +k; (mod p). Znamienko — je prave pri S
prvkov j. Ak tieto kongruancie vynasobime, dostdavame
p—1 D — 1

aT-1-2-...75(—1)Sk1k2...kp;1 (mod p). (32)
2

Tvori tplny zvyskovy systém modulo p. Preto ak ¢islo aj,j =1,..., mé

Ak sa nam podari dokézat
J# = k;j # ke, (33)
tak {k1,...,kp-1} ={1,..., %} Z kongruencie (32) preto vyplyva
2

B -1 -1
't 1.2 . =S12.. 5 (modp).

Z ¢oho po vykréteni dostavame tvrdenie vety. Aby sme dokazali (33), uvazuj-
me k; = k¢, Potom
aj = +al (mod p),

teda
j==+f (mod p).

To je mozné iba ak j = £, pretoze 1 < k, ¢, < pT_l. O
7 tejto vety vidime, Zze a je kvadraticky zvySok prave vtedy, ked S je
parne cislo.

Veta 27. Pre S z vety 26 plati

g{?aﬂ] mod 2)
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Dokaz Hodnotu aj si moézeme vyjadrit

-1
aj =kp+nr,re {1,...,L}.

2
Preto
=]
Z tohoto vyjadrenia vidime, ze ak r < pT, tak
90
[ﬂ} = k.
p
Aak r > 251 tak
2ai
[=2] =2k +1.

p

7 toho vyplyva tvrdenie. O

Aby sme si situdciu zjednodusili zavedieme tzv. Legendreov symbol
(%) Ak p je prvocislo a (a,p) = 1, tak v pripade, ze a je kvadraticky zvysok
modulo p kladieme

(%) =1
p

(-

Prave tento symbol, respektive jeho vlastnosti umoznia rychlo zistit', ¢i dané
¢islo je kvadraticky zvysok alebo nezvySok. Treba zdoraznit, ze v tomto
pripade nejde o zlomok.

Podla vety 25 dostavame

V opa¢nom pripade

a

(5) =a"s  (mod p), (34)

ak p je neparne prvocislo a (a,p) = 1. Z toho dalej vyplyva
(5) = (") ()
p p
a2>
— ) =1, 36
(5 (36)

(57) = G)E) 7
pre (ajag,p) = 1.

Teraz sformulujeme vetu, ktord nam umozni jednoducho zistovat kva-
dratické zvysky alebo nezvysky, ako sme to slubovali vyssie.
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Veta 28. Nech p a ¢ st r6zna neparne prvocisla. Potom

B -

Priklad 90. Napriklad chceme zistit, ¢i 5 je kvadraticky zvysok modulo 29.
Podla predoslej vety plati

3)- -0

Teda 5 je kvadraticky zvySok modulo 29. Podobne dostdvame

@)=

Priklad 91. Ak aspon jedno z neparnych prvocisel p, g je tvaru 4k + 1, tak

-
()--(2)

(70) = (o0) (o) = () (5) = v =1

Historicky nazov Vety 28 je Gaussov kvadraticky zakon reciprocity.
V nasledujicom texte budeme robit’ ivahy, ktoré vyustia do dokazu tohoto
tvrdenia.

V opacénom pripade plati

Veta 29. Pre kazdé neparne prvocislo p plati

(2) =,

p

a pre neparne celé é&islo a, (a,p) =1 plati

a =2 1)
(7) = (—1)Z 5],
p
Dokaz. Podla (35) a (37) dostdvame
4p 1+p
2 2

G- -G)E)-60)
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Pre exponent S z viet 26, 27 preto plati

p—1
2 .
[(p +1)j
1 p

w0
i

} (mod 2).

<.
Il

Suma na pravej strane sa po vykrateni rovna

1

s
v |

p—1
. 2 2
. g . ope—1
]300
i 8

Ideme dokazovat druhu rovnost. Podobne ako v predoslom pripade dostava-
me

1

.
Il

()= (51 -0 @

Pre spominany exponent S v tomto pripade plati

1

P

2

[L —;p)j} (mod 2).
1

n
Il

.
Il

Opéat vidime, Ze suma na pravej strane sa rovna

—1

“d
N)

p—1
] -2 (2] £
p —lp 8

Po dosadeni do (38) dostdvame druhi rovnost. O

1

<.
Il

Priklad 93. Ak p = 4k + 1, tak 2 je kvadraticky zvySok modulo p prave
vtedy, ked 2|k.

Ak p je prvocislo tvaru 4k + 3, tak 2 je kvadraticky zvySok modulo p
prave vtedy, ked 21 k.

Dokaz vety 28. Podla predoslej vety plati

) -

pricom



Staci dokézat ) .
p—1q—
E=———.
5 5 (39)

Uvazujme mnozinu usporiadanych dvojic

g—1 . p- 1}
2 T T I

V tomto pripade nemdze nastat pk = ¢j. Preto mnozinu M moézeme rozdelit
na dve dizjunktné podmoziny

M = {(pk,qj);kzl,---,

M = My U Ms.

Kde My = {(pk, qj) € M;pk < qj} a My = {(pk, qj) € M;pk > qj}. Ked si

predstavime ako vyzeraju prvky tychto mnozin, vidime, ze M; obsahuje
p—1 qg—1

ZZ lqj/p] prvkov a M, obsahuje >, 2,[pk/q| prvkov. Z toho vyplyva
rovnost (39). O

2.7 Cinska veta o zvyskoch

Predpokladajme, ze st dané prirodzené ¢isla my, ..., my, ktoré si navzijom
nestidelné, t. j. (m;, m;) =1 pre i # j.
Ozna¢me

M=mq...my

M
My="— i=1,... k
my;

Cislo M; je si¢inom vietkych m; kde j # 7 a teda
(Mi,mi) = 1,i = 1,...,k.

Preto podla Eulerovej vety , vety 16, dostavame

M) =1 (mod my), i=1,... k. (40)
Veta 30. Ak r1,...,7; st celé é&isla a
R= 7“1Mf(m1) +- TkM,f(m’“) (41)
tak
R=r; (modm;),i=1,...k, (42)

a kazdé celé c¢islo r vyhovuje (42) prave vtedy, ked

r=R (mod mj...myg).
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Dokaz. Ak si vyberieme nejaké konkrétne ¢ < k tak, ako sme uz
spominali, ¢islo M; je sicinom vsetkych m; pre j # i a teda m;|M; co
znamena

Mf(m’) =0 (mod mj),j #1.

Z kongruencie (40) teda vyplyva R = r; (mod m;).
Nech r je celé ¢islo. Toto &islo splia kongruencie (42) préave vtedy, ked

R = r (mod m;) pre i = 1,... k. Cisla m;,i = 1,...,k si navzdjom
nesuideliteIné preto tento pripad nastava préave vtedy ked R =r (mod M).
O

Cislo R z predoglej vety moze byt vel'mi velké, staci uvazovat jeho zvysok
po deleni M, teda pri vypocte modzeme pouzit operdcie modulo M.

Priklad 94. Pre kazdé r € Z plati r = 2 (mod 5) a r = 3 (mod 7) préve
vtedy ked » =17 (mod 35). o

Priklad 95. Pre kazdé r € Z plati »r = 9 (mod 11) a » = 6 (mod 15) a
r =5 (mod 17) préave vtedy ked r = 141 (mod 2805). o

Priklad 96. Ak mi,my € N st nesidelitelné, tak kazdému a € Zy, ,,,
mozeme priradit’ usporiadand dvojicu [a1,as] € Zy, X Z;@Q, pricom a; je
zvysok a po deleni mq a as je zvySok po deleni my. Podla Cinskej zvyskovej
je toto zobrazenie bijekcia a preto |Zmym,| = |Zm, X Zpm,|. To znamend, ze

p(mimsa) = p(m1)p(ms). o

3 CebysSevove nerovnosti

Symbolom 7(x) budene oznacovat pocet prvocisel, ktoré neprevysuju redlne
¢islo z. Tato funkcia sa nazyva prvociselnd funkcia. Napriklad 7(1) =
0,7(2) = 1,7(5) = 3. Na prvy pohlad je zrejmé, ze plati

() < [x] (43)
pre x > 1. Z nekone¢nosti mnoziny prvocisel vyplyva

lim 7(z) = oco.

T—00
Pri stidiu prvociselnej funkcie je dobré si uvedomit’ nasledujice skuto¢nosti.
Mnozinu N mézeme vytvorit dvomi spoésobmi. Prvy je ten, ze za¢neme 1-
kou a postupne pri¢itame 1 - ku. Tak dostdvame usporiadanie tejto mnoziny
podla velkosti. Iny sposob je taky, ze mame vSetky prvocisla a tie ndsobime.
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Tento sposob vedie na ¢iastoéné usporiadanie podla delitelnosti. Hasseho di-
agram prvého usporiadania je jednoduchy zvisla ¢iara. Ak si nacrtneme Has-
seho diagram delitelnosti, vidime pomerne komplikovany graf. To naznacuje,
ze popisat pojmy pochddzajice z deliteInosti pomocou velkosti méze byt
zlozité. Isté jasno mézu do veci vniest tvahy o velkych ¢islach, ktoré majua
zaroven vela delitelov. Teda st dostatocne vysoko v oboch grafoch. Jednym
z takychto typov ¢cisel su faktorialy.

Dalsiu doleziti tlohu bude zohravat logaritmicks funkcia. Jej vyznam
spociva v tom, Ze prevadza sucin na sucet.

Zacéneme kombinacnym ¢islom (Qkkjll), k € N . Ked ho vyjadrime v tvare
zlomku, dostavame

2k+1\  (2k+1)!
<k+1> kN (k+ 1)

Ak zmenime poradie Cinitelov v Citateli tak, Zze najprv napiSeme vsetky
parne a potom neparne, tak dostavame citatel v tvare

(2k+1) =2 (2k)-1-3----- (2k+1)=2"k!-1-3..... 2%k + 1.

Kazdy neparny cinitel druhej ¢asti tohoto sti¢inu mézeme zhora odhadnut
najbliz§im parnym c¢islom a dostavame

(2k +1)! < 28k 2K (k4 1)1,

z ¢oho vyplyva nerovnost

2k + 1 A
< 4%,
<k+1>_4 (44)

Kazdé prvocislo, ktoré patri do intervalu [k+2, 2k + 1] sa vyskytuje v citateli

(24?_“11), ale sa nevyskytuje v menovateli tohoto zlomku. Preto je dany bi-

nomicky koeficient tymto prvocislom deliteIny. Z toho vyplyva
H ‘ (2k + 1>
k+1<p§2k+1p k+1)
a teda podla (44) dostavame
[ »r=<4t (45)
E+1<p<2k+1

Veta 31. Pre kazdé prirodzené éislo n plati

Hp§4".

p<n
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Dokaz. Budeme postupovat indukciou. Pre n = 1,2 tvrdenie plati .
Predpokladajme, ze plati pre vsetky n’ < n. Ak n + 1 je pdrne ¢islo, tak
Hpgnp = Hpgnﬂp a teda veta plati aj v tomto pripade. Nech n + 1 je
neparne ¢islo. Teda n + 1 = 2k + 1. Potom

[Me=1I» I »

p<n+1 p<k+1 k+1<p<2k+1

Je zrejmé, ze k + 1 < n a teda podla indukéného predpokladu mame

H P < 4k+1'

p<k+1

Preto podla (45) dostdvame

H p< 42k+1
p<2k+1

O]

Priklad 97. Ak v predoslej vete zlogaritmujeme obidve strany nerovnosti,
dostavame

Zlnp <nln4.

p<n

Mozeme to vyjadrit aj
Z Inp = O(n).
p<n

o]

Tento vysledok ndm umozni dokazat horny odhad prvociselnej funkcie.
7 prikladu 97 dostavame

Z Inp < nln4.
Vn<p<n

Ak kazdy séitanec poslednej sumy odhadneme zdola hodnotou In y/n, dosta-
vame nerovnost

(r(n) — m(v/n)) Inyv/n < nind.

To znamens _— _—
nln nln
+7(vn) <

m(n) <

+/n.

Inn Inn
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Ak zoberieme do ivahy nerovnost

V<o

“Inx

pre x > 2, dostavame

2nln4 n n
— =2In4+1)—,n > 2. 4
mn | Inn (2In4+ )lnn’n_ (46)

m(n) <

Aby sme odvodili dolny odhad pre prvociselni funkciu, vyuzijeme vlast-
nosti binomického koeficientu (2:) Doélezitu dlohu bude hrat vyjadrenie
faktoridlov v tvare kanonického rozkladu. Za¢neme preto takto:

Veta 32. Ak p je prvocislo a n € N, tak p sa vyskytuje v kanonickom
rozklade n! s exponentom

a(p,n) = Z {%}

s lnn
—lInp

Doékaz. Ak j < ﬁ‘l—;, tak mnozina {1,...,n} obsahuje prave []%] — [#]
¢isel, ktoré maju v kanonickom rozklade prvocislo p s exponentom j. Preto
p bude v kdnonickom rozklade n! vystupovat s exponentom

> (5=l = 3201 - 3 ol -

nn - nn

—Inp —Inp =Inp
[n . n
= ZJL;]— . (2—1)[];}:
i<t SR
=Y 5]
-_Inn p]
JSE;

O
Priklad 98. Moézeme si vyjadrit Inn! = nlnn—n+O(Inn). Podla predoslej
vety plati

Inn
Tnp

lnn!:Z[ ]lnp—i—ZZ[ ]lnp—nZ——i—(’)

p<n p<n j=2 p<n

Preto 1
nlnn —n+O(lnn) = nZ:M + O(n).

p<n
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7 toho po upravach vyplyva

Zlnl =1Inn+ O(1).

p<n

7 predoslej vety vidime, ze prvocislo p < 2n vystupuje v kanonickom
rozklade binomického koeficientu (2:), n € N s exponentom

> [ -2[5]

-~ In2n
— Inp

7 toho vyplyva, ze

In <2:) =S mp Y [i’;] - 2[5] (47)

<2 i< In2n
p=an jS Inp

Odvodime si zase nerovnosti pre dany binomicky koeficient, ktoré vyuzijeme
pri studiu tejto rovnosti. Plati

<27’L>_(2n)'_2nn'13 ..... 277,—1_2”13 _____ om—1

n nl2 nl? n!

Ak odhadneme kazdy neparny ¢initel Citatela posledného zlomku najbliz§im
parnym ¢islom zdola, dostavame nerovnost

<2n> S22 24 2(n—1) 221

n

n! n

Priklad 99. Podobnym sposobom sa da dokazat

(2") < 4" p > 2.
n

Z rovnosti (47) teda vyplyva

Z Inp Z [Zﬂ —2{2} >2n—-1)ln2—1Inn. (48)

p<2n j<n2n P’
— Inp
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Hodnota [2z] — 2[z] sa rovna 0 alebo 1. Z toho vyplyva

)z E Gl-el5]

Preto z (48) vyplyva

p;n [l?ni;q Inp>(2n—1)In2 —Inn.

7 nerovnosti

[ln 2n

} Inp>1In2n—Inp
Inp

preto dostavame

m(2n)In2n — Z Inp>(2n—1)In2 —Inn.
p<2n

A teda
7(2n)In2n > (2n—1)In2 —Inn+2nlnd = 2nIn8 — In2n.

7 toho vyplyva

2nIn8 — In 2
71-(2”)>M Ing_2

—1.
- In2n In 2n

Dokézali sme vysledok, ktory sa v literatire byva nazyvany Cebysevove
nerovnosti:

Veta 33. Existuju také kladné konstanty ci, co, Ze pre kazdé realne
¢islo x > 2 plati

< ( ) <c x

1 —

"z — ’Inz

Priklad 100. Teraz moézeme odhadnut zdola

Zlnp> Z lnp>1n—n7r(n)—7r(\/ﬁ)).

Inx

Podla Cebysevovych nerovnosti dostdvame




7 toho po tupravach vyplynie

Zlnpzc;),n,nGN. (49)

p<n
pre vhodnu konstantu c3 > 0. o

Priklad 101. Nech 2 = p; < ps < -+ < pp ... je postupnost vSetkych
prvocisel usporiadand podla velkosti. Pomocou CebysSevovych nerovnosti sa
da dokéazat ,ze

kinlnn < p, < konlnn,
pre vhodné k1, ko > 0. Ak totiz dosadime do Cebysevovych nerovnosti x =

Pn, tak dostavame
Pn

<n<epln

“a Inp, Inp,

7 toho vyplyva okrem iného
nlnp, < copp.

Urcite plati n < p, a teda
nlnn < copy,.

7 druhej strany dostavame, ze
nlnp, > cipp. (50)
Ak si uvedimime, ze /zr < £, 2 > 2

Inx?
C1v/Pn <n

a teda

pn < can?

pre vhodnu konstantu ¢4 > 0. Ak z tejto nerovnosti dosadime do (50)
dostavame
n(2lnn +1Incy) > pp.

7 toho po drobnych tupravach dostavame
Pn < Konlnn,

pre nejaku kladnu konstantu ko. o

Priklad 102. Z predoslého prikladu vyplyva

Z;_oo.

p
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4 Eulerova sumac¢na formula

Veta 34. Ak f je redlna funkcia definovand na intervale [1, 00), ktora
tam ma spojitu derivaciu, tak pre kazdé n € N plati

n+1 n

+1
f(n+1) = / f(z)dz + / {z} f'(z)dz.

Dokaz. Zacneme rovnostou

n+1

/ " ) = [ - mr -

n

n+1 n+1
—n/ f’(x)daz+/ xf' (z)dx =

n
n+1

Cn(fn 1) — F(n) + / of(z)dz.

n

Pouzitim metédy per partes na druhy sc¢itanec dostavame

n+1

/nnﬂ af(x)de = [xf(z)" T — / Fa)do =

n

n+1

:nf(n)—(n—l—l)f(n—i-l)—/ () da.

n

Dalej plati

nf(n) —(n+1)f(n+1)+n(f(n+1) - f(n)) = f(n+1).

Preto
n+1

/nn+1xf'(x)d:c:f(n+1)—/ F@)da.

n

O
7 toho hned vyplyva:

Veta 35. Ak f je redlna funkcia definovana na intervale [1,00) a ma
tam spojiti derivaciu, tak

N N N
>0 = S0 + [ e [y @an
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V dalsom zavedieme jedno oznacenie, ktoré ndm umozni vyhnit sa kom-
plikovanym vyrazom, ktorych detaily nie st dolezité. Bude néas zaujimat iba
to, ako rychlo rastu, pripadne klesaju. Ak f, g su funkcie definované na ne-
jakej mnozine, tak piseme f(z) = O(g(z)), ak existuje kladna konstanta s
taka, ze

[f(2)] < rg(x) (51)

pre kazdé x z danej mnoziny. Treba upozornit , ze nejde o klasicki rovnost
ale odhad. Napriklad ak, f(x) je polyném n - tého stupna, tak na interevale
[1,00) plati

f(z) = O(@").
Tento symbol sa nazyva velké O. Rovnost (4) mozeme vyjadrit
N
1 2 1
> =5 oly) (52)

Priklad 103. Ak pouzijeme predosli vetu na harmonicky rad, dostavame
N

1 N N N
Z:1+/ dx—/ {$}2dx :1+1nN—i—/ {x}de.
n 1 X 1 x 1 x

n=1

Inak napisané
N

1 N
Siowv- [
n 1 €T

n=2

Integral na pravej strane konverguje, preto existuje vlastnd limita

N
) 1 © {zr}dx
=1 E ——InN = .
C Nlm 25 n /1 2

Nevlastny integral na pravej strane si moézeme rozpisat

*© {x}dx N {x)dx © {x}dx
¢= 2 2 + 2
1 1 N
o0
0</ {w}dx</ood$:1.
B N 1'2 B N .’L‘2 N

/lN {Z}fgj :C—1+O<%).
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Dalej plati

Preto




Tym sme dokéazali odhad

N 1
ZﬁzlnN+C+O(N)- (53)

n=1

Hodnota C ktora vystupuje v rovnosti (53) sa nazyva Eulerova konstanta.|

Treba upozornit ¢itatela, aby si ju neplietol so Eulerovym ¢islom e.

Priklad 104. Podobnym spésobom sa da odvodit

N
Y Inn=NIhN-N+O(N) (54)
n=1

o

Priklad 105. D4 sa odvodit’ aj

> ln% = O(N).

Priklad 106. Podobne sa daju sa odvodit’ odhady

N
Z\/lﬁ:2\/]v+K+O(\/1N>, (55)
n=1

Yo 1
> =N+ K+ 05 ) (56)
Al N dt 1
RZQIM—/Q E+K2+O<m>. (57)
7 posledného odhadu sa d4 pomocou I’Hospitalovho pravidla dokazat
lim M 1 1
N—oo N Inn

o

Priklad 107. D4 sa dokazat vSeobecnejsie: Ak f je nezdpornd nerastica
redlna funkcia definovana na intervale [a,00),a € N, lim,_,o f(z) =0 a mé
tam spojitu derivaciu, tak

N N
S = [ s+ K+ 0,

kde K = [{t}f'(t)dt.
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5 Dirichletova konvolicia

Pod pojmom aritmeticka funkcia budeme mysliet postupnost realnych
alebo komplexnych ¢isel. Ak f, g su dve aritmetické funkcie, tak aritmeticka
funkcia f * g definovana rovnostou

(fx9)m) =D Fdg (%) (58)
din

sa nazyva Dirichletova konvolicia f a g.
Ak f, g su aritmerické funkcie a h = g * f, tak pre sumdciu h plati

> hin) = 32" fdh(%).

n<x n<z din

V poslednej sume mozeme vyjadrit n = kd < x a dostavame

> h(n) = fldh(k) =D f(d) > h(k). (59)

n<z kd<z d<z k<%

Ozna¢me i(n) = 1,n € N. Tuto aritmeticki funkciu budeme nazyvat jed-
notkova funkcia.

Priklad 108. D4 sa dokazat’, ze 7 x4 je aritmetickd funkcia, ktora kazdému
prirodzenému ¢&islu priraduje pocet jeho delitelov. o

Pocet delitelov prirodzeného ¢isla n budeme oznacovat’ 7(n). Teda 7 =
Priklad 109. Pre sumacntu funkciu funkcie 7 pati

Sorm =33 1=31=3 3 1=3]7]

n<x n<z dn kd<z d<zx kg% d<z

A teda

ZT(H) = xZ%—I—O(az)

n<lz d<z

Z tejto rovnosti sa d4 pomocou prikladu 103 odvodit

. 1
zlbn;o g ZT(H) =1.

n<x
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Tento priklad ukazuje, ze aj ked sa funkcia 7 sprava na Ciselnej osi
nepravidelne, tak jej sumacna funkcia ma pravidelny rast.

Priklad 110. Odhad sumacnej funkcie 7 z prikladu 109 sa da zlepsit. Pod-
statni tlohu tam hral odhad hodnoty ) kd<n 1. Je to potet prvkov mnoziny

I ={[k,d);kd < n}.
Ak kd < n tak k < \/n alebo d < \/n. Preto
= {[k,d]; kd < n,k < /n} U{[k,d]; kd < n,d < +/n}.

=D 1+ > 1) 1=

kd<n kd<n kd<n k<yn
k<y/n d<y/n d<yn

3 [ar X [ -2 3 [ -t

d<y/n k<y\/n d<\/n

To znamena

2n Z — (Vi —{vn})*.
d<f
Ak pouzijeme vyjadrenie ¢iastotného suctu harmonického radu podla prikla-
du 103, dostdvame

3 () = Zn(ln\/ﬁ—i—QC’—i—O(\/lﬁ

=nlnn+ (2C — 1)n + O(v/n).
Teda sa ndm podarilo odhad O(n) nahradit’ presnejsim odhadom O(y/n). o

))—n+om =

Jj<n

Isty vyznam ma& Dirichletova konvolicia aj pri s¢itani nekone¢nych ra-
dov.

Priklad 111. Ak pre dané aritmetické funkcie f, g a redlne ¢islo s nekonecéné

rady
>l (52 L) (34

n=1 n=

absolitne konverguju, tak

>R (1) (50

n=1 n=1
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Veta 36. Ak f, g, h si aritmetické funkcie, tak
frg=gxf (60)

(fxg)*xh=fx(g*h). (61)

Dokaz. Rovnost (60) vyplyva z toho, ze ak d prebieha vsetky delitele
daného n € N, tak aj 7 prebieha vsetky delitele daného prirodzeného ¢fsla.
Rovnost' (61) dostaneme tak, ze jej obidve strany upravime na hodnotu

> f(di)g(da)h(ds).
didad3z=n
O
Aritmetickd funkcia I definovand, tak ze I(1) = 1 a I(n) = 0,n > 2
splna rovnost

frI=F,

¢o lahko preverime dosadenim. Je to teda neutrdlny prvok vzhladom na
Dirichletovu konvoluciu. Tu sa samozrejme pontka otazka inverzného prvku.
Takato funkcia sa nazyva Dirichletova inverzia k danej aritmetickej fun-
kcii. D4 sa zostrojit takto:

Z rovnosti f x g = I vyplyva g(1) = ﬁ Ak je funkcia g definovand pre
vSetky prirodzené ¢isla mensie ako dané n € N;n > 1, tak

F)gn) = =" g(@)f(%). (62)
din
d<n

Dokézali sme

Veta 37. Ak f je taka aritmeticka funkcia, ze f(1) # 0, tak existuje
jedind aritmetickd funkcia g taka, ze fxg = I. Ak f(1) =0, tak taka
funkcia neexistuje.

Dirichletovu inverziu k aritmerickej funkcii f budeme oznacovat f—!.

Priklad 112. Ak f(1) # 0 a p je prvocislo, tak podla (62) dostdvame
T f) _ fp)

_1 _ _
== = ey
ak p je prvocislo. Potom
_ 1 _ _
1*) = —m(f ") f(p) + 1) £(p?))



Pre 'ubovolné a € N plati

Aritmeticka funkcia f sa nazyva multiplikativna, ak

(n1,m2) = 1= f(nin2) = f(n1)f(n2),

pre n1,no € N. Stiudium multiplikativnych funkcii ulahéuje fakt, ze ich hod-
noty st dané hodnotami v ¢islach tvaru p®, kde p je prvocislo a a € N. Inak
povedané pre multiplikativnu aritmeticku funkciu f plati

f(n) = f") ... f(op"), (63)

pricom n = pi"...p{" je kdnonicky rozklad n. Jednoduchym prikladom
multiplikativnych aritmetickych funkcii su identicka funkcia id(n) = n a
jednotkova funkcia i(n) = 1, pre n € N. Ak multiplikativna aritmeticka
funkcia f nadobuida aspon jednu nenulovi hodnotu, napriklad f(n) # 0,
tak f(n) = f(n-1) = f(n)f(1) a teda po vykréateni dostdvame

(1) =1. (64)

Veta 38. Ak f, g st multiplikativne aritmetické funkcie, tak ak fxg
je multiplikativna aritmeticka funkcia.

Dokaz. Ak (n1,n2) = 1 tak podla Hlavnej vety aritmetiky sa kazdy
delitel d|niny dé jednoznacne vyjadrit v tvare d = dida, pricom di|n; a
da|n2 a teda aj (di,ds) = 1. Preto

(f*g)(mna) = Y f(d (nm) > fldids) (Zl Zi) =

d|nins di|ny
da|n2
dlzh;lfdl ( ) < ) d%;ldgzlr;gfdl <dl> <%>:
da|n2
> faa(G) 2 F)(5) = (Fx9)m)(f # g)na).
di|ny dz|n2
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Priklad 113. Stcet delitelov o(n) = 3, d je multiplikativna aritmetickd
funkcia. Preto pre n = p{*...pp* - kdnonicky rozklad, plati

_ poatl 1 pzk-i-l 1

pp—1 " p—1

o(n)

Podobne sa dé odvodit formula pre 7(n), ktord znamena pocet deltelov n.
Plati
T(n) = (a1 +1)... (o + 1),

pri danom kénonickom rozklade n. o

Aritmetickd funkcia f sa nazyva iplne multiplikativna, ak f(ning) =
f(n1)f(n2),n1,ny € N. Dirichletova inverzia k takejto funkcii sa dé néjst
jednoducho.

Veta 39. Ak f je tiplne multiplikativna nenulova aritmeticka funk-
cia, tak jej Dirichletova inverzia je aritmeticka funkcia h definovana
h(1) =1, ak n = p;...p; je kdnonicky rozklad, tak

h(n) = (=1)*f(p1) ... f(pr)

a h(n) = 0, ak existuje a € N,a > 1 také, ze a?|n.

Dokaz. Vypoctom sa dé overit, ze aritmetickd funkcia h je multip-
likativna. Preto podla vety 38 je aj f * h multiplikativna. Aby sme dokazali
rovnost fxh = I, teda (f*h)(n) =0 pre n > 1, staci tito rovnost’ dokazat
pre n = p“, p je prvocislo a a > 1. V tomto pripade plati

(f = R)(p™) = fF(*) — f(P)fF(P*") = 0.

O
Dirichletova inverzia k jednotkovej funkcii 4, je preto aritmetickd funkcia
p dand: p(1) =1,
pu(n) = (-1)F
ak n = p1...pg je kdnonicky rozklad, a u(n) = 0 ak existuje také a € N,
a > 1, 7e a®|n. Tato funkcia sa nazyva Mébiova funkcia.

Priklad 114. Mobiova funkcia je multiplikativna, teda mézeme dokazat

i I 5)

din pln
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Priklad 115. Pomocou toho, Ze nekonecény rad y oo | & SZ) absolutne kon-
verguje pre s > 1, sa d& dokazat

o

Priklad 116. Ak si uvedomime, Ze
o0
I
> A=t
nS
n=1
tak podla prikladu 111 dostavame pre s > 1

(SH) (3 5) -

n=

(o]

Priklad 117. Dokazeme, ze Mobiovu funkciu moézeme vyjadrit v tvare

e(m) .
p(m) =y e, (65)
j=1
kde rj,j =1,...,¢(m), je redukovany zvyskovy systém modulo m.

Zacneme tak, ze dokazeme, ze aritmeticka funkcia definovand sumou na
pravej strane (65), teda

©(m)
f(m) = Z 2mist ,m €N,
j=1

je multiplikativna. Predpokladajme, Ze mq, mo st nesudelitelné prirodzené
¢isla a rj,7 = 1,...,¢(m1), je redukovany zvyskovy systém modulo my,
sk k = 1,...,p(m2), je redukovany zvyskovy systém modulo ms. Podla
prikladu 57 je

rims2 + Skmlaj = 13 v 780(m1)a k= 1a cee @(mQ)
redukovany zvyskovy systém modulo mims. Preto

) e 1 (212)
mp o m2 —

p(m1) ;
f(mam ZZ”"’M ZZ
12

:k jl:
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m2

p(m1)
= i Z &y = f(my) f(ma).
j=1

Teraz staci dokazat iba to, ze tieto dve aritmetické funkcie nadobudaju
rovnaké hodnoty v mocnindch prvocisel. Ak p je prvocislo, tak

p—1

f(p) Z 6271'17 Z 627”; 1= 1= ,U(P)

Jj=1

Pre prirodzené ¢islo o > 1 plati

_ ' a 1_1 pa—l . pa—l_l -
2 : % 2 : 6271'1 _ z : eZTrzp% . 627”17&71 _
=0 — =0 k=0
_ _ a
=0-0= u(p”)

Iné pouzitie Mobiovej funkcie vidime v nasledujicej vete, ktord nesie
nazov Mobiova inverzna formula.

Veta 40. Ak f je aritmeticka funkcia a

=> f(@

dn

=:§:u0ﬁg(g)-

dln

tak

Dokaz. Podla prvej rovnosti plati g =i % f. Preto uxg=px (i* f) =
(wxi)« f=Txf=f. O
Priklad 118. D4 sa dokdzat, ze }_,,, ¢(d) = n. Z toho podla predoslej
vety dostdvame p(n) =n3 g, #T'

Priklad 119. Niektoré aritmetické funkcie sa spravaji dost nepravidelne,
ked ich argument prebieha mnozinu prirodzenych ¢isel v poradi podla velko-
sti. Niekedy sa pomocou Mdébiovej inverznej formule da odhadnut ich suma-
¢né funkcia. Napriklad

Syl s )y

n<x n<z dln d<z k;<z
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XA R o)

d<z d<z d<z

7 tejto rovnosti sa dé dokazat
.1 e(n) 6
R
n<x

Dirichletova konvolicia ndm ddva moznost spojit logaritmicku funkciu
a prvocisla sposobom, ktory dalej ukaze ako vniest jasno do rozdelenie
prvocisel na ralnej osi. Je to aritmetickd funkcia

A= M * ln, (66)

(Pricom symbolom In oznacujeme klasicky postupnost {lnn}.) Této arit-
metickd funkcia sa nazyva von Mangoltova funkcia. Z definicie vyplyva

> A(d)=Inn, n €N, (67)
din

Pre prvocislo p a j € N dostavame
A(p') =Inp’ —Inp/ ™! = Inp.
Kompletne popisuje hodnoty A nasledujica veta.

Veta 41. Pre von Mangoltovu funkciu plati A(n) = lnp v pripade, ze
n ma jediného prvociselného delitefa a to p a A(n) =0 v opaénom
pripade.

Dokaz. Nech f je aritmetickd funkcia definovand f(n) = lnp, ak n =
p* a f(n) = 0 inak. Ak mdme nejaké prirodzené éislo n = p{*...po* s
kénonickym rozkladom, dostavame

> f(d) =onlnps + -+ aplnpy

dln
a teda
Zf(d) =lInn. (68)
dn
Dokézali sme f*i=1n ateda f = px*In = A. O

Priklad 120. Da sa dokéazat' : ak pi,...,pg su rozne prvocisla, tak hodnoty
Inpq,...,Inpg st linedrne nezavislé nad polom racionédlnych ¢isel. o
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Priklad 121. Dolezita bude nasledujica rovnost

(1% A)(n) = —p(n) Inn (69)

pre n € N. Této rovnost vyplyva z Mobiovej inverznej formule, ak si vy-
jadrime

= Z,u(d) In (%) = Z,u(d) Inn — Z,u(d) Ind =
din

din dn

=InnY p(d) =Y p(d)nd= - pud)nd.

dn dn dn

6 Parcialna sumacia

Veta 42. Nech f, g st redlne funkcie definované na intervale (z, z1),
xo > 0 a funkcia f tam ma spojitu derivaciu a g(x) = g([z]). Potom
pre kazdé prirodzené &isla ki < ko,k1 > 29 + 1, plati

ko
Zf —g(n—1)) = f(k)g(k) — Fk)g(hn) + / o(t) f'(t)dt.

n= kl k1

Dokaz. Zactneme upravovat Favi stranu

Zf g(n—1)) Zf Zf gn—1)

n=k1 n=k; n=k;
ko ka—1
=Y f(n)gn)— D fln+1)g(n) =
n=Fki n=k;—1
ko—1
— Z f(n+1))+ f(ka)g(ke) — f(k1)g(k2).
n=ki

7 predpokladov vyplyva

n+1
g(m)(f(n) — f(n+1)) = / o) (Bt

7 toho po dosadeni vyplyva tvrdenie. O
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Priklad 122. Ukazeme pouzitie predoslej vety na dokaz

1 1
gvpzlnlnN—i—Cl—i—(’)(M). (70)

Pripomenieme si odhad z prikladu 98. Definujme si funkciu

Inp
) =) —.
p<N p
Podla spominaného prikladu plati

Y(N)=InN + ¢(N), (71)

pricom ¢(N) = O(1). Definujeme si funkciu §(n) = IHTP, ak n = p je prvocislo
a d(n) = 0 v inom pripade. Potom moézeme vyjadrit

1 d(n)
Z;—Zm‘

p<N n<N
Preto
1 1) =y =1) _ o) rn-1)
Z p Z Inn N Z Inn Z Inn
p<N n<N n<N n<N
v(V) + Z 7(n) _ Z 7(n)
InN = Inn ne N In(n+1)
(V) 1 1
S e — .
In N el Inn  In(n+1)
Teraz mozeme pouzit vetu 42. Derivovanim dostdvame (=)' = — %x Z
tejto vety vyplyva
1 1
(- Ly
ng\;l Inn In(n+1)
1 1 Noy(t)dt
= > (s ) < e
Inn  In(n+1) 9 tln“t

n<N-—-1

Ak dosadime za v podla (71), dostdavame

N NC
> (- )~ et Ao

n<N-—-1
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Prvy integral na pravej strane sa rovnd Inln N — Inln 2. Nevlastny in-
tegral [, —44— absolitne konverguje a teda aj nevlastny integral [, c(t)dt

tin?¢ tin?t
® c(t)dt
o [
5 tln“t

konverguje. Oznacme
/N c(t)dt _H_/OO c(t)dt —m+0( 1 )
o tIn?t N tln?t InN/

Po dosadeni do prislusnych rovnosti dostavame (70).

Potom

7 Cebysevove funkcie

Definujeme si teraz funkcie

Y(x) = An) (72)

0(x) = Zlnp. (73)

Tieto funkcie sa nazyvaji Cebysevove funkcie. Ich vyznam spoéiva v tom,
ze sa pomocou nich d4 vhodne vyjadrit prvoéiselnd funkcia. S funkciou 6
sme sa uz viackrat stretli, ale este nebolo potrebné ju definovat'.

Funkciu 6 si mo6zeme vyjadrit

N

O(N) = (m(n) —7(n—1))Inn.

n=2
A teda podla vety 42 dostavame

O(N)=InNn(N) + /2N 7Tgft)dt. (74)

7 druhej strany plati

Z vety 42 dostavame

N
T(N) = ?I(IJJVV) - /2 fl(i)tdt. (75)
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Medzi funkciami ¢ a @ mézeme odvodit vztah nasledujicim spésobom

P(x) =0(x) + Z Inp.

k>2,pk<z

Druhy Sc¢itanec rozpiseme

Z Inp = Z Zlnp.

k>2,pk <z 2<k<ing p< bz

Vsetky s¢itance v druhej sume st zhora ohrani¢ené prvym séitancom a teda

Zlnpgln—x lnpgln—xln\/}ﬂ(\/})gcm/ilnx.
In2 In2
k>2 P<VE
ph<a
Preto
P(x) =0(z) + O(VzInx). (76)

Priklad 123. D4 sa dokéazat, ze pre nerasticu nezapornu funkciu f defi-
novand na (1, 00) takd, ze lim, o f(x) = 0, plati
1 [N
lim — f(t)dt = 0.

N—)OON 1

Z tohoto prikladu a rovnosti (74), (75) a (76) vyplyva
Veta 43. Nasledujice rovnosti st ekvivalentné

7(N)InN _

1
N—oo N ’

Priklad 124. Ozna¢me symbolom [1,..., N] najmensi spolotny nédsobok
¢isel 1,..., N, N € N. Z predoslej vety vyplyva, zZe rovnost
N)ln N
lim 77T( )In =

1
N—oo N
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je ekvivalentnd rovnosti

lim {/[1,...,N]=e.

N—oo

Najmensi spolo¢ny nasobok si totiz moézeme vyjadrit

[1,...,N]:Hp[lf’n5]

p<N
Preto ) N TZJ(N)
In Y/M,... N = — [n—}l LAYy
p<N

o

Priklad 125. Z rovnosti (69) dostavame

Z u(n)lnn = — Z Zu(d)A(g) = - Z u(d)A(k) =

n<x n<z dln kd<z
=S () S AR,
d<z k<%
To znamena .
> pn)Inn ==Y p(d)y (g) :
n<z d<z

(¢}
Veta 44. Existuji kladné konstanty cs, co, pre ktoré
csx < O(z) < Y(x) < ey,

pre z > 2.

(77)

Dokaz. Prva nerovnost vyplyva z prikladu 49. Druhd nerovnost dosta-
neme, ked si uvedomime podla vety 41, ze kazdy S¢itanec, ktory vystupuje

v sume pre 6, vystupuje aj v sume pre 1.
Funkciu 9 si mozeme vyjadrit v tvare

1
iy

o) = Y mp=3"3 p= 3 [ mp

pI <z p<z j=1 p<z
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Z tejto rovnosti dostavame
) < Z—lnp—ﬂ z)Inz.
p<z

Preto, ked pouzijeme horny odhad prvociselnej funkcie z vety 33, dostavame

P(x) < com.

Priklad 126. Dokizeme odhad

Y In’*p=06(N)InN + O(N).
p<N

Sumu na lavej strane si moézeme vyjadrit

Z(G(n) —60(n—1))Inn = Z O(n)lnn — Z On—1)Inn =

n<N n<N n<N
=In NO(N Z O(n lnn—ZH(n—l)lnn
n<N-1 n<N
N)InN+ > 6(n)lnn— > 6(n))n(n+1)
n<N-—1 n<N-—1
Vo)

O(N)In N + / —~dt = NO(N) + O(N).
1

Priklad 127. Podla rovnosti (68) dostdvame

Zlnn:ZZA(d):ZA Z

n<x n<z djn kd<zx

=S a0 Y 1= @[] = e 3 M 1 o) =

d<z k<% d<z d<z

::UZM—F(’)(:U).

d
d<z

k<

als

7 prikladu 54 teda vyplyva
A(d
zlnz —z+ O(lnzx) =z E gl) + O(x).

d<zx
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Po vydeleni = -om a istych upravach dostavame

ZAEZd) =Inz + O(1). (79)

d<z

o]

Veta 45. Ak F a f su redlne funkcie definované na intervale [1, c0),
tak nasledujiice rovnosti su ekvivalentné

Fa) =Y f(%),

n<x
T
f@) =Y u@F(3).
d<x
Dokaz. Predpokladajme, zZe plati prva rovnost. Potom
T x T
S @F(5) =Y u@ Y f(5) = 3 mar(s).
d<z d<zx ngg nd<z
Ak oznac¢ime m = nd v poslednej sume, tak z predoslého vyplyvau
x x x
S @F(5) = Y u@ () =3 £(5) Y@ = f@).
d<z m<x m<x dlm
dlm
Opaé¢nu implikaciu dokazeme rovnako. O
Priklad 128. Pre x > 1 plati
> 1=l
n<x

Podla predoslej vety potom dostdvame

7 tejto rovnosti vyplyva

> Zu@) +0( Y ud) = 1. (80)

d<zx d<z

Ak si uvedomime, ze ), pu(d) = O(z), tak dostdvame
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Zaujimava je suvislost' sumacnej funkcie M(z) =), . pu(x) s nekonec-

)

nym radom » >, %

Priklad 129. Da sa dokazat’, ze

n=1
prave vtedy, ked
im M@ _ g
r—o00 I

Ak plati druhd rovnost, tak prva rovnost vyplyva z (80). Ozna¢me teraz

m(x) =) <. @ Potom si mézeme vyjadrit

M(N) =Y n(m(n) —m(n—1)),N =2,3,...

n<N
Preto
M(N) = Z nm(n) — Z nm(n—1)) = Z nm(n) — Z (n+1)m(n) =
n<N n<N n<N n<N-1
= Nm(N) — Z m(n).

n<N-1

Ak plati prva rovnost, tak limy_.o m(N) = 0 a teda podla vyjadrenia
M(N) pomocou predoslych tiprav plati aj druhd rovnost. o

8 Prvocisla vo zvyskovych triedach

Uz sme dokazali, ze existuje nekonecne vela prvocisel. Myslienka, ktora po-
chadza od Euklida, sa da pouzit aj na dokaz toho, ze existuje nekonecne vel'a
prvocisel v tvare 4k 4 3, 6k + 5, 3k + 2. Dolezité tam bolo to, ze napriklad po
deleni 4 mé6ze mat neparne prvocislo zvySok iba 1 alebo 3. Teraz sa budeme
zaoberat vSeobecnym pripadom. Je zrejmé, ze ak km + £ je prvocislo rézne
od ¢, tak (m, ) = 1.

Budeme dokazovat nasledujice tvrdenie:

Veta 46. Ak m,{ st prirodzené &isla a (m, /) =1 tak,

w1,
2 b em) +ow)

p<z
p=~L

63



Z; = <p(1n) Inlnz + O(1).

p<z
p={

Ak plati prva rovnost, tak druhi rovnost odvodime analogickym pos-
tupom ako v Priklade 122.

Pre dalsie avahy bude uzito¢né spoznat Struktiru redukovaného zvys-
kového systému modulo m. Téato struktira je najjednoduchsia v pripade
m = 2,4, p®, kde p neparne prvocislo. V tychto pripadoch existuje primitivny
koreni. To sme dokazali v predoslom texte. Tento fakt vyuzijeme na dokaz
nasledujucej vety, ktord nam poskytne isty celkovy pohlad.

Veta 47. Nech m € N, m > 1,8 f m a m = p{" ...p.*, je kdnonicky
rozklad m. Potom existuja prirodzené é&isla ¢, ..., gi, Ze pre kazdé
a € N/(a,m) = 1 existuji jednoznaéne urcené ji,...,jr, 0 < js <
oY), s=1,...,k také, ze

a=gl'.. .gik (mod m). (82)
Rad prvku g; modulo m je ¢(p%).
Doékaz. Cinska veta o zvyskoch ndm umoziuje definovat’ zobrazenie
\P:Z;‘)(;l x---xZ;Zk — Ly,
U((ag,...,ax)) = a, (83)
kde a € Z, je cislo, ktoré vyhovuje kongruencidm

a=as (modp), s=1,....k.

Toto zobrazenie je izomorfizmus grip. Ozna¢me g,,s = 1,..., k primitivny
korenn modulo p¢s. Potom ¢islo a dané rovnostou (83) sa da vyjadrit
(g, ... F)) = a (84)

Ak oznacime
gs="((1...g5...1)), (85)

(na s tom mieste je gs, ostatné su 1), tak z rovnosti (84) dostdvame
a=g"... g
Nakoniec z rovnosti (85) vyplyva,

g = (1., 2P 1) =w((1...1...1)) = 1.

64



Priklad 130. Uvazujme zobrazenie W zostrojené v predoslom dokaze
U 75 X L5 — 715

Primitivny koren modulo 3 je 2 a primitivny koren modulo 5 je 3. V tomto
pripade dostaveme ¥((2,1)) =11 a ¥((1,3)) = 13.

V pripade 2%, a > 3 neexistuje primitivny koren. Pre neparne a v tomto
pripade plati ,
a=(2°-1)452 (mod 2%)

pricom ¢1 € {0,1},0 <l < 2% — 2.
Predchédzajicim postupom sa preto da dokazat:

Veta 48. Ak vo Vete 47 m = 2°p" ... p*, je kdnonicky rozklad m,
tak existuju prirodzené ¢isla g1, ..., gi, Ze pre kazdé a € N, (a,m) =1
existuji jednoznaéne uréené ¢; € {0,1},0 < fy < 2°72) 41, ...k,
0<ji <o), i=1,...,k také, ze

a=hlh2glt . gl (mod m), (86)

kde hy = U((2" —1,1,...,1) a hy = ¥((1,5,...,1).

8.1 Dirichletove charaktery

V tejto casti vytvorime také zobrazenia, ktoré umoznia oddelovat s¢itance
v sumdach podla zvyskovych tried. Budeme ich nazyvat charaktery.

Nech m € N a m > 1. Zobrazenie X : N — C sa nazyva Dirichletov
charakter modulo m ak spfﬁa nasledujice podmienky:

1) X je periodické modulo m, teda a; = a2 (mod m) = X(a;) = X(az).
2) Pre kazdé a € N plati X(a) # 0 prave vtedy, ked (m,a) = 1.

3) Pre kazdé a,b € N plati X' (ab) = X(a)X(b).

Skratene budeme hovorit ”charakter”.

Najjednoduchsim prikladom charakteru modulo m je charakter Xj, pre
ktory plati Ap(a) = 1 ak (a,m) = 1 a Xp(a) = 0, ak a,m su sudelitelné.
Tento charakter sa nazyva hlavny charakter.

Z vlastnosti 2) a 3) vyplyva X(1) = 1. Ak a € N a (a,m) = 1, tak podla
Eulerovej vety plati a?(™ =1 (mod m). Z vlastnosti 3) teda vyplyva

X(a)‘p(m) = X(af™) = 1.

Dokéazali sme teda, ze v pripade (a,m) = 1 je hodnota X(a) koreiiom bi-
nomickej rovnice
2#m —1 = 0. (87)
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To znamena, ze _

X(a) = o) (88)
pre nejaké k = 0,...,¢(m) —1, ktoré zavisi od a. Z periodicity, teda z vlast-
nosti 1), vyplyva, ze charakter je jednoznacne dany hodnotami na reduko-
vanom zvyskovom systéme modulo m. Ak pritom zoberieme do tvahy, zZe
rovnica (88) mé ¢(m) korenov, vidime, Ze existuje iba kone¢ne vela charak-
terov modulo m. Mnozinu vsetkych charakterov modulo m budeme oznaco-
vat’ symbolom X(m).

Na tomto mieste uvedieme rovnost’, ktora nam umozni oddelovat séitan-
ce v sume podla zvyskovych tried. Symbolom n = £ myslime kongruenciu
modulo m.

Pre kazdu aritmeticka funkciu f plati

X i) - by SO Y X ®
n<x n<x

n=~_
Vsetky dalsie uivahy v tejto Casti budu viest k dokazu tejto rovnosti.

Veta 49. Pre kazdé m € N;m > 1 plati
[X(m)| = ¢(m) (90)
a pre kazdé a € N plati
az1l (modm)=3X € X(m);X(a)# 1. (91)

Dokaz. Budeme predpokladat, ze m ma tvar ako vo Vete 47. V takom
pripade pre dané a plati

(@) = X(g) o Xg

To znamend, ze charakter X je jednozna¢ne urceny hodnotami X(gs), s
., k. Rad prvku gs je ¢(pS). Z toho vyplyva, ze hodnota X(gs) je
korenom binomickej rovnice

Qs

m%"(ps ) = 1.

To znamena, ze
2mils

X(gs) — ee(Ps®)
pricom 0 < js < @(p2s). Teda, ak a je v tvare ako vo Vete 47, tak

2mily 1 27”%%
o1 &
X(a) =e®1) ... e?®r) |
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Toto vyjadrenie je jednoznaéné a preto existuje prave ¢(pf")...o(pp*) =
©(m) charakterov modulo m.
Ak a # 1 (mod m), tak existuje s, pre ktoré a Z 1 (mod p%*). Z toho
vyplyva
a=g’ (mod p),
pricom 0 < £ < p?". Teraz moézeme definovat charakter X tak, ze X (g;) =

2mi

1, ak j # s a X(gs) = e»®8") . V tomto pripade plati

27mil

X(a) = ev®%”) £ 1.

O]

Mnozina X(m) tvori grupu vzhladom na nésobenie prirodzene defino-

vané pomocou nasobenia komplexnych éisel. Teda pre X;, Xo € X(m) defi-
nujeme sucin charakterov

(X1X2)(a) = Xi(a)X2(a),

pre kazdé a € Z,,. Neutrdlnym prvkom v tejto grupe je hlavny charakter
Xp. Hodnoty charakterov si korene rovnice (87). To znamenad, ze pre kazdé
a € 77, plati |X(a)| = 1. Inak povedané X (a)X'(a) = 1. Teda vidime, zZe in-
verznym prvkom k danému charakteru X je charakter komplexne zdruzeny,
teda X! = X, kde

X(a) = X(a).
Této grupa sa nazyva grupa charakterov modulo m.

Veta 50. Ak a =1 (mod m), tak

> X(a) = ¢(m). (92)
X

Ak a #1 (mod m), tak
> X(a)=0. (93)
X

Dokaz. Prva rovnost vyplyva z prvej casti Vety 49 a z toho, ze v tomto
pripade plati X'(a) = 1 pre kazdy charakter X € X(m).

Ak a # 1 (mod m), tak podla druhej casti Vety 49 existuje isty charakter
X1 € X(m) taky, ze X1(a) # 1. Potom

Xi(a) 3 X(a) = 3 Xi(a)x(a) = 3 (AX) ().
X X

X
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Ak X prebieha celi mnozinu X(m), tak aj XX} prebieha celd tito mnozinu.
Preto z predoglej rovnosti dostavame

Xi(a)Y X(a) =) X(a).
X X

To znamens

(Xi(a) — 1)) X(a) =0.
X

Ako sme uz spominali, Xj(a) # 1 a teda poslednd rovnost moéze platit iba
v pripade, ze plati rovnost’ (93). O

Uz sa blizime k spomfnanému dokazu rovnosti (89). Ak oznaéime a~!
inverzny prvok k a mo- dulo m pre (a,m) = 1, tak a~'a = 1 (mod m). Preto
pre X € X(m) plati X(a"'a) = 1. Po tprave dostdveme X (a~1)X(a) = 1.
To znamena

X(a™h = X(a). (94)
Veta 51. Ak m € N, tak pre kazdé k, ¢ € N, (k,m) = 1,(¢{,m) = 1, plati

k=¢ (modm)= ZX(I@)W = p(m)
X

k# 0 (modm) =Y X(k)X()=0
X

Dékaz. Budeme postupovat podla (94). Ak oznacime symbolom £~!
inverzny prvok k ¢ modulo m, tak dostavame

X(E)X(0) =X 0x(k) =X Hx(k) =X k).
Teda ak k = ¢ (mod m), tak k¢~! = 1 (mod m). Z toho vyplyva podla
prvej casti predoslej vety prva rovnost. Podobne ak k& # ¢ (mod m), tak
dostavame druhu cast’ vety. O
Ak budeme postupne upravovat pomocou tejto vety pravi stranu rovno-
sti (89), dostaneme Tavi stranu.

8.2 Pouzitie von Mangoldtovej funkcie

Budeme potrebovat taku aritmeticki funkciu, ktora odliSuje prvocisla a
zaroven pozname jej vlastnosti. Jednou z takych funkcii je von Mangoltova
funkcia A. Ak ju dosadime do predoslého prikladu, dostavame rovnost

Loy Aln) _ EIGHS A(n) X (n)
(p(m) n<x n X n<x n
n=~
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Tito rovnost mozeme vyjadrit v tvare

1 AR - Ao(m)A(n) 7\ A(n) X (n)
(p(m)g . ;g; - +X;/X(£)7§n . (95)

n={
Cinitel X (¢) je rovny 1 a teda ho pri prvej sume moézeme vynechat. Teraz
budeme upravovat sumy v tejto rovnosti tak aby vniesli do veci ¢o najviac
jasno. Pre vyraz na lavej strane plati

Lema 1. A |
n n
S AW s o),
n<zx " p<x p
n=~, p=~
Dokaz. A(n) | |
amn) NP ﬂ) =
A ro(y
n<x p<zx p*<z
n=~_ p={ 2<a
Inp Inp 1 Inp
:274—0( 5 704):27 O(U
p<z P p<z P azoP p<z P
p=L p={

Prvi sumu napravo v (95) si mozeme vyjadrit

> MOAR) _ A g A, 06)

n
n<x n<x n<x

(n,m)>1

Ak zoberieme do tvahy vyjadrenie funkcie A dostdvame, Ze menSitel v
poslednej rovnosti neprevysuje hodnotu

Zlnp(;+p12+...) = 0(1).
plm

Dosadenim do (96) vidime, ze

n
n<lx nlx

Lema 2. Pre z > 1 plati

Z AE?) =lnz+ O(1).

n<x
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Doékaz. Vieme, ze plati

Zlnn =zlnz+ O(lnz).

n<x

Ak si uvedomime definiciu funkcie A, tak predosli rovnost mozeme vyjadrit

ZZA(d) =zlnz+ O(lnz).

n<z dn

To znamens

zlnz +O(nz) = > AWd) =Y A(d) 1:21\((1)[2].

kd<zx d<z k<% d<z
Preto Ad)
xZT+O(ZA(d)) — zlnz + O(lnz). (97)
d<z d<z
Ked si uvedomime, ze (x) = ), A(d) = O(x) a vydelime rovnost (97)
x - om dostdvame tvrdenie. B ]

Rovnost’ (95) sa ndm tymto spdsobom podarilo upravit' takto

Lzlnp nz+ Y X(0) Z)nx(n) +0(1). (98)

QD(TI’L) p<z X#X, n<lz
n=~{(
Ak sa nam podari dokdzat, ze hodnoty Zn<x Aln )Tf((n) si pre X # Ay

ohrani¢éné, tak sme dokdazali prvii rovnost’ z Vety 46.

8.3 Dirichletove L rady

Aby sme dokdazali ohrani¢enost’ hore spominanych veli¢in vyuzijeme dva tipy
nekonecnych radov. Budeme vychadzat z toho, ze konverguju.

Veta 52. Ak r1,...,7m, je uplny zvysSkovy systém modulo m, tak

> Xo(rn) = p(m) (99)
n=1
a pre X # X, plati
> X(rn) =0. (100)
n=1



Dokaz. Rovnost' (99) je zrejmaé.
Ak X #£ X), tak existuje také a € N, (a,m) = 1, ze

X(a) # 1. (101)
V tomto pripade je aj ar,,n =1,...,m Uplny zvyskovy systém modulo m.
To znamena
m m m m
D X(ra) = Xlarn) =Y X(a)X(ry) = X(a) Y X(ra).
n=1 n=1 n=1 n=1
Z rovnosti (101) vyplyva rovnost (100). O

Z rovnosti (100) vyplyva doélezity odhad:

N+k

d =00) (102)
n=k

pre k,N € Na X # Ap.

Teraz sme pripraveni na pouzitie nasledujiceho kritéria konvegencie:

Veta 53. Nech {a(n)} je takd postupnost komplexnych ¢isel, ze

N
> a(n) = 0O(1). (103)

n=1

Ak {b(n)} je nerastiica postupost kladnych redlnych c¢isel, ktora
konverguje k 0 tak a) nekonecény rad

konverguje.
b) Pre N > 1 plati

Dokaz. Polozme

Pre ¢iastocné sucty spominaného radu potom plati

N+M N+M
> ambmn) = Y (A(n) — A(n—1))b(n) =
n=N-+1 n=N-+1
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N+M N+M

= Y Ambn)— Y An-1)b(n

n=N-+1 n=N+1

N+M N+M-1

= > An Z A(n)b(n+1) =

n=N-+1
N+M-1
= Y A(n)(b(n) —b(n+ 1)) — A(N)b(N + 1) + A(M + N)b(N + M).
n=N+1

Vidime teda, ze pre X # X rady

L(s,X) = t(n)

konvegujui pre s > 0. Najprv budeme vyuzivat ich hodnoty pre s = 1:

[e.o]

X
L(L,X)=>" T(l”) (104)
n=1
a o0
Z X(n)Inn (105)
n=1
konverguja.

Lema 3. Pre X # Ay a x > 1 plati

L(LX)=L(1,X)> A(”)nx(”) +0(1).

Dokaz. Pre x > 1 a definicie A plati

ZX(nT)llnn:ZXf:L)ZA(d)_

n<z n<z dn
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Podla vety 53 b) si mozeme vyjadrit
X (k) d
>SS =)+ O(;).
k<2

Po dosadeni do predoslej rovnosti dostavame

S AR _ g3 TOMD o (S vapa) =

x
n<z d<z d<z
_ X (d)A(d) 1 B X (d)A(d)
=L(1,2) ) oSS+ O(; Zlnd) = L(1,X) ) =22 4 0().
d<z d<z d<z
O
7 tohoto tvrdenie hned vidime, zZe
X(n)A(n) _
L(L,X)#£0= ) ——==0(1). (106)

n<x

Preto na dokaz prvej rovnosti Vety 1 stacidokéazat, ze hodnoty L(1,X) st
nenulové pre X # Aj.

Lema 4. Pre x > 1 plati

> X(”LA(”) = —Inn+ L(1L,X) Y X(d)u(d) h% +O(1).

n<z d<z
Dokaz. Najprv dokdzeme, ze pre n € N, n > 1 a x > n plati
Z,u lnf—A( ) (107)
dn
Von Mandolgtova funcia A je definovand tak, aby

Z,u lnf

dn

Zu (lnf—ln )—l—Zu lnf.

din dln

Teda

Prvy scitanec si modzeme upravit na tvar

Zu ln— lanu

dln dln
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Pre n =1 plati

Zu lnf Inz.

d|n
Druuhd rovnost’ zrejmé. Von Mandolgtova funcia A je definovand tak,
aby
Z wu(d ln —
dn
Teda
Z,u (lnf —In— ) —I—Z,u lnf
dn dn

Prvy séitanec si modzeme upravit na tvar

Z,u( ln— lanu

din din

Podla (?7) si mézeme vyjadrit

Z X(nilA(n) = Z /'\,’T(Ln) Zu(d) lng —lnx =

n<zx n<z dn
B X (kd) x X(d) x (k)
=—Inz+ ) g d)In S =1 +Y == (= > == =
kd<zx d<z k<%
- —1nx+zﬂ (d)lnf(Lu X) +0( )) -
d<z d d
_ X(d)
= —Inz+L(LA) Y = u(d)n ( S n? )
d<z d<z
Z toho podla prikladu 105 dostavame tvrdenie. O
7 tohoto tvrdenie vylyva
X (n)A(n)
L(1,X) = — =1 1 1
(LX) =0=>_ - nz+ O(1), (108)

n<x

pre X # Xj.
Teda ak oznac¢ime s pocet takych charakterov X modulo m pre ktoré
L(1,X) = 0 dostdvame

ZW:ZZW:—(S—l)Inx—%O(l).

n<lx X nlx
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Dava strana nadobuda kladné hodnoty. Ak s > 1 tak prava strana konver-
guje do —oco. Teda s < 1. Je zrejmé, ze plati L(1,X) = L(1,X). Preto ak
L(1,X) = 0 tak charakter X musi nadobidat reélne hodnoty. Preto saci
dokazat’, ze L(1,X) # 0 ak X # &) pre redlny charakter X modulo m.

Definujme si funkciu
=> X(n). (109)
din
Téato funkcia je multiplikativna a pre n = p* ... p?j preto plati

J oy
=12 xw)*
i=1 k=0
Ak X(p;) = 1 tak Y5 X(pi)F = a; + 1. V pripade X(p;) = —1 mdme

il X(pl) = %W Preto F'(n) > 0 a v pripade, ze vSetky exponenty
oy su parne, teda n = k% pre k € N plati F(n) > 1. Ak si definujeme

o) =3 F), (110)

n<x
tak F(n) )
n
G > — 7> —.
(m) - Z n n
n?<z n</z
Preto
ILm G(z) = oc. (111)

Funkciu G si mo6zeme vyjadrit aj inym sposobom.

_y ) ()
G(x)g’jzj Vﬁi E::vr*E:: 2;% V%E’

n<x n<x din

Pre x > 1. Ak kd < x Tak k < /x alebo d < y/z. Preto z poslednej rovnosti

dostavame
=D Z*+ > Z
d<\fk<z VE<d<z k<%
X(d) X(d
= > — 7+Z > M 515
A<z vd kfg K<z f<d§% vd
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Prvy scitanec mozeme upravovat

Si=> X;}?(Q\/g—l-[(-i-(/)(\/z)) vz Y Xc(id)+0(1):

d<\/z d<\z

= Va(L(1,x) + 0 = (\/15) +O(1) = VZL(L,X) + O(1).

Pre druhy Sc¢itanec plati

Odvodili sme ronvost
G(z) = VaL(1,X) + O(1).

To znamend, ze L(1,X) = 0 je v spore s (111). Tym sme dokazali prvd
rovnost Vety 46.

9 Asymptoticka hustota

9.1 Uvodné pojmy

Nech S C N. Hovorime, Ze mnozina S ma asymptotickii hustotu, ak
existuje limita

3 1 Pp—
Jim —|[1,N] 18] = 2(S).

Hodnota 0(S) sa nazyva asymptoticka hustota mnoziny S.
Asymptoticki hustotu mdzeme chépat ako istd intuitivnu ”pravdepo-
dobnost” | Ze ndhodne vybrané prirodzené ¢islo bude prvkom danej mnoziny.
Ak S € DaN €N je také prirodzené &islo, ze NS € (3(5) —2,0(5)+e),
pricom € > 0 je ”velmi malé” redlne ¢islo, tak pravdepodobnost, Zze ndhodne
vybrané prirodzené ¢islo z intervalu [1, N] je prvkom S, bude ”blizko” 9(.5).

Priklad 131. Ak oznaéime N? = {n?;n € N}, tak vidime, ze pre kazdé
N € N plati
1, N]nN?| = [VN].

Teda N? m4 asymptoticki hustotu a d(N?) = 0.
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Priklad 132. D4 sa dokéazat, Ze pre kazdé redlne ¢isla o« > 1,5 > 0 m4a
mnozina celych casti

A = {[an + f];n € N}
asymptotickd hustotu a 9(A4) = L.

Priklad 133. Da sa dokéazat, ze mnozina S C N m& asymptoticki hustotu
prave vtedy, ked existuje také rastiica postupnost’ prirodzenych ¢isel { Ny},

ze N
lim —+ =1
k—o0 Nk
a existuje limita
1, Ng] NS
L ILNINS)
k—o0 Ny,

Vtedy 2(S) = A.

Veta 54. Nekoneénd mnozina A = {a; <as <---<a, <...} CNma
asymptotickta hustotu prave vtedy, ked existuje limita

lim — = . (112)

n=300 Gy,
Vtedy 0(A) = A,
Doékaz. Pre kazdé n € N plati
I[1,an] N A| =n. (113)
Teda v pripade, ze 0(S) = A, dostavame

lim —~ = lim [ an] 0 A] =

n—00 (y, n—00 G,

Predpokladajme, ze (112) plati . Ak N € N, tak pre nejaké k(NN) € N plati

Q.

agny <N < agny41-
Potom [[1, N] N A| = k(N). Teda
EOY) _LNINA| _ k()
aR(N)+1 N © AR(N)

Teraz vidime, ze z (112) vyplyva

fim (LMOAL
N—o0
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Priklad 134. Ak A mé asymptoticki hustotou a 9(A4) > 0, tak

lim an_ — 1,
n—00 g7

Priklad 135. Ak o > 1 je redlne ¢islo a mnozina A mé asymptoticki
hustotu, tak aj jej podmozina mnozina {a4,,n € N} ma asymptotickd
2(A)

hustotu, ktord je rovna =.~.

Priklad 136. Podla predoslého prikladu sa da dokazat , ze asymptotickd
hustota ma tzv. Darbouxovu vlastnost’. To znamend, pripade ked mnozi-
na A méa asymptoticki hustotu, tak pre kazdé 5 € [0,0(A)] existuje taka
podmnozina B C A, ze 3(B) = .

9.2 Vlastnosti systému mnozin s asymptotickou hustotou

Systém vSetkych mnozin, ktoré maji asymptoticki hustotu budeme oz-
nacovat symblom D. Tento systém ma nasledujice vlastnosti:

Veta 55. Ak 51,55 € D, tak
i) S1NSy=0= 5,USy € D/\D(Sl U SQ) = D(Sl) —i—U(SQ).
ii) S1 C Sy =5 \ ST €DA 0(52 \ Sl) = D(Sz) — 0(51)

Dokaz. Dokaz tohoto tvrdenia je jednoduchy. V pripade i) totiz plati
[[L, NI (S1U Sy)| = |[1, N] N Sa| + |[1, NT N Sy
pre N € N. Podobne v pripade ii) zase
|[L, NT 0 (52 \ S1)| = [[1, N] 1 S| — |[L, NJ N Sal.

O
Nie kazdd mnozina mé asymptotickt hustotu. Niekedy, aby sme do istych
veci mohli vniest’ jasno, budeme pouzivat funkciu

_ 1
0(S) = limsup NHLN] n.s.

N—o0

Tato funkcia sa nazyva horna asymptoticka hustota. Jej dolezité vlast-
nosti su: Pre 51,5 C N plati

0(S1 U S2) <0(S1) +0(S2) (114)

S1 C Se = 0(S1) <0(S2). (115)
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Veta 56. Mnozina S C N patri do D prave vtedy, ked
o(S)+o(N\ S <1. (116)

Dokaz. Istymi dpravami sa dé odvodit, ze

— S N
1 O(N\S)—l}\rfrg&fijv .

Preto S € D prave vtedy

(S)+o(N\S) =1 (117)
Podla (114) dostaveme, ze vzdy

(S)+o(N\S)>1.
Z toho vyplyva, ze (117) je ekvivalentné s (116). O
Priklad 137. Ak ACNad(A)+d(N\A) <1,tak AecDad(ld) =03A4).

Priklad 138. Nech Aq,...,Ar C N st disjunktné mnoziny. Ak A; U--- U
A, =Nad(4;) <d;i=1,...,k, pricom 61 +---+ 0 = 1, tak A; € D a
0(A;))=0d;prei=1,...,k.

Priklad 139. Nech S € D a S1,...,Sr C N st disjunktné mnoziny. Ak

SiU---US, =S a Zleﬁ(si) <1,tak S; € Dprei =1,...,k, pricom
k

Zi:l 0(Si) = D(S)'

Asymptotickd hustota nie je o - aditivna. Preto je niekedy potrebné néjst
také podmienky, ktoré zarucia slabgiu formu o - aditivity. Pri nasledujicich
uvahach bude hrat déleziti ulohu horna asymptoticka hustota.

Veta 57. i) Mnozina S patri do D prave vtedy, ked
Ve > 03S. € D;S. C SA(S\S:) < e.

V tomto pripade plati 9(S) = sup{0(S:);e > 0}.
ii) Mnozina S patri do D prave vtedy, ked

Ve > 03S. € D; S C S-A0(S:\ 9) < e.
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Dokaz. i) Pre dané e si moézeme vyjadrit
[, N]N S| = |[1, N] N Se| + [[1, N] N (S\ Se)l.

Z toho vyplyva

1, NN
9(S:) < limsup LN S| <(S:) +¢
N—o0 N
A rovnako LN S|
N
< liminf —/———— < .
0(S:) < l}\rfr;loréf N <0(S:) +¢
Teda vidime, ze
. [LNTNS] L NN S|
h]l\?_i?op N l}\rfriglof N < e

Pre ¢ — 0T dostdvame, Ze existuje limita

_|[L,N]N S|
lim ———— =0(9).
NN )
Cast’ ii) vyplyva z i) tak, Ze ju pouzijeme na mnozinu N\ S. O

7 tejto vety okamzite vyplyva
Veta 58. Nech A; C Ay C --- C A C ... st mnoziny patriace do
D. Polozme A = U A, Ak lim, (A \ 4,) =0, tak A € D a
0(A) = limy 00 9(Ay).
Veta 59. Ak B1,Bs,...,Bg,... st dizjunktné patriace do D a
limy, 00 9(UR2,, Bi) = 0, tak U° | By, patri do D a

0<;§1 Bk) = go(Bk).

7 tychto skutocnosti sa da odvodit vysledok, ktory v roku 1965 dokazal
Ralph Alexander:

Veta 60. Ak Ay, As,... Ay, ... st dizjunktné mnoziny z D a existuje
taky konvergentny nekoneény rad ) 7, ¢,, Ze pre kazdé n ¢ NN ¢
N plati

I[1, N] N A,| <

N = Cp,
tak mnozina A =U;2, patrido D a

A(A) =D (4.
n=1
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Dokaz. Pre kazdé n € N plati

k [ee
A J4a= | 4.
n=1

n=k+1

A teda

LN nA\ U A, >
LML A §
n=k+1
7 toho vyplyva

3(4\ O An) < S e

n=k+1
O
9.3 Zvyskové triedy
Tak, ako sme uz spominali, zvyS8kové triedy budeme oznacovat
r+(m)={neN;n=r (modm)},
pre m € N,r € Z. ' Pre N € N plati
N-—r
(r+ (M) N [LN]| = [{k € N;r + km < N} = [ —~ }
Tedar+ (m) €D a
1
= . 11
o(r + (m)) = - (118)

Podmienka dizjunktného prieniku ¢asti i) vety 55 sa vo vSeobecnosti neda
vynechat. Niekedy je dobré najst také podsystémy D pre, ktoré sa vyne-
chat’ da. Nasledujuci je jednym z nich.

Symbolom Dy budeme oznacovat systém vSetkych mnozin v tvare
UF_ 7 + (my). Teda vietky zjednotenia kone¢ného poétu zvyskovych tried.
Ak S € Dy je mnozina v takomto tvare a polozime m = my...myg, tak
kazdd zvyskovd trieda r; + (m;) sa dé vyjadrit ako dizjunktné zjednotenie
zvyskovych tried £+ (m). Teda S ma asymptotickd hustotu. Z toho vyplyva

Dy C D. (119)

!Toto oznacenie ma vyznam v tom, Ze (m) znamend hlavny idedl generovany m v
okruhu celych ¢isel Z a r+(m) prislusné triedy rozkladu. My sice uvazujeme iba ” polovicu”
tohoto idedlu, jeho kladnt ¢ast. Ale vSetky vlastnosti tychto mnozin si képiami vlastnosti
idedlov.
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V roku 1994 dokdzal Tibor Saldt zaujimavi rovnost. Nech p je prvoéislo.
Ozna¢me oy(n) exponent, s ktorym vystupuje p v kanonickom rozklade
prirodzeného ¢isla n. Teda, ak p { n, tak ap,(n) = 0. Definujme si mnozinu

M, = {n € N;opp(n)|n}.
Salatov vysledok je

Propozicia 1. Pre kazdé prvocislo p mnozina M, patri do D a

[e.9]

1
AMy) =(p—1)) fph—en (1
k=1

Dokaz. Oznacime si mnoziny
By = {n € N;a,(n) = k A k|n},
kde £ =1,2,3,...,. Vidime, ze plati
o
M, = U By.
k=1

Ukéazeme, ze sa da pouzit Veta 59. V prvom rade vidime, ze mnoziny By, st
disjunktné. Ked sa pozrieme na definiciu mnozin By, uvedomime si, ze

By = (kp*=or M)\ (kpt o4,

Teda B, € D a

1 1 p—1
o(By) = kpk—or(k) — kph—ap®)+1 T gpk—ap(k)+1°

Pre k > N pre dané kg € N plati By C (p"). Teda Ul vBr C (p™). Preto
im0 0(UR By) = 0. Vidime teraz, ze tvrdenie vyplyva z Vety 59. [

Podobnym sposobom ako (119) sa dé dokéazat’:
S,S/€D0:>SQS/€D0,SUS/€D0. (120)
7 toho vyplyva

(SUS) =0(S)+0(9") —d(SNS). (121)
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Priklad 140. Nech mq, ms € N s nesudelitelné. Ak r1,ry € Z, tak podla
Cinskej zvyskovej vety plati (r1 + (m1)) N (r2 + (m2)) = r3 + (myma). Preto
o((ry 4 (m1)) N (r2 + (m2)) = —L—. Z toho vyplyva

mimso
1 1 1 1 1
0 U -y :1—(1——)(1—7).
((r1+ (m1)) U (r2 + (m2)) e s o~ o~
Veta 61. i) Ak my,...,my, st navzijom nesudelitelné prirodzené
¢isla, k € N, tak mnozina Ug‘?:lrth(mj), kde rq,...,r, € Z, ma asymp-

totickd hustotu, pricom

k k 1
o(L_Jrj+(mj)):1—1:[(1—mj),

i) Ak my,ma,..., mg,... st navzijom nesudelitelné ¢isla, tak mno-
zina A = U2, (my) patrido D a

o0

1
O(A)zl—H<1—m—k>.

k=1

Dokaz. Cast i) vyplyva z principu zapojenia a vypojenia, alebo sa da
dokéazt’ indukciou. Podobne ako v predoslom priklade.
Na ¢ast’ ii) pouzijeme Vetu 58. Ozna¢me

Potom

Predpokladajme najprv, ze rad Y oo, m%c diverguje. V tom pripade dosta-
veme podla i)

lim 9(Ag) = 1.

k—o00

Z toho podla Vety 58 dostavame d(A) = 1. Predpokladajme teraz, ze rad
> orey m%c konverguje. Mnozinu A si mozeme vyjadrit ako
oo

A=A U U (mk)
n=k+1
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Teda

n=k+1
Teraz si uvedomime, ze
N
1,N]N [—}
L Maeml = [
A teda
2 [N
1L, N] N (4 Ap)] Z ]
j=k+ m;
Preto
= L
sanas 3
m;
Z podmienky konvergencie daného radu Vyplyva teda limg_,o 0(A\ Ag) = 0.
Podl'a Vety 58 dostdveme tvrdenie ii). O

Pomocou ¢asti i) Vety 61 dokazeme vysledok Péla Erdésa z roku 1934.

Propozicia 2. Oznaéme

Potom limpy_,o D(BN) =0.

Dokaz. Pre kazdé N € N plati

1 p<N

Z toho podla i) Vety 61 vyplyva, ze Sy € D, pre N € N a

osw) =1-[] (1 - 1). (122)

p<N p

Potom By = Son \ Sy a teda z (122) dostdvame By € D a

o =TT (-2)- 11 (-2

p<N p<2N
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7 toho vyplyva
lim o(By) =0.
N E>n<>o ( N)
O
Tento vysledok z roku sa déa zosilnit
Priklad 141. Nech /5 > jn, N =1,2,3,... a Jy — oo for N — co. Potom
In
lim 3 )=0.
m=jn
Priklad 142. Uvazujme mnozinu Cn = J-_y(m), N =1,2,3,.... Potom
pre kazdé N plati
U@ cow.
N<p
Z toho vyplyva podla vety 61, ze Cy € D a d(Cy) = 1.
Priklad 143. Mnozinu prirodzenych ¢isel v tvare p; . .. pg, p; si rozne prvo-
¢isla budeme oznacovat symbolom Q9. Takéto Cisla sa nazyvajui bezk-
vadratické ¢isla. Povodne Quadratfreie Zahlen. Ttito mnoZinu tvoria
prirodzené ¢isla ktoré nie s delitelné druhou mocninou ziadneho prvocéisla.
7 toho vyplyva

Q2 =N\ [P

Zjednotenie na pravej strane prebieha cez celi mnozinu prvocisel. Podla
predoglej vety dostavame Q2 € D a

1y 6
Q) :1;[ (1—?) =

Tento vysledok moze posobit’ dost’ prekvapivo. Z hladiska kanonického rozk-
ladu sa zd4, ze ide o zriedkavé pripady prirodzenych ¢isel. Z nasho prikladu
v8ak vyplyva, ze pri usporiadani podla velkosti je ich viac ako polovica.

Priklad 144. Podobne sa da dokazat, ze mnozina @Q,, ktord obsahuje

vSetky prirodzené ¢isla, ktoré maju v kanonickom rozklade exponenty mensie

ako n, mé asymptoticku hustotu ﬁ

Priklad 145. Nech p; < ps < -+ < p, < ... su také prvocisla, ze

=1
Z—:oo.

ey Pn

Ozna¢me S mnozinu vSetkych prirodzenych ¢isel, ktoré neobsahuji v kano-
nickom rozklade tieto prvocisla. Potom S € D a 9(S) = 0.
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Priklad 146. Neprazdna mnozina M C N sa nazyva uzavreta vzhfadom
na delitelnost ak

Vm e MVYd € N;dm = de M (123)

le,mz S M; [ml,mg] e M. (124)

V takomto pripade mozeme kazdému prvocislu p priradit hodnoty
e(p) = max{k; p* € M}.

Potom plati
M=N\ |J (@) (125)

e(p)<oc

Teda M ma symptotickd hustotu a

sy = [ (1—pe(j)+l).

e(p)<oco
Medzi vysledky Ralpha Alexandra patri aj nasledujica aplikdcia ”sla-
bsej” o aditivity.

Veta 62. Nech r, + (m,),0 < r, < my, n € N st také dizjunktné
mnoziny, ze mnozina A = {r,;n € N} ma asymptotickd hustotu.
Potom nekoneény rad ) 7, m%, konverguje a mnozina

o0

C = Urn+(mn)

n=1
ma asymptotickit hustotu, pricom
= 1
o(C)=0(A —.
(©) =2(4)+ ) —
n=1
Doékaz. Z toho, ze dané mnoziny su dizjunktné,vyplyva

N

1
n=1 Mn
a teda tento nekonecny rad konverguje. Ozna¢me H,, = (rn, + (my)) \ rn.
Potom
o0
C =AU H,. (126)
n=1
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Pre kazdi mnozinu H,, plati
0NN H,| _

_mn

Z Vety 60 dostavame, ze mnozina Up2  H,, méa asymptotickd hustotu, ktord
sa rovna suc¢tu daného nekonecného radu. Z toho, Zze mnoziny napravo v
(126) su dizjunktné vyplyva tvrdenie vety. O

Vznikla otazka, ¢i kazdé zjednotenie "idedlov” mé asymptoticki hus-
totu. Besichovich zostrojil mnozinu, ktord na danu otazku dava negativnu
odpoved.

Veta 63. Existuje taka postupnost’ prirodzenych &isel m,,n € N, ze
mnozina U2 | (m,) nema asymptotickd hustotu.

Dokaz. Nech By, N € N st mnoziny z Propozicie 2 Uvazujme € > 0.
Podla Vety 77 mo6zeme utvorit’ takt postupnost Ny < No < ... Np < ...,
ze -

(Bn,) < BLISE

a
Niy1 > 2Ny, k=1,2,3,....
: 1, N B
N .
L Newn] 0 By | =, (127)
Ni11 2k
pre j =1,...,k. Ozna¢me
o0
B =B,
k=1

Potom pre k € N mame
[1,2N,] 1 B| > N
Preto

_ 1,2N,| N B
oB) > limsupM
k00 2Ny,

l\D\»—l

Z druhej strany podla (127) dostavame

k
I[1, Ny] N B| < Z , N ﬂBN|<Z = Nj.
: ]1
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To znamena LN A B )
N
lim inf -1 -y
e N, T2
O
Thto cast ukoncéime vetou, ktora bude hrat kIicovi ilohu v dalSom.

Lema 5. Nech S = U;‘?erjvt(mj) prekeN,r,...,r, € Z, m1,...,my €
N. Nech pre m € N plati (m,m;) =1,j = 1,...,k. Potom pre kazdé
reZplati SN(r+(m))eDa

oSN (r+ (m) = %0(5).

Dokaz. Mnozinu S mozeme vyjadrit v tvare disjunktného rozkladu
T
S=|Jt+ M),
i=1

kde m = my ... my. Z tohoto vyjadrenia vyplyva 0(5) = ;. Podla Cinskej
vety o zvyskoch dostdvame

SN (r+(m)) = Uﬁ; + (mM),
i=1

pre vhodné ¢}, ... ¢, € Z. Preto d(S N (r + (m))) = =17 = 50(9). O

Veta 64. Ak mq,mo,...my si nesidelitelné ¢isla, tak mnozina U§:1(mj)\
(m?

;) ma asymptotickd hustotu a

a(U(mj)\(mi)) - —H(l—ijrm2>.

J=1 J=1

Dokaz. Budeme postupovat indukciou. Pre & = 1 rovnost plati . Nech
plati pre k£ — 1. Potom

k—1 k—1 1 1

2\)
a( U(mj)\(mj)) —1- Hk:(l—mjanz).
7=1 7j=1 J
Oznacme si pre zjednoduSenie
k—1
S = Jmy)\ (m2).

j=1



Potom i
Jmp) \ m3) = S U ((m) \ (m),).
j=1

Teda

k
o([Jm) \ (m2)) =2(S) + 2((mi) \ (mF) = 2(S 1 (i) \ (md)). (128)

j=1
Podla Lemy 5 plati
(S N () \ (M) = (S N ((my)) — (S N (M) =

Lois)— Logs) = (= - L)ors)

M mi

Po dosadeni do (128) dostédvame, ze tvrdenie plati aj pre k. ]

Vyznam tejto vety bude spocivat hlavne v tom, ze v pripade Y ;- , % =
J

oo plati

11
Tim (1 -4 —2) ~0. (129)
mj mj

9.4 Rozdelenie postupnosti

Hovorime, Ze postupnost v , teda to isté ¢o aritmeticka funkcia, je rovno-
merne rozdelena ak v(n) € [0,1],n € N a pre kazdy interval I C [0,1]
plati v=1(I) € D a o(v=(I)) = |I|. Tento pojem definoval v roku 1916
Hermann Weyl.

Priklad 147. Priamym vypoctom asymptotickej hustoty sa da dokazat, ze
postupnost’ v, kde

1 2 n—1
{U(n)}—{i,g,g,z,z,z,...,ﬁ,ﬁ,..., n ,...,}

je rovnomerne rozdelend.

Priklad 148. D& sa dokézat, ze postupnost v je rovnomerne rozdelend
prave vtedy, ak existuje hustd podmozina A C [0, 1], Ze pre kazdé = € A
plati v=1([0,z)) € D a d(v=1([0,2))) = =.

Rovnomerne rozdelené postupnosti maji okrem iného pouzitie na odhad
urcitych integralov. Nasledujuici vysledok nesie ndzov Weylovo kritérium.
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Veta 65. Postupnost’ {v(n)} je rovomerne rozdelend prave vtedy,
ked pre kazdua spojitu realnu funkciu f definovani na intervale
[0, 1] plati
1 & !
lim — )" f(v(n)) = / f(z)dz. (130)
n=1 0

Dokaz. Predpokladajme, ze plati (130). Ak I C [0,1], tak pre kazdé
€ > 0 existuju spojité f1, fo také, ze

[1<Cr<fo (131)

1 1
/0 fa(x)dz —/0 fi(z)dz < e. (132)

Z nerovnosti (131) vyplyva

1 1
/ fi(a)de < |1 < / fa(@)da, (133)
0 0

Z nerovnosti (131) dostavame

1Y 1 RS
S AEM) < = 3 Crem) < = falv(n)
n=1 n=1 n=1

Hodnota v(n) patri do intervalu I prave vtedy, ked n € v=(I). To znamen4
Ci(v(n)) = Cy-1(p)(n). Posledné nerovnosti moézeme preto napisat’ v tvare

1 & 1 & 1 &
y A0 < 5 3 Comsinl) < 7 3 Aa(v(o)
pre N = 1,2 3,.... Ak pouzijeme rovnost’ (130) dostédvame, ze dostavame,

ze kazdy hromadny bod postupnostosti % 27]1\[:1 Coin(n), N =1,2,3,...
patri do intervalu | fol fi(x)dz, fol fa(x)dx]. Dizka toho intervalu neprevysuje
e. Ak uvéazime € — 0" dostdvame, 7e tato postupnost konverguje. Z nerov-
nosti (133) potom vyplyva

Preto v~ 1(I) € D ao(v™ (1)) =I.
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Predpokladajme, Zze postupnost je rovnomerne rozdelend. Potom pre
kazdy interval I C [0, 1] plati

1
Jim NZCI .y /0 Cy(2)dz

7 toho vyplyva, ze pre kazdd schodkovitd funkciu s plati

1y !
A}gnooNnZs(v(n)):/o s(z)dx.

Kazdd spojiti funkciu na [0, 1] mézeme rovnomerne aproximovat schod-
kovitymi funkciami a teda plati (130). O

Priklad 149. Weylove kritérium sa da mierne preformulovat:
Postupnost’ {v(n)},v(n) € [0,1] je rovhomerne rozdelena prave vt-
edy, ked

1
hlrvnjgop*z:f S/O f(x)da

pre kazdd nezdporni spojitu funkciu definovand na [0, 1].

Podla Fejerovej vety vieme, ze kazdu spojitt funkciu f definovani na in-
tervale [0, 1] takd, ze f(0) = f(1) moézeme rovnomerne aproximovat’ trigono-
metrickym polynémom v tvare ) -, €™M 7 toho vyplyva efektivnejsia
forma Weylovho kritéria
Veta 66. Postupnost’ {v(n)} prvkov intervalu [0,1] je rovnomerne
rozdelena prave vtedy, ked

1 N
li - 2mihv(n)
Ngnoo N nz:l €
pre kazdé h € Z,h # 0.

Priklad 150. Podla predoslej vety sa dd dokazat: Ak postupnost {v(n)}
je rovnomerne rozdelend a m € Z tak aj postupnost zlomkovych casti
{{mv(n)}} je rovhomerne rozdelena.

Priklad 151. Nech « je iracionalne ¢islo. Pomocou predoslej vety sa da
doka- zat', ze postupnost’ zlomkovych ¢asti {{na}} je rovhomerne rozdelena.
Vie- me, ze e2mih{ne} — g2mihna o odq

627rih(N-l—1)oc -1

§ : 2mih{na} __ § : 2mihna __
e e = -
e?mha -1
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pre h # 0. Mozeme pouzit vzorec pre sicet geometrickej postupnosti, pretoze
z podmienky iracionality a vyplyva e =£ 1 pre h # 0.

Rovnomerné rozdelenie postupnosti z predoslého prikladu dokaze do-
plnit’ Dirichletov vysledok o diofantickych aproximaciach. Teda o presnosti
aproximacie iracionalneho ¢isla zlomkom vzhfadom na jeho menovatel. Diri-
chlet dokézal, Zze pre kazdé iracionalne ¢islo o existuje nekonecne vela
prirodzenych ¢&isel n ku ktorym existuje také k,, ze plati

1

-5
o — — .
TL2

n

Tu dokazeme, ze ich zase az tak ”vela” nie je.

Veta 67. Nech « > 0 je iraciondlne &islo a f(n) je taka aritmeticka

funkcia, ze
n

lim ——

n—oo f(n)
Oznaéme S mnozinu takych prirodzenych ¢isel n pre ktoré existuje
kn, € N, ze

= 0. (134)

Potom S € D a d(S) =0.

Dékaz. Oznaéme pre dané a a ¢ € (0, ) symbolom S(c) mnozinu takych

n € N pre ktoré existuje také p € N, ze
c

‘oz — B‘ < —.

n n

T&to nerovnost je ekvivalentnd
lan — p| < c.

To znamend
{an} —[p — an]| < c.

To znamend, ze {na} musi byt vzdialené od najblizsieho celého ¢isla o menej
ako c. Teda

S(c) ={neN;{na} € (0,c)}U{n e N;{na} € (1—¢,1)}.

Ak zoberieme do tvahy, ze postupnost {{na}} je rovnomerne rozdelend
dostavame, ze S(c) € D a d(S(c)) = 2c.
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Z podmienky (134) vyplyva, ze pre dané c existuje ng, ze pre n > ng
/s n
plati Ty < ¢ Preto
1
f(n)

<

Slo

7 toho dostavem, ze
S\{L,...,n0} C S(c).
Teda 9(S) < 2¢. Pre ¢ — 0" z toho vyplyva tvrdenie. O

9.5 Distribuéna funkcia

Ak mnozina v~!((—o0,z)) patri do D pre kazdé redlne &islo 2, budeme
hovorit ze postupost {v(n)} je D - meratePna V takom pripade sa funkcia

F(z) = d(v™((~00,2)))
nazyva asymptoticka distribu¢na funkcia postupnosti v.

Priklad 152. Ak postupnost {v(n)} je rovnomerne rozdelend, tak pos-
tupnost {v?(n)} mé4 asymptotickid distribuéni funkciu F(z) = 0 pre z <
0,F(xz) =+x prex € [0,1], F(z) =1 ak > 1.

Priklad 153. Nech {v(n)} je postupnost prvkov intervalu [a,b) a g je nek-
lesajiica funkcia na tomto intervale, takd, ze g(a) = 0,g(b) = 1. Ak pre
kazdé a1 < by z [a, ] plati (v~ ([a1,b1)) < g(b1) — g(a1), tak {v(n)} je D -
meratelna postupnost a g je jej asymptotickd distribuéna funkcia.

Priklad 154. Nech {v(n)} je rovnomerne rozdelend postupnost prvkov
intervalu (0,1). Potom postupnost zlomkovych ¢asti {u(n)} kde u(n) =

ﬁ} je D meratelnd a jej asymptoticka distribu¢na funkcia je

Da sa to dokézat tak, ze si uvedomime

o = U (r551))

Priklad 155. Nech F' : [0,1] — [0,1] je rastuca spojita funkcia, F'(0) =
0,F(1) = 1. Postupnost {v(n)},v(n) € (0,1),n € N je rovnomerne rozde-
lend prave vtedy, ked postupnost {F(v(n ))} je D meratelnd a jej asymp-
totickd distribucna funkcia je F~1.
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Podobne ako Veta 65 sa dé dokdazat:

Veta 68. Ak v je D ohranicena meratelna postupnost’ a F' je jej
asymptoticka distribuc¢na, tak pre kazdu spojitu funnkciu f defino-
vanu na intervale [a, ], a,b, ktory obsahuje vSetky hodnoty v plati

N b
lim — 3" f(o(n)) = / F(@)dF(z). (135)

N—ooo N
n=1

Priklad 156. Podla predoslej vety a prikladu 154 moézeme vypocitat

N 1 00
A (= [ (S )

Ak pouzijeme metédu per partes, dostdvame

9.6 Dualita zvyskova trieda, interval
Predpokladajme, ze je dand postupnost prirodzenych cisel

B={1=By<B; <---<Bp<...}

pre ktord plati By|By.1. Kazdé prirodzené ¢islo n moézeme jednoznacne vy-
jadrit v tvare

n=> by(n)By (136)
k=0

pricom 0 < b;(n) < Biiﬁ 1 =0,...,k+ 1, existuje také kg, ze pre k > ko

plati bx(n) = 0. Teda tento rad je vlastne kone¢ny. Ak analyzujeme tento
rozvoj vidime, ze
n =bp(n) (mod By),
dalej
n=bo(n)+bi(n)B; (mod Bs).
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Vo vSeobecnosti
n=bo(n) +bi(n)By + -+ +bg_1(n)Br—1 (mod By) (137)

prek=1,2,3,....
Pomocou tohoto rozvoja sa da priradit’ ¢islu n hodnota

vp(n) =Y bi(n) (138)

To znamend, ze vg(n) € [0, 1].

Veta 69. Postupnost’ vp dand rovnostami (136) a (138) je rovnomerne]
rozdelena.

Dokazeme to pomocou nasledujiceho faktu.
Veta 70. Nech 0 =af <ajy <---<ap =1,pren—1,23,... je taky
systém deleni intervalu [0, 1], ze

lim max{a; —aj ;i =2,...,k,} =0. (139)

n—o0

Postupnost’ v, v(n) € [0,1], je rovnomerne rozdelena prave vtedy,
ked pre kazdé n € N plati

o(v ([af', alty))) < afyy — af (140)
prei=1,....k,— 1.
Dokaz. Vieme, ze

kn—1

U v (', af1)) = N

i=1
prevéetkyn =1,2,3,....Z prlkladu 138 potom vyplyva , ze v~ ([al, a azy
D a O(vil([a?,a;ﬂ_l)) = aﬁrl al, pren € N, i =1,... )k, — 1. A t
v71([0,al) € D pricom

D)) €l
eda

o(v™([0,a))) = af,
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pre vSetky spominané ¢ a n. Z podmienky (139) vyplyva, ze pre kadé z €
[0,1] a € > 0 existuje také n a 4, ze aj <z < af,; pricom aj, | —aj’ <e. To
znamend [0,a}') C [0,z) C [0,af,,). Preto

v=H([0,af)) € v7H([0,2)) € v ([0, ayy)),
pricom
v H([0,af1)) \ v ([0,07)) = v ([a}, a))-
Z podmienky (140) preto dostdvame
(v ([0, a41))) — 2(v ([0, a7))) < e

Tym sme dokézali v=1([0,2)) € D a 0(v~1([0,z))=2. Rovnako sa dokaze
v71([0,2]) € D a d(v=1([0, ])=x. O

Aby sme mohli pouzit' tito vetu, budeme uvazovat postupnost deleni
intervalu [0, 1) definovany pomocou postupnosti B nasledovne

Bleg g+
7]- - |:77 )7
0,1) on 5 B

pre 7 € N. Intervaly na pravej strane sa nazyvaju intervaly k - tého poradia.

Priklad 157. Ak B, = 10*,k =1,2,3, ..., tak intervaly prvého poradia si
056) lio i) [ 10)
"10/71107 10/ "7 L107 10/
Intervaly druhého poradia su
1 1 2 99 100
9 305)+ [105 100)" [ 100" 100):

¢islo 0,123 patri do intervalu prvého poradia [%, %) Potom do jeho pod-

12 13

12 13 123 124
100° 100 .

intevalu [ ), potom do podintervalu [ﬁ? 100

Na dokaz Vety 69 staci dokazat, ze pre kazdé j, =0,..., Br — 1 existuje

také ri, ze
—1([Jk jk+1))
—— = Bi). 141
vg ({Bk, By ri + (Bg) (141)

Aby sme ukézali tuto savislost’ zvyskovych tried a intervalov, vyuZzijeme
to, ze kazdé ¢islo a € [0,1) sa dd jednoznacne vyjadrit v tvare Cantorovho

radu -
o=y o) (142)

- Bi41 o . B+1
pricom ay < == — 1 a pre nekonecne vela k plati a; < B—: - 1.
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Veta 71. Pre kazdy interval k - teho poradia [%’2,%) existuje

. . . - e detl
taka jednoznacne urcend postupnost’ si,...,Sg, Z€ a € []]3—’2,]?; )

prave vtedy, ked a;(a) = s;41,i=0,...,k— 1.

Dokaz. Interval k — 1 poriadia ma dizjunktny rozklad na intervaly k -
teho poradia. Teda k intervalu k - teho poradia existuju jednoznacne urcené
intervaly prvého az k — 1 - ho poradia

L ST 1
[371731+ ) 5 [Q,]2+ ) 5.5 [Jk Jk + )
By B By B By’ By

7 toho dostavame, ze a je prvkom daného intervalu k - teho poradia prave

vtedy ked je prvkom kazdého jeho nadintervalu £ - tého poradia.

Cislo a patri do intervalu ¢ - tého poradia [ gg Jetl

Bya € [jg, je+1). Teda [Bya] = jy. Ak sa vratime k rozvoju (142), dostavame

) prave vtedy, ked

To znamena

ai(a)By
=0 i+l
Teda si mozeme vyjadrit
0—2
. a;(a) By
a1 () =jo— Y ’é) (143)
i—0 i+1

Preto o € [

[32

) préave vtedy, ked ag(a) = j; := s1. Podobne

By
) prave vtedy

_ B
al(a)—jg— Bl = S9.

Takto pomocou rovnosti (143) dostaneme vsetky s;,i = 1,..., k. ]

9.7 Aditivne aritmetické funkcie

Aritmeticka funkcia f sa nazyva aditivna, ak pre T'ubovolné a,b € N plati
(a,b) =1 = f(ab) = f(a) + f(b). (144)
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Pal Erdos v roku 1937 dosiahol vysledky, ktoré charakterizuju rozdelenie
hodnot aditivnych funkcii na realnej osi.
Aditivna aritmeticka funkcia f sa nazyva silno aditivna , ak pre kazdé

prvocislo p a a > 0 plati f(p) = f(p“).

Veta 72. Nech f je silno aditivna aritmeticka funkcia, taka ze
> o) (145)
p p

Potom postupnost {f(n)} je D - meratelna a jej asymptoticka dis-
tribucna funkcia je spojita.

Dokaz bude vychadzat z nasledujucich faktov. Silno aditivna aritmeticka
funkcia je jednoznacne urc¢end hodnotami, ktoré nadobida v prvociselnych
argumentoch. Moézeme to vyjadrit

Fm) =" f(p). (146)

plm

Dolezitu dlohu bude hrat to, ze takejto funkcii sa dé priradit postupnost
periodickych funkcii

Falm) =" (). (147)
plm

pre n € N. Tieto funkcie st periodické s periédou P = p1ps ... prn). Této
hodnota vznikne vynasobenim vsSetkych prvoéisel, ktoré neprevysuju n. V
uvahéch, ktoré povedu k doékazu Vety 72 sa oprieme o fakt, Ze pre redlne
¢islo x si mozeme vyjadrit
fit((=oo,2)) = () m+(P).
1<m<P
fan(m)<z

To znamena, ze

il (=00, z)) € D. (148)

Lema 6. Nech f je nezaporna silno aditivna funkcia, prosta na
mnozine prvocisel, ktorad spliha podmienku (145). Potom

Jim 3({m & £(m) = fu(m) > 0}) =0

pre kazdé ¢ > 0.
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Doékaz. Pre n € N plati

Fm) = fa(m) = f(p).
plm

p>n

Oznaéme A, = {m €; f(m) — f,(m) > §}. Aby sme odhadli pocet prvkov
A, N1, N] sa budeme snazit odhadnit pocet takych m < N, Ze spominany
rozdiel prevySuje dané § > 0. Pomocou tprav dostavame

Yofm) = fatm)= D" fp)= > D> flp)=

m<N m<N p|m n<p<N kp<N
p>n
N
- Y Y 1= Y w5
n<p<N kp<N n<p<N p

To znamena

S s~ fulm) =N Y L4 o),

m<N n<p<N

Preto pocet s¢itancov v sume na lavej strane, ktoré prevysuju §, nemoze
prevysovat hodnotu

];M;N f;p) + O(x(N)).
Teda

m(N)

1 15 /()
AN < 530 S8 0T,

n<p

Ak zoberieme do tvahy odhad pre prvoéiselni funkciu podla Cebysevovych
nerovnosti , dostavame z poslednej nerovnosti

_ 1
(An) < 5 > fp),

n<p p

Preto z podmienky (145) vyplyva lim, ., 0(A,) = 0. O

Lema 7. Nech f je nezapornd aditivna aritmeticka funkcia, ktora
je prosta na mnozine prvocisel Potom pre kazdé ¢ > 0 existuje také
0 > 0, ze pre kazdy interval I plati

Il <6 =(f(I)) <.
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Dokaz. Predpokladajme, ze q1 < --- < g5 su rozne prvocisla. Uvazujme
interval I taky, ze |I| < §. Lubovolni mnozinu A mo6zeme pokryt takto

ac (an U@\ @) o () (O( D\ (@)
i=1

=1

7 toho vyplyva podla Vety 61

3(A) <0(AD<Q ))>+ﬁ<1_;+q1§>' (149)

Rad prevratenych hodnot prvocisel diverguje. Prvoéisla qi, ..., qs mozeme
preto podla (129) vybrat tak, ze druhy $¢itanec v poslednej nerovnosti je
Tubovolne blizko k 0.

Funkcia f je prostd na mnozine prvocisel. Mozeme preto zvolit kladné
¢islo o také, ze

Nech I je taky interval, ze |I| < 6. Polozme A = f~!(I). Oznaéme scitanec
na pravej strane (149) symbolom A;. Kazdy prvok A; sa da vyjadrit v tvare

g;n pricom (gj,n) = 1. Nech my, ..., my, st rozne prvky A;. Ak gjlm;, gjlmy,
tak m;  my

—F

q; q;
Predpokladajme, ze

mi _m

a;j qk

pre j # k. Potom by platilo
m; my
10) =160
q; qk

f(mi) = flgz) = f(me) = flar)-

To znamens

Teda po tprave
f(mi) — f(me) = f(q;) — far)-

To nemdze nastat’, lebo m;, my € f~H(I) a teda |f(m;) — f(my)| < 8. To
znamend, ze ak kazdé z cisel m; vydelime tym g;,, ktoré je jeho delitelom,
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dostavame K roznych prirodzenych ¢cisel % Ak N € N a predpokladdme
m; < NJZ 1,...,K, tak

my; N N

qj; qj; q1 '

Preto K < qﬁf Tym sme dokazali

N
1A N [1,N]| < =
q1

To znamend 0(A;) < qil. Vidime, Ze vhodnou volbou ¢; a potom g¢o, ..., gy
dosiahneme 0(A) < e. O
Dokaz vety 72 . Staci dokazat, ze pre x € R plati

f7H([w,00)) = N\ f7'(~00,2)) € D
Pre kazdé n a m € N plati f,,(m) < f(m). Preto
f7 ([, 00)) € £ ([, 00)). (150)
Mnozinovy rozdiel si moézeme vyjadrit
FH [z 00)\ fi ([, 00)) = {m € N; f(m) > @ A fa(m) <z} C

C f N[z, z +6)) U {m; f(m) — fu(m) > 6},

pre kazdé 6 > 0. Zvolme pre dané € > 0 také § > 0 aby platila implikacia z
Lemy 7. Potom plati

O(f ([, 00)) \ fr ([, 00))) <
<(f M [z 2 +6)) +3({m; f(m) — fa(m) > 6}) <
<e+o({m; f(m) = fu(m) > d}).

Druhy $éitanec konverguje do 0 pre n — oo a teda f~!([x,0)) € D. O

9.8 Nivenova veta

Pre stidium mnozin, ktoré maji asymptoticktd hustotu 0, a ktoré st spojené

s delitefnostou, ma velky vyznam vysledok Ivana Nivena z roku 1951.
Nech S € N. Ozna¢me pre dané prvocislo p symbolom S, mnozinu tych

prvkov S, ktoré su delitelné p a nie st delitelné p?. Nivenov vysledok znie
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Veta 73. Ak p1,po,...,pr... je taka postupnost’ prvocisel, ze

i 1_, (151)

i1 Pk
tak 0(S) = 0 prave vtedy, ked 9(Sp,) =0 pre vSetky £ =1,2,3,....
Dékaz. Pre prvoécislo p plati S, = SN ((p) \ (p?)). Teda

sc U, u (M Um)\ 6d).
j=1 J=1
7 toho vyplyva

J

_ - 11
o(S)gE(l—erp?).

7 predpokladu o divergencii spominaného radu dostdvame, Ze vyraz na
pravej strane poslednej nerovnosti konverguje do 0 a teda 9(S) = 0. O

Priklad 158. Ak S bude oznaCovat mnozinu takych prirodzenych ¢&isel
n = p'ps? ... p%s takych, ze vietky exponenty o su vécsie ako 1, tak podla

predoslej vety plati 9(S) = 0.
Nasledujica vlastnost asymptotickej hustoty vyplyva priamo z definicie

alebo z Vety 112.

Veta 74. Ak S € D a m € N, tak aj mnozina mS = {ms;s € S} patri
do D a g
0
o(mS) = Q
m
Ozna¢me symbolom M (k) mnozinu tych prirodzenych éisel, ktoré maju
najviac k prvocisel v kdnonickom rozklade.
Propozicia 3. Pre k € N plati M (k) € D a o(M(k)) = 0.

Doékaz. Budeme postupovat indukciou podla k. M (1) = {p“;p € P,a €
N}. Pre kazdé prvoéislo p teda plati

M(1), = {p}.

Preto 9(M(1),)) = 0, podla Vety 73 dostavame d(M (1) = 0. Predpoklada-
jme, ze 9(M(k — 1)) = 0. Staci si uvedomit’ , ze pre kadé prvocislo p plati

M(k), C pM(k — 1).
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Teda podla Vety 74 dostdvame d(M(k),) < %D(M(k —1)) = 0. Z Vety 73
vyplyva d(M (k)) = 0. O
V préci Novoselova z roku 1961 je dokazané:

Propozicia 4. Nech {p,} je postupnost’ prvoéisel, ktora spiﬁa pod-
mienku (151). Nech S C N je nekone¢na mnozina. Pre kazdé s € S
definujme ¢; = min{p;;pj|s}, ak niektoré z prvocisel deli dané s. V
opacnom pripade ¢g; = s. Ak

lim g5 = 152
g = 15

tak SeD adS)=0.

Dékaz. Z podmienky (152) vyplyva, Ze mnozina S, je konecna pre

kazdé n a teda tvrdenie vyplyva z Vety 73. 0
Kazdé prirodzené ¢islo n sa d4 jednoznacne vyjadrit v tvare kdnonického
rozkladu n = p{* ... p*. Oznaéme symbolom N(s), s = 0,1,2,... mnozinu

takych prirodzenych ¢isel n, ktoré v kdnonickom rozklade maji najviac s
neparnych exponentov a;,i = 1,..., k. Napriklad N(0) = {n?;n € N}.

Propozicia 5. Pre kazdé s € N plati , N(s) € D a ?9(N(s)) =0.

Doékaz. Budeme postupovat indukciou podla s.

Uvazujme prvoéislo p. Ak a € N(1),, tak a = pm?, (m,p) = 1, kde
m € N. To znamens N (1), C pN2. Preto z Vety 74 vyplyva d(N(1),) = 0.
Pretoze p je Iubovolné prvocislo, dostavame z Vety 73, ze 9(N (1)) = 0.

Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre s — 1. Ak a € N(s), tak a =
pn, (p,n) = 1, pricom pn nemd viac ako s prvocisel s neparnym exponen-
tom v kanonickom rozklade. Potom ale n nemd viac ako s — 1 prvocisel so
neparnym exponentom v kanonickom rozklade. Teda n € N(s — 1). Teda
plati N(s), C pN(s — 1). Teda podla indukéného predpokladu d(N(s)) =
%O(N(s — 1)) = 0. Znovu podla Vety 73 dostavame d(N(s)) = 0. O

Student FMFI UK Viliam Furik studoval mnozinu

T ={n € N;7(n)|n}.
Propozicia 6. '€ D ad(T) =0.
Doékaz. Mnozinu 1" moézeme rozlozit

T =(TNN(s)U(TN(N\N(s)),s €N (153)
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Podla predoslej propozicie plati
0((I'M'N(s))) =0.
Z (153) teda dostavame
AT) <ATN(N\ N(s)). (154)

AkneTn(N\ N(s)), tak n obsahuje aspon s + 1 prvocisel v kdnonickom
rozklade. Z podmienky 7(n)|n teda vyplyva 2571 |n. Preto TN (N\ N(s)) C
(25+1). Teda z (154) vyplyva d3(T) < # Pretoze s je I'ubovoIné dostavame
nakoniec ?(7T") = 0. O

Stefan Porubsky v roku 1978 dokézal pomocou Vety 73 tento vysledok:

Veta 75. Nech je dana celociselna aritmeticka funkcia ¢ a dve
celoéiselné multiplikativne aritmetické funkcie fi, fo. Prepoklada-
jme, Ze existuje postupnost’ prvocisel p; < ps < p3 < -+ < pp <
taka, ze

pre ktoru plati
filpk) tg(n), k=1,2,3,..., neN. (155)

Dalej predpokladajme, Ze pre kazdé k existuje postupnost prvoéi-
sel qxj, ze fi(pk)|f2(qr;) &

i :
=
Definujme si mnozinu

S ={n e N;(fi(n), fa(n)) = g(n)}.
Potom S €D ad(S)=0.

Dékaz. Pre kaizdé k plati
Spi. = {pem; (pr, m) = LA (f1(pr) f1(m), fa(pr) f2(m)) = g(prm)} =
= pr{m; (pr, m) = LA (filpr) fr(m), fa(pi) fo(m)) = g(pem)} := ppS™).
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)

77

(f1(pr) f1(ari) fr(ma)), f2(pr) f2(qri) f2(m1))) = g(prem).

Ak by existovalo prirodzené ¢islo m € S(g,’: tak m = qr;m1. Potom

A teda z podmienky f1(pg)|f2(qxi) dostavame f1(pg)|g(prm) a to je spor s
predpokladom (155). Preto Séfi) = (), teda 9(Sp,) = 0, teda podla Vety 73
dostavame 2(S) = 0. O

Propozicia 7. Pre kazdé celé éislo ¢ plati , Ze mnozina
S ={neN;(p(n),o(n)) = c}
patri do D a ?(S) = 0.

Dokaz. Pre vsetky prvocisla p, az na koneény pocet plati o(p) = p—11c.
Ak p, ¢ st prvocisla, tak podmienka ¢(p)|o(g) znamend p — 1|g + 1. Teda
q+1=k(p—1). Co je to isté, ako ¢ = k(p — 1) — 1. Podla Dirichletovej vety
existuje takd postupnost’ prvocisel ¢ = k(p — 1) — 1, ze

=1
Z—:oo.

1 dk

Z toho, ze gy, je prvocislo, vyplyva o(qx) = qr+1 = k(p—1). Preto ¢(p)|o(qx).
Vidime, ze st splnené vSetky podmienky Vety 75. 0

9.9 Direktny rozklad

V tejto casti sa budeme venovat Strukturdlnemu vysledku, ktory dokazal v
roku 1976 Saffari.
Nech A, B C N. Hovorime, ze tieto mnoziny tvoria direktny rozklad
N, ak sa kazdé prirodzené ¢islo dé vyjadrit’ jedinym sposobom v tvare ab, a €
A,b € B. Zapisujeme to
A®GB=N. (156)

Mnoziny A, B sa nazyvaji v tomto pripade direktné faktory.

Priklad 159. Ak A = {2¥:k = 0,1,2,3,...} a B je mnozina neparnych
prirodzenych &isel, tak N= A ©® B.

Veta 76. Ak plati (156) , tak A€ D a



Rovnost' (156) si mozeme vyjadrit aj v tvare
= b4, (157)
beB

pricom rozklad na pravej strane je dizjunktny.

Priklad 160. Ak plati (156) a A € D, tak
1\ -1
A) = (Z g) .

beB

Z tohoto prikladu vidime, Ze stac¢i dokdzat A € D. Takto postupoval
Saffari s vyuzitim nasledujiceho prikladu.

Priklad 161. Dalsim prikladom direkného rozkladu je
N=QroN,
kde N* = {n*;n € N}.

My takto postupovat nebudeme. Dékaz vety 76, ktory uvedieme, je zje-
dnoduseny dokaz tejto vety. Publikoval ho v roku 1979 H. Daboussi.
Z (157) vyplyva, ze pre kazdé N € N plati

[1,NJAN= [, N]nbdA.

beB
b<N

7 dizjunktnosti tohoto rozkladu preto dostavame

N = |[1,N]NbA|.

beB
b<N

N=Y )[1 %} mA). (158)

beB
b<N

Teda

Postupne budeme vnasat jasno do poslednej rovnosti. Za¢neme priprav-
nymi tvahami. Funkcia Cg, pre S C N, definovand rovnostami :
Cs(n)=1prenecSaCg(n)=0pren¢gs,
sa nazyva charakteristicka funkcia mnoziny S. Pomocou nej si mozeme
vyjadrit

1, m5| 1205
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Rovnost' (156) je ekvivalentnd rovnosti
Csy*xCp=1. (159)

Ak y > 0, tak symbolom G, oznac¢ime mnozinu takych prirodzenych &isel,
ktoré obsahuji v kanonickom rozklade iba prvoéisla mensie ako y. Symbolom
H, oznacime mnozinu tych prirodzenych ¢isel, ktoré obsahuji v kdnonickom
zase rozklade iba prvocisla vacsie alebo rovné y. Kazdé prirodzené ¢islo n si
mozeme pomocou kdnonického rozkladu vyjadrit jednoznacne v tvare nino,
ny € Gy, ng € Hy. To znamend

N=G,® H,.
Preto, ak pre jednodusenie oznacime f, = Cg,, hy = Cp,, tak
fy*xhy =1
Rad >72 fy,gk) konverguje a plati

= 1,0 1yt
2 =1l (1-2) (160)

p<y

Z rovnosti (159) dostavame f, = (f,Ca) * (f,Cp). Preto

o fy(k) _ fy(a) fy(0)

> = (X))

k=1 acA beB
Z vety 61 dostavame, ze Hy, € D a

1
oH,) =[] (1 - 5).
p<y

Preto z (160) vyplyva

- (55) - (5540 (5 52)

acA beB
A teda

(X 2o = (S 22) o)

a€EA beB
KTacovu tlohu bude hrat aritmeticka funkcia

ey = (fyCa) x hy

pre y > 0.
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Lema 8.

. 1Y y(b)\ 1
dm 3ot = (S 42)7

Dékaz. Z definicie funkcie ¢, vyplyva

> e = 3 D A@CADh (5) = D F(A)Ca(hy (k) =

n<N n<N din kd<N
DD f@Cald)hy(k) =Y fy(d)Cald) > hy(k) =
d<N <& d<N k<X
= Z fy(d) Z hy(k)‘
d<N <N
deA —d
Preto
- fyla) a
N2 cn) =D Ty hy(k) =
= S =
-y fyé“); Yo+ Y fyé“); hy(k).  (162)
a,\/AN k< \/]V<¢114<N k<
ac ac

Pre € > 0 existuje také Ny, ze pre N > Ny a a < v/ N plati
’D(Hy) - 5a,N’ <eE.
Preto ked analyzujeme prvi sumu v (162), dostdvame

N _
dm 3ot = (S5 = (S 52)

n=1 acA beB

pricom posledni rovnost sme dostali podla (161). O
V suvislosti s touto lemou bude dolezity nasledujici fakt. Pre kazdé
N € N existuje také y > 0, ze {1,..., N} C Gy. Z toho vyplyva

: fy0) 1
T - 0

beB
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Lema 9. Pre kazdé M € N a y > 0 plati

M
1, M] N Al <) ey(n).

n=1

Dokaz. Plati
(fyCa) * (fyCg) * hy = 1. (164)

Aby sme sa v tom TahSie orientovali si sta¢i uvedomit’, ze
(gr*gaxgs)n)= Y gi(d1)ga(da)gs(ds)

didad3=n

pre aritmetické funkcie g1, 92,93 a n € N. Rovnost’ (164) potom moézeme
vyjadrit
> fy@)fyB)hy(c) =1

ag%ng
Preto
S Catm) = Y Cat) Y £,@)f )y (e) =
n<M n<M abc=n
a€AbEB

Z fy(a) Z hy(c) Z fy(b)C a(abe).

acA <M <M

asM ¢ beB

Dokéazeme, ze poslednd suma mé najviac jeden nenulovy Sc¢itanec. Nech
abic = a1 € A a stcasne absc = ag € A, by, by € B. Potom

a2 _ a1
by by
Teda
asb1 = a1bsy

Z toho, ze kazdé prirodzené ¢islo sa v takom tvare da vyjadrit jedinym
sposobom vyplyva a; = ag, b; = by. Preto

Z Ca(n) < Z fy(a) Z hy(c) = Z fy(a)hy(c) = Z cy(n).

n<M acA o< M acA n<M
a<M —a ac<M
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Z lemy 7?7 a lemy 8 dostavame
3 AON
) < (3 Bty
W= (3
beB
pre y > 0. Preto ak zoberieme do tdvahy (163) dostavame
(A h 165
W= (2g)
W< (X (165)
beB
Skor ako zacneme dokaz vety 76 definujeme

.. . .LN]INnS
9(S) = lim inf N

N—oo

pre S C N. Tato hodnota sa nazyva dolna asymptoticka hustota mno-
ziny S. Je zrejmé, ze plati

SeD e (S) =3(S)(=0(9)).

Dokaz vety 76. Z rovnosti (158) si mozeme vyjadrit

I[L, N]NnA| 1 ’ N ‘_
N =1- > 1,510 4| =
1<b<N
beB
15 N
1<b<N
beB

15 I[1, N] N A|
1-— E PN g cy(n) < N (166)
1<b<N n<d
beB -N

Akrad ), p % diverguje, tak podla Lemy 9 dostavame A € D a 9(A) = 0.
Mobzeme preto predpokladat’, ze tento rad konverguje. Z nerovnosti (166)
pre N — oo potom dostavame
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Vyrazy na pravej strane poslednych nerovnosti nezavisia na y. Ak y — oo,

tak
1 - (Z% - 1)(2%)_1 <2(A) <3(A).
beB beB

Po roznasobeni a tprave dostavame

(35) " <o4) <a(a).

beB
Z nerovnosti (165) nakoniec vyplyva tvrdenie vety 76. O

Priklad 162. Uvazujme mnozinu S C N, ktora obsahuje prirodzené ¢isla,
ktoré maju 2 v kanonickom rozklade s parnym exponentom. Potom plati

N=SU2S, Sn2S=0.
Teda N = S ® {1,2}. Podla vety 76 dostdvame S € D a d(S) = (14 3)~ .

Priklad 163. Nech p je prvocislo a £ € N. Oznac¢me v tomto priklade
symbolom S mnozinu takych prirodzenych ¢isel n, ze k|a,(n). Potom

N=SUpSuU---Upkls,

pricom tento rozklad je dizjunktny. Teda N = S®{1,...,p"*"1}. To znamens

SeDa
k-1

I\=1_pP—p
3(8) = (Z;) ST
1=0
Priklad 164. Podobne sa dd dokazat : Nech {p;} je dand konecnd alebo
nekonecnd mnozina prvocisel a k nim priradend mnozina prirodzenych ¢isel
{ki}. Ak S C N je mnozina takych prirodzenych ¢isel n, ze k;|ay,(n) tak
SeDa i
a(s) = [T 2—2.
;b1

Priklad 165. Nech plati oznacenie ako v predoslom priklade. Predpoklada-
jme naviac ze je dand mnozina {r;}, 0 < r; < k; — 1. Oznacme

Si—{neN;a,(n)=r; (mod k;)}.
Potom S; € D a

k;

o ):Hu.

[3 kz
i pi'(pit — 1)
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9.10 Statisticka konvergencia

Tento pojem zaviedol Fast. Hovorime, ze postupnost {v(n)} Statisticky
konverguje ku hodnote a, ak pre kazdé ¢ > 0 mnozina v~ !((a —¢,a +¢))
je D - meratelna a

W (a—e,a+¢)) =1

Zapisujeme to
lim —stat,,,ov(n) = a.

Spominantd mnozinu si mézeme vyjadrit aj v tvare
v (a—¢e,a+¢))={neN;|vn) —al <e}.

Priklad 166. V pripade, ze lim, o, v(n) = « plati , ze pre kazdé ¢ > 0
mnozina v~ ((a — €, a + €)) obsahuje vietky prirodzené éfsla az na koneény
pocet.

V roku 1980 Tibor Saldt dokdzal nasledujiicu charakteristiku statistikej
konvergencie:

Veta 77. Postupnost’ {v(n)} konverguje Statisticky k danej hdnote
a prave vtedy, ked existuje mnozina A C N, A € D, 2(A) = 1 taka,
ze limgv(n) = a.

Tato veta vyplynie z nasledujiceho vSeobecnejsieho vysledku. V jeho
formulacii bude hrat doéleziti dlohu nasledujuci symbol: A < B budeme
oznacovat’ skutocnost’, ze mnozina A\ B je kone¢nd. Inymi slovami : najviac
koneéne vela prvkov mnoziny A nepatri do mnoziny B.

Priklad 167. Ak A, B st koneéné mnoziny, tak A < B a B < A. Specidlne
A=<0.

Priklad 168. Da sa dokazat’, ze
Ay < B1,As < By = A1 UAy < By U Bs.

Ale pozor! Vo vSeobecnosti neplati

oo o0
U A; < U B;
=1 =1

v pripade A; < B;.
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Veta 78. Ak By C By C By C --- C Bi... si mnoziny patriace do
D a d(By) = 0, tak existuje mnozina B € D, 9(B) =0 a By < B pre
vSetky £k =1,2,3,....

Dokaz. Z podmienky 0(Bg) = 0,k € N dostdvame, ze pre kazdé k € N
existuje také N, ze pre N > Nj plati

LNNBy _1

At (167)

Bez ujmy na vSebecnosti mozeme predpokladat, ze Ngi1 > Ng,k € N.
Ozna¢me teraz

B}, = By \ [1, Ng].

Mnozinu B, ktorej existenciu dokazujeme, si definujeme takto

o0
B=JBi.
k=1

Pre kazdé k plati B, < B, C A. Preto stac¢i uz iba dokdzat, ze B € D a
?(B) =0.
Zvolme nejaké Ni. Ak N > Ny, an > N n ¢ A%, j > k. To znemend, ze
BN[1,N] C B,N[1, Ng.
Pre N > Nj, existujé také ¢ > k, ze Ny < N < Nyy1. Z toho vyplyva
BN[1,N]C B;n[l,Ng.

Preto podla (167) dostavame

/
BOLN] _ BN 11
N N; I 5
Tym sme dokazali
N—00
a teda 9(B) = 0. O

Priklad 169. D4 sa dokazat: Ak A1 D Ay D A3 D -+ D A, C ... s
mnoziny patriace do D a 0(Ax) = 1,k € N, tak existuje mnozina A € D
takd, ze 0(A) =1la A < Ay, k=1,2,3,....
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Dokaz vety 77. Nech A C N, 9(A) = 1 a limy v(n) = a. Potom pre
kazdé € > 0 existuje také ng > 0, ze pre n > ng,n € A plati |[v(n) —a| <e. Z
toho vyplyva A\[1,n9] C v~ ((a—¢,a+¢)). To znamend v ((a—¢,a+e)) €
Dad(v ((a—¢ea+e))) =1 Teda lim —stat, oov(n) = a.

Predpokladajme teraz, ze postupnost {v(n)} Statisticky konverguje k
hodnote «. Definujme mnoziny

1
By = {nEN;]v(n)—a\ > %},k‘EN.

Tieto mnoziny mozeme vyjadrit a aj v tvare

Bk:N\U_l((a—%,a—l—%))

Z predpokladu o statistickej konvergencii danej postupnosti vyplyva By € D
ad(Bg) =0, pre k € N. Z definicie vylpyva aj to, ze By C Byy1. Podla vety
78 dostdvame existenciu takej mnoziny B € D, 7ze By < B a ?(B) = 0.
Ozna¢me A = N\ B. Potom A € D a 9(A) = 1. Pre kazdé prirodzené ¢islo
k existuje Ny také, ze By \ [1, Ni| C B a teda AN (B \ [1, Ng]) = 0. Z toho

vyplyva, ze pre n > Ng,n € A plati n & By, teda n € v_1<(a — %,a—l—% .
Z toho bezprostredne vyplyva lim4 v(n) = a.

Priklad 170. Zoberieme do uvahy, ze pre Aj, As € D,0(A41) = 1,0(A42) =1
plati A;NAy € Dad(A1NAz) = 1. Potom mo6zeme dokézat, ze zo Statisticke;j
konvergencie postupnosti {v1(n)} k hodnote a; a {va(n)} k hodnote s
vyplyva Statistickd konvergencia {vi(n) + v2(n)} k hodnote oy + .

Veta 79. Ohranicena postupnost {v(n)} Statisticky konverguje k
hodnote a vtedy a len vtedy ked

. 1
]\}gnooNZW(n) —al=0. (168)

Dokaz. Predpokladajme, ze plati (168). Uvazujme € > 0 a ozna¢me
S={neN;jun)—al >} =N\v ! ((a—¢ca+e).

Aby sme dokéazali, ze dand postupnost Statisticky konverguje k «, staci
dokézat, ze S € D a 9(S) = 0. Z definicie mnoziny S vyplyva

€ N 1 N 1 N
N;CS(TL) < anlcs(n)\v(n) —a| < anl lo(n) — al.
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Zo (168) preto vyplyva e0(S) = 0. Z toho, ze € > 0 vyplyva 2(S) = 0.
Predpokladajme, ze {v(n)} Statisticky konverguje k . Ak danému ¢ > 0
priradime vyssie uvedenii mnozinu S, dostavame

SeD A dS)=0. (169)

Uvazovanu sumu si moézeme rozpisat

;fnzl\v(n) —a| = % > fo(n) - a +% > [v(n) —al.

n<N n<N
nes ngS

Z predpokladu, ze postupnost {v(n)} je ohrani¢end dostdvame pre prvi

L3 ) —al <K= 3 Cn).
N N

n<N n<N
nes

pre vhodni konstantu K > 0. Z podmienky (169) preto vyplyva, ze dand
suma konverguje k 0 pre N — oo. Pri odhadovani druhej sumy si staci
uvedomit’, ze pre n ¢ S plati |[v(n) — a| < €. Z toho vyplyva, ze cely vyraz
je mensi ako €. Tym sme dokézali

N
1
lim sup N Z lv(n) —al <e.
n=1

N—oo

Pretoze € > 0 je I'ubovolné, dokazali sme (168). O

9.11 Stredna hodnota, disperzia

Ak existuje vlastna limita

N
. 1
A}gnoo N ;v(n) = E(v),

hovorime, ze postupnost {v(n)} ma strednd hodnotu a E(v) sa nazyva
strednd hodnota v. Z tejto definicie vyplyva: Ak postupnosti {vi(n)} a
{v2(n)} maju stredni hodnotu a aj,as su redlne &isla, tak aj postupnost
{a1v1(n) + agva(n)} mé strednd hodnotu a

E(ajv1 + agv2) = a1 E(vi) + asE(v2). (170)
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Priklad 171. Ak postupnost {v(n)} je rovhomerne rozdelend modulo 1,
tak md strednd hodnotu a E(v) = 3.

Ak aj postupnost {v?(n)} m4 strednii hodnotu, tak hodnota
D?*(v) = E(v?) - (E(v))” (171)
sa nazyva disperzia postupnosti v.

Priklad 172. Disperzia postupnosti, ktora je rovnomerne rozdelena modulo
1, sa rovna %

Pomocou tprav a (170) dostaneme

Veta 80. Nech postupnosti {v(n)} a {v?(n)} maji strednii hodnotu.
Potom

N
D*(w) = B((v~ Bw)’) = Jim + > (o(n) ~ B())?
n=1

Teda podla vety 79 dostavame

Veta 81. Ak v(n) je ohraniCend postupnost a postupnosti {v(n)}
a {v?(n)} maji strednti hodnotu, tak D?(v) = 0 prave vtedy, ked
existuje A € D,0(A) =1 taka, ze limg v(n) = E(v).

Ak vi(n), {va(n)} su také postupnosti, ktoré maji stredni hodnotu, ze
aj v¥(n),{v3(n)} a {v1(n)va(n)} maji strednd hodnotu, tak pre disperziu
postupnosti {ajvi(n) + agva(n)} plati

Dz(alvl + ague) = a%D2(v1) + a§D2(v2) + 2aia2(E(v1ve) — E(v1)E(v2)).
(172)
Podla vety 81 dostaveme:

Veta 82. Vyraz na pravej strane rovnosti (172) je rovny 0 prave
vtedy ked existuje takd mnozina A € D, 0(A) =1, ze

liin(alvl(n) + ajva(n)) = 0.

Priklad 173. Nech {v1(n)},{v2(n)} st postupnosti rovnomerne rozdelené
modulo 1. Potom mnozina A € D, 9(A) = 1, takd ze lim 4 (v1(n) —va(n)) =0
existuje prave vtedy, ked



Podobne sa da dokazat', ze rovnost

lillér‘n vi(n) +v2(n) =1

je ekvivalentna
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