Asymptoticky rast funkcii'

Teoreticka cast

Definicie a vety

Symboly O,0,0, <, ~

e Def.: f(n) =o0(g9(n)) & lim, % =0
e Def.: Funkcia f je asymptoticky kladnd, ak plati Ing, Yn > ng f(n) >0
e Def.: f(n) =0(g(n)) & 3C >0 3ng: Yn >ng |f(n)] < C-lg(n)|
e Pre asymptoticky kladné funkcie f, g mozno zjednodusit predosla definiciu.

Def.: f(n) = O(g(n)) < 3C Ing € N: Vn > ng f(n) < C-g(n)
o Tvr.: f(n) =o(g(n)) = f(n) =O(g(n))
e Vo vsSeobecnosti neplati opacna implikdcia: Co znamena, ze f(n) # o(g(n))?

Bud Alim,, %, alebo lim,,_, % £ 0.

TakZe, napr. plati 2n?+33n—1000 = O(n?), ale lim,,_, 2”2+3373—1000 = 2, éize 2n%+33n—1000 #
o(n?).

Neexistencia limity je demonstrovand nasledujicim prikladom: nsinn+5 = O(n) (pre ng =5 a
C = 2), ale limita lim,_,o ®¥22 = Jim,,_,, sinn + 2 neexistuje.
e Def.: f(n) =0(g(n)) & 3C, > 0,Cy > 0 Ing: Vn > ng

Cr - g(n)| < |f(m)] < Cs - lg(n)|

e Pre asymptoticky kladné funkcie f, g mozno definiciu formulovat nasledovne:

Def.: f(n) =0O(g(n)) < 3C, > 0,Cy > 0 Ing: ¥n > ng

C1-g(n) < f(n) < Cy - g(n)

o Tvr: f(n) = O(g(n)) & f = O(g(n)
o Tvr.: limy oo 28 = a # 0 = f(n) = @(g(n))
 Def.: f(n) < gn) & f(n) = 0()(")

e Def: f(n) ~ g(n) < lim,_oo 22 =1
Ostatné symboly - Q w

V literature nebyvaju definované jednoznacne, preto si treba preverif ich vyznam pred samotnym
studiom.

Starsia definicia symbolu {2:

o Def.: f(n) =Q(g(n)) < g =o(f).

V dalsom sa tento sposob nebude uvazovat !

V novsej literattre sa pouziva v tomto vyzname symbol w:

e Det: f(n) = w(g(n) < g = olf)

e Def.: f(n) =Q(g(n)) & 3C >0 3Ing € N: Vn >ny C-|g(n)| < |f(n)]
e Pre asymptoticky kladné funkcie f, g mozno zjednodusit predosla definiciu.
e Def.: f(n) =Q(g(n)) & 3C >0 3Ing: Yn>ne C-g(n) < f(n)

o Tvr: f(n) = Q(g(n)) < g(n) = O(f(n))

o Tvr.: f(n) = O(g(n)) & [ =0(g(n)) & f =Qg(n))

e Def: f<g < f(n)=06(g(n))

limita “C,ng”
mnozinovy zapis | o | w 0O|Q|06
relacny zapis < | =~ =
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Niektoré dalsSie definicie a vztahy

e Odstranenie absolitnej hodnoty: |z| <a € Rf & —a <z <a
e Def.: lim,, .o, f(n) =a €R & Ve >0 3Ing(e) € N: Vn >ng(e) |f(n) —a|l <e
e Def.: lim,, oo f(n) =400 & VK >0 Ing(K) € N: Vn > no(K) |f(n)| > K
e Stirlingova formula: n! ~ \/2mn (%)n
e L’Hospitalovo pravidlo: pre limity typu 0/0, co/oo
Tvr.: f, g diferencovatelné, existuje lim,, g:é"g potom existuje lim,, % a rovnd sa lim,,_, .o %.
V praxi sa obcas vyskytne nutnost pouzit L’Hospitalovo pravidlo viackrat, t.j. derivujeme ¢itatela
a menovatela dovtedy, kym sme schopni vypocitat prislusni limitu.
lim M = lim f'(n) = lim f(n) =
n=oo g(n) - nooe gl(n) - noe g(n)
e “Veta o dvoch policajtoch“ (O minoritnej a majoritnej funkcii):
ak f(n) < g(n) < h(n) & lim, . f(n) =lim, o h(n) = a, tak
lim,, o g(n) ezistuje a rovnd sa tieZ a.

e Hierarchia funkcii:
A-lnlnn<B-’n<C-nfP<D-a®*<E-nl<F-n" kdea>108,v08>0,A, ., F+0
¢o znamens

A-(In(In(n)))* < B-(In(n))’ <C-D-n?P <E-a" < F-n! <n" kde a >1,3,7,8 >0, A,... F #0

Doékaz: Pouzijeme L’Hospitalovo pravidlo a fakt, ze konstanty A,..., F mozno vynat pred
limitu: (v dokaze ich nebudeme uvazovat)

. In"(Inn) _ ’Yln’yfl(lnn)'ﬁ'% o . In""!(lnn)

hmn%oo n®n hmn%oo §1n6’1(n)%% - %hmn%oo T In®n
_ . 1 In""2(Inn) _ . o=1. Cy=(k=1) In"*(Inn)
=1 lim,, oo o, = =3 G lim,, o

Raz sastaney—k < 0a tym vypocet limity konc¢i. V citateli je konstanta a v menovateli zostava
In’ n - In"~7(In n), ktoré ide k +o0. Preto plati: In?(Inn) < In’, pre v, > 0.

. nén __ q: Sln’~1p.L I ET né—1pn
limy, o0 =5 —l;n;nﬁooW = Bllm;lT:o )nﬁ = .
_J —171: In°"?*n __ _ 64-1 — (k=1 In°"n

Raz sa stane 0 —k <0 a tym vypocet limity konéi V citateli je konstanta a v menovateli zostava
n? - 1n*~° n, ktoré ide k +o0. Preto plati: In’n —< n , pre 6,3 > 0.

s BBt B
n’ __ nf
lim, o 25 = hm?ﬁ200 e = oo My e agn (— ) o
_ B8 ., B-1 it _ B f=1, B=(k=1) n 7
Inaa Ina hmn_)oo an Inae Ina °°° Ina hmn_)OO an

Raz sa stane f—k <0 a tym vypocet limity konéi. V citateli je konstanta a v menovateli zostava
a” - nF=P ktoré ide k +o0. Preto plati: n® < o™, pre B> 0, a > 1.
Pouiijeme Stirlingovu formulu a vetu o minoritnej a majoritnej funkcii.

limy, o0 (oe)”

Y = limy, o0 \/—( ) = lim,, N

Plati: M(n)n < \/(%)-n" < (%)n < <€ pre n > « - e. Limity "krajnych'funkeii st rovné 0,
preto plati o™ < n!.
Opat pouzijeme Stirlingovu formulu a L’Hospitalovo pravidlo . ..

NG n\" 1 -3
i, o0 % = lim, % = lim, oo Y2 = V27 lim, o Y = V27 lim, o 2 =
m lim,, o0 W = 0. Preto n! < n" O
° hm,Hoo(l + 4)" = e

o Tvr.: 0 < f(n) <g(n)

< h(n) & f(n) ~ h(n) = g(n) ~ f(n), g(n) ~ h(n)
e Tvr.: 0 < f(n) < g(n)

& f(n)
h(n) & f(n) = ©(h(n)) =
g9(n) = O6(f(n)), g(n) = B(h(n))

I/\ I/\



e Derivicie vybranych funkcii:
o (f(@)+9(0)) = F@)+ g (@), (f2)-g@) = ['(z) - ¢(2)
o (c-f@) =c-f(z), (@) =n-2"", (@) =a 2", acR
o« (@) =1, () =¢, () =a"lna, (log,z) = i
o zlozena funkeia: (f(g(x))) = f'(9(z)) - ¢'(z)

stcin: (f(z) - g(x))" = f'(z) - g(z) + f(z) - ¢'(2)

/ "2)-a(z)— f(x)-a (z
podkﬂ:(§%%> ::f<>g<%ﬁg:>g<>

e Integraly vybranych funkcii:
e Substitucnd metdda: vychadza z derivacie zlozenej funkcie, t.j. f(g(z)) = f'(9(z)) - ¢'(x).
Preto
S flg(x)) - ¢ (x)dx = F(g(x) + C, kde F(x) je primitivna funkcia k f, t.j. F' = [ f.
Pri vypocte sa zavedie substiticia t = g(x), dt = ¢/(z) dz a integral sa prevedie na [ f(t)dt =
F(t) + c. Spatnym prechodom k premennej = dostavame vysledok F(g(x)) + C.

e Metdda per-partes: vychadza zo vztahu pre derivaciu suc¢inu dvoch funkeii, t.j. (f(z)-g(z)) =
f'(@) - g(x) + f(x) - g (2).
Preto
Jf(@)- g (x)de = f(z)-g(x) — [ f'(z) - g(x)da.
Pri vypocte sa integrovana funkcia napise v tvare u-v’, kde u a v’ st zvolené tak, ze k v’ vieme
najst primitivnu funkciu v a nésledne pouzijeme vztah [u-v' =u-v— [u - 0.

o J(f(x)+g(x))dz = [ f(z)dr+ [g(x)dz [(f(z) —g(x))dx = [ f(x)dz—[g(r)dz
e [c¢- f(x)dx=c- [ f(z)dx

n _l.n+1
o [a"dr =T

+C,pren# -1 o [idz=Inlz|+C

o [edr=¢"+C o [a*dr="",a>0,a#1

Ina’
Praktické vypocty O, (), O, o, <, ~, <
o(g): vypoéitat lim,, %. Ak existuje a je nulovd, tak f = o(g).
Q(g):

e ak f =w(g), tak f = Q(g),

f
f

e ckvivalentné s overovanim g = O(f),

e najdenie C, ng z definicie pomocou odhadov zdola.
o f=0(g):

e bud pouzit tvrdenie, ak f = o(g), tak f = O(g),

e alebo pomocou odhadov zhora najst C', ng z definicie
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e f ~ g: vypocitat lim,, . %. Ak existuje a rovnd sa 1, tak f ~ g.

e [ < g: ekvivalentné s overovanim f = o(g)
e [ =< g: ekvivalentné s overovanim f = ©(g)

e f=0(g):
f(n

e vypodcitat lim,, Tn;' Ak existuje a je nenulovd, tak f = ©(g),

e ckvivalentné s overovanim f = O(g) a f = Q(g),

e pomocou odhadov zdola najst C,n;, pomocou odhadov zhora najst Cs, ns, potom C7,Cs a
no = max{ny, ny} st parametre z definicie.

Odhady ), /(i)

e Neklesajuce (rastiice), nerastice (klesajice) funkcie:

e f(i) mozno odhadnit obdlznikom so stranami "so stradnicami'i, i + 1; f(i), f(), t.j. obsah je
f(7). Pre neklesajuce funkcie na intervale [i,7 + 1] je takto odhadnuty obsah f(i) mensi rovny ako
JITY f(z)dx, pre nerastiice na [i,i + 1] zase VG rovny.

e f(i) moimo tiez odhadniit obdlZnikom so "so stradnicami'i — 1,4; f(i), f(i), t.j. obsah je f(i).
Pre neklesajiice funkcie na intervale [i — 1, 1] je obsah f(i) vacst rovny ako [{ | f(x)dz, pre nerasttice
na [ — 1,4 mensi rovny.

e neklesajica funkcia na [0,n+1]:

n+1

[ s < ;f@) < [ fe

f(n)

F(n)

71; £3) /"4‘ £3)
| @ ) L) .

o +1 +2 *3 " n-1 n 0 T2 >3 " n n+l

e nerastica funkcia na [0,n+1]:

/1n+1 fz)dz < i Fli) < /0 " Fa)de.

i=1

fQy F(1)

F(3) F(3)

1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 n n+1 0 1 2 3 on—-1 n

e Problémy:

e Funkcia nie je ani neklesajica ani nerastiica:

rozdelit na monoténne podintervaly, na ktorych je neklesajiica, ¢i nerastiica a aplikovat pre-
dosly vypocet na kazdy z takychto podintervalov.
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Integral vychadza nekonecno:

vynechat tie podintervaly, ktoré sposobuji problém a nahradit ich priamo odhadovanou hod-
notou f(i), napr. >, 1/i - problematicky je interval [0,1], preto horné ohranicenie pre nerastiicu
funkciu dostaneme ako f(1) + [{* f(x).

Urcenie asymptotického rastu vysledku:

— ak lim,_,o F(n) = 00, lim,,_, % =1, tak 3> ~ F(n)
— ak lim,, o, F(n) = 400, lim,,_,o S £ 0, tak 3= = ©(F(n))

—a=1Y~F(n)
—a#1:> =0(F(n))

ak lim, ,o, F'(n) =a € R, tak > = O(1).
ak lim,, o, F'(n) = 400, lim,, ng:)l) = 400 alebo
lim,, oo FI(F"(Z)U = 0, tak nemozno pouzit tuto metédu.

Odhady 7 f(i)

Postupujeme ako v predoslom pripade len /n nahrddzame [/n] - (dolnd) celd ¢ast. Dostédvame
ohraniCenia ako funkciu [/n]

Pouzitim nerovnosti /n — 1 < [¥/n] < n dostaneme horné i dolné ohranicenie ako funkciu
n. Pozor! Ak dosddzame do vyrazu V(x), ktory predstavuje klesajicu (nerasticu) funkeciu
s argumentom [/n], napr. ﬁ, tak treba dosddzat opacne, ¢ize plati V(¥/n) < V([¥/n]) <
V(¥n—1).

Pouzitim tohto faktu mame, zZe pre

— neklesajucu funkciu f s nerasticou primitivnou funkciou F':

[{/n]
F(Y/m) = FO) < Y (i) < F(¢n) ~ F(1)

— neklesajucu funkciu f s neklesajicou primitivnou funkciou F"

S

[
F(/n—=1)=F0)< > fi) < F(¥/n+1) - F(1).

i

I
—

— nerastucu funkciu f s neklesajicou primitivnou funkciou F:

[{/n]
F($/m) = F(1) £ Y (i) < F(¢) — F(0).

— nerasticu funkciu f s nerastiicou primitivnou funkciou F':

[¥/n]
F(f+1) = F() < 3 f(0) < F(¢/n— 1) = F(0).



e Urcenie rastu:

— lim,, o F(n) = +00 a lim,_, FI(JE”L)I) =1, tak 3> ~ F(¥/n)

(
— limy o F(n) = 400 a limy, oo THE = a # 0, tak = = O(F({/n))
— lim, 00 Fi(n) = a € R, tak 3> = O(1).

o (|z])" ~a™~ ([z])", pren >0
r—1<|z|]<za(x—1)"~za"
(=D _ (hmz_,oo Ll)nzl

x™ x

kedze lim,_,

r<[z]<zx+la(z+1)"~2z"

kedze lim o EE0" = (lim, o 251)" =1

Pouzila sa veta o limite zlozenej funkcie.

e In(|z|) ~Inz ~ In([z]),
kedze In(x — 1) ~ Inz ~ In(z + 1).
(Ukéaze sa to pomocou L’Hospitalovho pravidla.)
e ak fr~fg~g tak frg~fg
Proste lim % = (lim %) (lim£) =1-1=1. (Veta o limite sicinu.)

Cvicenia

e 1. Dokazte nasledujice tvrdenia (symboly O, €2, © st definované cez "e,ng"):

(a) ak f(n) = o(g(n)), tak f(n) = O(g(n))

(a’) Zistite, ¢i plati opacné tvrdenie, t.j. ak f(n) = O(g(n)), tak f(n) = o(g(n)). Ak nie, najdite
funkcie pre ktoré to neplati.

(b) ak f = O(g) prave vtedy, ked f = O(g) & g = O(f)

(c) ak f = (g

) prave vtedy, ked g = O(f)
(d) ak lim, .o 28 = a £ 0, tak f € ©(g)

(e) Dokazte tranzitivnost symbolov O, 0,Q, ~, <, =<, 0,w, t.j.

-ak f=0(g) & g = O(h), tak f = O(h),
- ak f=0(g) & g =0O(h), tak f = O(h),
-ak f=Q(g9) & g = Q(h), tak f = Q(h),
- ak f =o0(g) & g = o(h), tak f = o(h),
-ak f=w(g) & g =w(h), tak f = w(h),
-ak f<g & g=<h,tak f <h,

-ak f~g& g~ h,tak f ~ h,

-ak f<xg& g=xh,tak f <h,

(f) ak 0 < f(n) < g(n) < h(n) & f(n) ~ h(n), tak g(n) ~ f(n), g(n) ~ h(n)
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(h) ak 0 < f(n) < g(n) < h(n) & f( ) (h( )) tak

e 2. Ukéazte nasledujice vztahy:

(a) 2 = o(2?) (b) sin(x) = o(x)

(c) sin(z) = O(1) (d) 14,709y/z = o(x/2 + T cos x)
(e) 1/z = o(1) (f) 2" = o(n))

(g) ® + 522 + TTcosz = O(2°)  (h) s = O(1)

(i) n = o(2™) (j) Inlnn = o(lnn)

(k) 23Inz = o(2*%%)

e 3. Dokazte, ze (najst C1, Cq,ng, ¢i C,nyg)

(a) (x+ 1) = O(322),

(b) 5;31572172 =0 (i)

(c) z* — 1323 + 222% — 172 — 100 = O(z4),

(d) 2x + a? +790-|—10—@( %)

(e) a: — 723 + 102* — 10022 + 90z + 300 = O(x%),
(f) 2% — 1002 — 2022 — 152 + 1000 = Q(z?)

e 4. Zistite, ¢i plati:

@ VT VB =B, (1) (1+2)" =60
(c) (2% + g’)x +2)t~ 28 (d) 2*(Inlnx)? = o(x3Inx),
(e) (‘giill) =o(1), (f) Vinz +1=Q(lnlnx)

e 5. Usporiadajte v relacii < nasledujice funkcie:
Inlnn, n, Inn, 2™, n!,

2\/ﬁ el n3 n3:01 2n

Y

(a)
(b)
(c) nb0, Inn® +1, Vnl, n3nn

)

(d) ndlnn, (Inlnn)3, n®2", (n + 4)'?

e 6. Rozhodnite o vztahu (O, Q, O, o):
(a) sinz, 1 (b) 22 + Tlnz + e"® 23
(c) 23 + 5522 + Inz?, 2° (d) 2@, 219

e 7. Odhadnite sumy:

(a) S0, 42, (b) llz k>0,
(c) 2 3\f (d) X 1\/,

(e) Z? L1 k<0 (Pozor k = —1), (f) ) 1 \/,

() S, Ind, ) T et

(1) S5 (I + ), () S G+ 5+ 5)



Riesené priklady

Priklad
Dokdzte, Ze 132" — 102° — 2225 + 1002* + 10242 — 2322 + 8z + 65536 = O(z7).
Riesenie:

Potrebujeme néjst C' > 0 a xy také, ze pre kazdé x > ¢ bude platit:

11327 — 102° — 2225 + 1002* + 10242 — 2322 + 8z + 65536 < C|z7|.

Pouzijeme vztahy |a 4+ 0| < |a| + |b| a |a — b] < |a| + |b].

T.j. P:=|13z" — 102% — 222° 4+ 1002 + 102423 — 232% 4 8x + 65536 < |13z7| +|102°] + |222°| +
110021] + |102423| + |2322| + |8z| + |65536].

Pre z > 0 mdézeme absolitne hodnoty odstranit. Pre > 1 zase mozno 2® k < 7 nahradit
priamo 7.

Preto P < 1327 + 1027 + 2227 + 10027 + 102427 + 2327 + 827 + 6553627 < (13 + 10 + 22 + 100 +
1024 + 23 + 8 + 65536)2" = 667362 .
Zaver: pre C' = 66736 a rop = max{0,1} = 1 plat{ 1327 — 102°® — 222° + 100z* + 102423 — 2322 +
8z + 65536 = O(x7).
iy sposob riesenia

Predpokladame, ze

1. od 1 je 1327 — 1025 — 222° 4 1002 + 102422 — 2322 + 82 + 65536 > 0. Vyraz prepiseme napr.
takto 102" + (27 — 102°%) + (27 — 222°) + (2" — 232?) +..., Cojepre x > 10 a x® > 22 a x° > 23
urcite vacsie rovné 0. Preto xy = 10.

2. od x5 je 7 >0, t.j. 29 = 0.

Tieto 2 podmienky nam zabezpecia, ze v odhadoch nebudeme musiet uvazovat absolitne hod-
noty. Nasledne odhadujeme zhora pre x > x1,22. Z bodu 2. mozno vynechat ¢leny so zdpornymi
koeficientami, ktoré nam znizuji hodnotu vyrazu. Dostdvame P < 1327 4 100z* + 102422 + 65536.
Potom pre x > 10,0,1 mame P < 13z 4+ 10027 + 10242" + 6553627 = 66673, ro = max{10,0,1}.
Zaver: pre 7o = 10 a C' = 66673 mame P = O(z7).

Priklad
Dokdzte, ze 1327 — 1025 — 222° + 1002* 4 10242® — 2322 4 8z + 65536 = Q(x7).
Riesenie:

Opat sa zbavime absolitnych hodnot, ako v predoslom priklade. Potom pre x > 0,1, 10 odha-
dujeme zdola:

1327 — 1025 — 2225 + 1002* + 10242® — 2322 + 8x + 65536 > 1327 — 102% — 222°4 — 2322 >
1327 — 1025 — 2225 — 2325 = 1227 + 27 — 5528, (Pre nezdporné x sme sa zbavili virazov s kladnymi
koeficientami, ktoré ndm zvysovali hodnotu vyrazu a pre x > 1 sme nahradzali vSetky mocniny v
¢lenoch so zapornymi koeficientami 2, ¢fm sme zniZovali hodnotu vyrazu.) V pripade, Ze 27 —5525 >

0, mozeme v odhade aj tento ¢len vynechat, t.j. ak = > 55, tak P > 1227,
Zaver: Pre C = 12 a ny = max{10,0, 1,55} = 55 mdme P = Q(x7).

Priklad

Dokdzte, Ze 1327 — 102° — 222° + 1002* + 10242® — 2322 + 8z + 65536 = O(z7).
Riesenie:

Pomocou vysledkov z predoslych 2 prikladov mame, Ze napr. pre C; = 12, z¢; = 55 je P = Q(2")
apre Cy = 66673 a 19, = 10 mdme P = O(z2"). Preto pre C; = 12, Cy = 66673 a o = max{55, 10} =
55 mame P = O(z").

Priklad
Dokdzte, Ze plati: x5 — 100x* 4 202® — 2002% — 10z — 50 = Q(z?).
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Riesenie:

Ozna¢me P := z° — 1002? + 2023 — 2002% — 102 — 50. Postupujeme tplne rovnako, ako keby
sme odhadovali P = Q(x°), pretoze ak uz raz budeme mat, ze C|z°| < |P|, tak pre x > 1 bude tieZ
platit C|z?| < C|2°| < |P|.

Cize, opét sa zbavime absohitnych hodnot, napriklad takto: P = (;z° — 1002*) + 202* 4 (32°
2002%) 4 (32° —10z) + (32° — 50). Ak kazdy z vyrazov bude nezdporny, tak urite P bude nezdporné.
Toto nastane pre x > 200, x > 0, 2® > 800, 2* > 40 a 2° > 200, t.j. pre > 200.

Dalej pre > 1,200 odhadujeme zdola. Plati P > z° — 100z* — 20022 — 10z — 50 > 2° —
(100 + 200 + 10 + 50)z* = x5 — 3602, Zvolime 0 < C' < 1. P > Cx® + (1 — O)a® — 360z*. Ak
(1 —C)x® —360z* > 0, tak mdzeme tento vyraz vynechat v odhadoch zdola. To bude pre x > 3600
Preto pre pevne zvolené 0 < C' < 1 a xp = max{200, %5} méme |P| > C|z°|. Nakoniec pre

& > 1,20 mdme C a max{zo, 1}, ktoré nadm zabezpedi, ze P = Q(2*). Ked za C zvolime napr. 3,
tak x¢ bude rovné 720.

Priklad
Dokdzte, ze ak f = o(g), tak f = O(g).
RiesSenie:
Vyjdeme z definicie symbolu o, t.j. f = o0(g) < 3 lim,_, % =0.

Z definicie limity pre funkciu £ platl

Ve > 0, 3ng(e )-vn>n0( ) 1 — 0 <, 4. [0 = L < o |£(n)] < elg(n)].
Aby sme dostali konkrétne C' a ny, tak pevne zvolime &, na 1 k nemu mame ny = ng(e).

Priklad

Dokdazte, Ze ak lim,, % =a >0, tak f = O(g). (Pre funkcie f,g od istého Ny kladné.)

Riesenie:
Vyjdeme z definicie limity, t.j.

Ve >0, dng(e): Vn > ng(e), ’% — a‘ <e.

Odstranenim absolitnej hodnoty méame, ze —e < % —a<e,t]j.

—e< il E ; < a+¢e. Pre n > Ny mozno nerovnost nasobit g(n), ¢ize
(a—é) (n) < f(n) <(a+e)g(n).
Aby sme dostali konkrétne C, (s, ng, tak opiaf pevne zvolime ¢, tentokrat tak, aby a —e > 0.
Potom C} =a —¢, Cy = a+ ¢ a ng = max{ng(e), No}.

Priklad
Dokdzte, e ak lim,_oo L™ = a £ 0, tak f = O(g).

g(n)
Riesenie:
Vyjdeme z definicie limity, t.j.
Ve >0, 3Ing(e): Vn > ng(e) ’M - a‘ <e.

" g(n)
Pouzijeme vztah | |a| — [b] | < |a— b, t.j. | [Z2| ~|al| < {8 — a| <e.
Odstranenim absolitnej hodnoty méme, Ze —e < ’; EZ ‘ la] < e, t.j.
la| —e < ‘g(n ‘ = ‘IJgC(Z| < |a|] + e. Prendsobime nerovnost |g(n)|, ¢ize

(lal = &)lg(n)| < [f(n)] < (lal +€)lg(n)].

Aby sme dostali konkrétne C1, Cy, ng, tak opét pevne zvolime ¢, tentokrat tak, aby |a| —e > 0.
Potom C = |a| — ¢, Cy = |a] + € a ng = no(e).

Priklad
Dokdzte, ze ak f = Q(g) a g = Qh), tak f = Q(h), t.j. tranzitivnost symbolu 2.



RieSenie:
Z definicie symbolu €2 mame:
C1 > 0 ang € N také, ze Vn > ng; Cy - |g(n)] < |f(n)],
Cy > 0 ang € N také, ze Vn > nga Cy - [h(n)] < |g(n)].
Preto |f(n)] > Ci - |g(n)| > Cy - Cy - |h(n)|, pre n > max{no1, no2}

Zaver: Hladané C' = C) - Cy a ng = max{ng, ne2}

Priklad
Usporiadajte nasledujiice funkcie podla asymptotického rastu, t.j. v reldcii <: n'™", (In n)",4%, v/nl.

Riesenie:
Sktisme upravift Véetky funkcie v tvare mocnin e:
lnn _ ( lnn)lnn _ ln n
- )
(lnn) e lnlnn7
n n
43 = 6ln4~§ — 6nln2
5n| _ ellnm es(ln(\/Qﬂn(%)n)) o eé(ln\/%rn—‘,-ln( ) ) — %( (In24In7+Inn)+nln 2 ) _
65( (In24In7+Inn)+n(lnn— lne)) _ esnlnn n+T10 1nn+l'11%7".

Nie je fazké vidiet, ze limity exponentov, ked n — oo st rovné 400 a mozno ich usporiadat
podla reldcie < (0) - sta¢i porovnavat signifikantné éleny (preco?). Za tychto predpokladov plati,

e [ < g=ef < eI (limi—g — limef9 = lim /%),

funkcii rovnd —oo, kedze lim g = +o0 a lim(—1+ 5) = —140 = —1. Pomocou vety o limite zlozenej

Limita exponentu je podla vety o sicine

funkcie pre e* dostavame, Ze vyslednd limita je rovna 0, kedze lim,_, ., e* = 0.)
In’n, n-lnlnn, In2-n, %nlnn — én—k %lnn—k C, kde C := 1—101n27r
Priamo z hierarchie funkeii mame, Ze In?n < In2 - n.

ZIn2 <Inlnn platin-In2 <n-Inlnn.
Opét z hierarchie funkcii vyplyva Inlnn < Inn, preto nlnlnn < %n Inn.

Zaver: n™" < 43 < (Inn)" < v/nl.

Priklad
Zistite asymptoticky rast funkcie f(n) = >, Z%
Riesenie:

Funkcia g(z) = %2 je na intervale (0, c0) klesajtca. Preto pre odhad plati:

g (z)dz < S g(3) < i g() d.

Primitfvna funkcia k funkcii g(x) je rovnd G(z) := —1 + C' (pouzije sa vzorec pre z72).

Vidime, ze nie je definovand v bode 0, preto by sa hodnota integralu s hranicou 0 pocitala ako
limita sprava (07) a jej hodnota by bola nekonecno, ¢ize hornd hranica by ndm nedala odpoved v
zavislosti od n, bola by stale rovna +oo.

Preto upresnime odhad:

4 g(2) dz < S, g(3) < g(1) + [ 9() .
Po dosadeni do vzfahu mame:
[—;} =1-2, g+ [-i =1+1-1=2-1

Platf: £ <1 - n+1 <Y, 5 <2—1<2 pren> 1. Preto f(n) = 0(1).
Priklad
Zistite asymptoticky rast funkcie f(n) => 1" Ini.
Riesenie:

Funkcia g(z) = Inx je na intervale (0, 00) rastiica. Preto pre odhad plati:

Jog(a)de <35, g(6) < Ji g() do

Primitivnu funkciu k In z mozno dostat pomocou metdédy per- partes:
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f=Inz ¢=1

ff=3 g==

Hoci primitivna funkcia nie je definovana v 0, existuje kone¢na jednostranna limita lim,_,o+ x Inx =
1

[Inzdxr =

:xlnx—fm%dx:xlnx—x—i-C

lim, o+ B2 = lim,_,o+ = lim,_,o+ x = 0. Preto mozeme predosly vzorec pouzit priamo pre od-

12

had sumy.

Jednoduchsi spdsob (nebude sa musiet pomocou L’Hospitalovho pravidla pocitat limita) vyjde,
ak jednoducho v dolnom odhade pre interval (0,1) pouZijeme priamo funkénti hodnotu v bode 1,
¢ize In1+ [{" g(n). Vypocet sa bude lisit od predoslého o nejaki konstantu C.

Dolnd hranica: ['lnzder = [zlnx — z]j = (nlnn —n) —lim, ,p+(zlnz —x) =nlnn —n.

Horna hranica:

[ naedr=[zlnz -2 =+ DIn(n+1) —(n+1)+1=nln(n+1) —n+In(n +1).

Takze:

nlnn—n<Y" Ini<nln(n+1) —n+In(n+1).

Vidime, Ze obe strany sa ,,podobaji“ na nlnn —n. Ak sa nam podari dokézat, Ze horna a dolna
hranica je v relacii ~ s touto funkciou, tak podla vety o dvoch policajtoch moézeme tvrdit, ze aj
f(n) =37 ,1Ini je v relacii ~ s funkciou nlnn — n.

Dolna hranica sa priamo rovna nInn —n, ¢ize podiel je rovny 1 a limita konStantnej postupnosti
zlozenej zo samych jednotiek je tiez 1.

Pre hornt hranicu vypocitame

(kazdy ¢len v limite vydelime vyrazom nlnn a pouzijeme lim,, IHEZ:D =1):
g Mt ) —ntne+l) T T ma e e _ g
n—o0 nlnn —n n=00 1 L

nn
Zaver: f(n) ~nlnn —n.
Poznamka 1: Vypocitany vztah predstavuje zakladny odhad Stirligovho vzorca pre n!, kedze
Inn!=3" Int ~nlnn—n=nlnn—nlne=nln (%) =In (%)n
Poznamka 2: Pre relaciu ~ st podstatné len signifikantné ¢leny porovnavanych funkcii. Preto k
n Inn—n mozno pripoc¢itat akikolvek funkciu, ktora je v asymptoticky mensia ako n Inn a dostaneme
iné ,riesenie ulohy*“.

Priklad

Zistite asymptoticky rast funkcie f(n) = Zg 3\}2.
Riesenie:
Vi WAl
fn)=> — Vo Z , kde |z] je dolnd celd Cast z x. Podla definicie, je to najvicsie celé
i=1 =1

¢islo mensie rovné z, ¢ize x — 1 < |z| < x. Funkcia g(n) := ﬁ je na (0, 00) klesajica. Primitivna
funkcia k funkcii g je
G(z) == [g(z)dz = [2 3z 3dx—2%§+0 4x3+C’

Tato funkcia je definovand v 0, preto nebudi madne problémy s intervalom (0, 1).
Pre odhad f(n) mame:

N

[Vn]+1 [vn]
[T swde < o < [ gty de.

G(lvn] +1) = G(Q1) < f(n) < G(Lvn]) — G(0)
Funkcia G je rastflca preto ked’ nahradime v jej argumente vyskyt [\/_] hodnotami mensimi, ¢i

.....

Po dosadeni mame:

11



£.j.

Zaver: f(n) ~ 2n3 = 3 Yn.

4
23 2
Priklad Urcte asymptoticky rast sumy

4
3

Vvn Lvn]

> (i+1ni)= > (i+1ni).

i=1 i=1
RieSenie:
f(@)=z+nz, f(r) =1+1>0, pre z € R, teda f(z) je rastica na (0,c0).
Hranice: k := [\/n]

k k k+1
/ (:L'—l—lnx)dng(i—i—lni)g/ (x 4+ Inz)dz
0 P 1

(per partes)
F(z)=[(z+Inz)dz = j2* + 2lnz —2+ C

Dolné hranica: hoci F(z) nie je v bode 0 definovand, ale je spojitd v bode 0, preto ju mozno
tzv. spojite dodefinovat. Druhy sposob ako sa vyhnit problémom s nulovou hranicou je 1 4+ 1In1 +
F@+nz)de =1+ 32 +kInk—k—L1+1=1k2+kInk—k+ 3 Vysledky sa budd liit o konstantu,
¢o v tomto pripade nemd vplyv na asymptoticky rast. (2. odhad by mal byt presnejsi.)

Horn4 hranica: 2(k+ 1)+ (k+1)In(k+1)— (k+1) -2 +1 =22+ k+ 2 +kln(k+ 1) +
In(k+1)—k—1-32+1=1k2+kIn(k+1) +In(k +1).

Dosadime |y/n] za k:

D= H(lya))? + L) n(lyn)) - V7]

Dolnt hranicu odhadneme zdola tak, ze do rasticich funkcii %ZL‘Q a xInz dosadime /n — 1 a do
klesajucej funkcie —x dosadime /n.

D> 1y~ 1+ (Vi - DI/t — 1) = yii = In - 2y + 3 + Vi ln(y/i — 1)

Vsetky funkcie vystupujtice v hornej hranici su rasttice, preto do nich dosddzame priamo /n,
aby sme ju odhadli zhora.

H < sn++/nn(yn+1)+In(y/n+1).

Preto plati:

Ln yaln(yn—1) = 2yn+ 2 <3+ 1ni) < tn+ yaln(yn+ 1) + In(y/n + 1).
Signifikantné funkcia v odhadoch je %n Pre spresnenie odhadu mozno este dodat ¢len y/nln /n =

1vnlnn.

Zéaver: SV (i + Ini) ~ in+iynhn
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