Grafy a quicksort!

Teoreticka cast

e Graf: usporiadand dvojica (V, E), kde V' je mnozina vrcholov a E je mnozina
hran, t.j. neusporiadanych dvojic vrcholov.

- uvazuju sa jednoduché (nemé viacndsobné hrany medzi dvoma vrcholmi)
neorientované grafy bez sluciek (hrén z vrchola do samého seba).
o Stuper vrchola v: deg(@) - pocet hran s nim incidentnych
e Podgraf grafu G = (V,E): G = (V',FE'),kde V' CV, E' CE.
e Faktor: podgraf grafu G = (V| E), ktorého vrcholovd mnozina je rovna V.
e Kompletny graf na n vrcholoch K,: n vrcholovy graf, v ktorom medzi kazdymi
dvomi réznymi vrcholmi je hrana.
e Sled: postupnost vg,e1,v1,€2,V2,...,05_1,€n,Vy, kde v; st vrcholy a e; =
{Ui71, Uz'}~
e Tah: sled v ktorom sa neopakujt hrany.
e Cesta: sled v ktorom sa neopakuji vrcholy (a teda ani hrany).
e DiZka cesty: pocet vrcholov cesty.
e Hamiltonovskd kruznica: uzavreta cesta obsahujica vsetky vrcholy grafu.
e Hamiltonovskd cesta: cesta obsahujtca vsetky vrcholy grafu.
e FEulerovsky tah: tah obsahujuci vsetky hrany grafu ("nakreslite jednym ta-
hom").
e Kruznica C,: uzavreta cesta dizky n.
o Suvisly graf: existuje cesta medzi lubovolnymi dvoma vrcholmi.
e Komponent suvislosti: maximalny suvisly podgraf.
e Strom: suvisly acyklicky graf.
e Les: acyklicky graf (komponenty sdvislosti si stromy).
e Chromatické ¢islo grafu G: x(G) - najmens{ pocet farieb potrebnych na ofar-
benie vrcholov grafu G tak, ze ziadne dva susedné vrcholy nemajt rovnaku
farbu.
e Chromaticky index grafu G: najmensi pocet farieb potrebnych na ofarbenie
hran grafu G tak, Ze ziadne dve hrany, ktoré su incidentné (majice spoloény
vrchol) nemaji rovnaku farbu.
e Chromaticky polyném grafu G: P(x,G) - polyném s nezndmou x. P(xg,G)
- vyjadruje pocet vSetkych moznych ofarbeni grafu xy farbami tak, aby ziad-
ne 2 vrcholy spojené hranou nemali rovnakd farbu. Slazi na hladanie x(G) -
najmensie ¢t € N, pre ktoré je P(t,G) rozne od 0.
e Vypocet prebieha rekurzivne: P(z,G) = P(x,G —{e}) — P(z, G\ {e}), kde e
je nejakd hrana v grafe G, pricom G — {e} vznikne z grafu G vynechanim hrany
e a G\ {e} vznikne z grafu G kontrakciou hrany e (poc¢iatoény i koncovy vrchol
tejto hrany splynd do jedného).
e Chromaticky polyném pre n izolovanych vrcholov, t.j. K,, je P(x, K,) = z™.
e Pre graf G s komponentami stvislosti Cq,Ca,...,Cy (G=C1UC2U...Cy)
je P(z,G) = P(z,C1) - P(x,C3) - ... P(x,Cl).
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e Tvr: Chromaticky polyném pre strom s n vrcholmi je rovny x(z — 1)" 1.
e Bipartitng graf G: graf s x(G) < 2

- existuje rozklad mnoziny vrcholov V(G) na Vi, Vo (V1 U Ve = V(G) a
Vi NV, = ) tak, ze hrany maju jeden koniec vo vrcholoch z Vi a druhy vo
vrcholoch z V3, t.j. medzi vrcholmi vo Vi, ¢i Vo nie je ziadna hrana.
e Kompletny bipartitng graf Kpn: |Vi| = m, |Va| =n, E = {{u,v} :u e Vj,v €
Va}
e Nezdvisld mnoZina vrcholov: mnozina vrcholov v grafe medzi ktorymi nie je
ziadna hrana.
e Maximdlna nezdvisla mnoZina vrcholov: nezavislda mnozina maximalnej moz-
nej kardinality.
e kardinalita maximélne mnoziny vrcholov: a(QG)
e Plandrne (rovinné) grafy: grafy nakreslitelné do roviny tak, Ze jediny priesec¢-
nik hran je vrchol grafu
e Mapa: rovinné nakreslenie rovinného grafu

- charakterizovana S - pocet stien, V- pocet vrcholoch, H - pocet hran, K -
pocet komponentov stvislosti.
e Stena: v mape - "n-uholnikbhraniceny hranami

- n=1 - izolovany vrchol

- n=2 - most (hrana, ktorej vynechanim sa zvysi pocet komponentov stvis-
losti)

- n > 3 - n-uholnik

- nezabudnut zapocitat tzv. vonkajsiu stenu

- kazd4 hrana (okrem mostov) je hranicou 2 stien
e Eulerova veta: V mape je S+V — H = K+ 1 (pre suvislé: S+V — H = 2)
e Veta: Pre mapu plati 2V + 51 =24+ 2K + M + S5+ 254 + 355 + 456 + . . .,
kde

S; - poCet i-uholnikovych stien (S - izolované vrcholy),

M - pocet mostov,

K - pocet komponentov stvislosti,

V' - pocet vrcholov.

e S=81+85+S3+S4+...=S1+M+S3+S4+...
e Bipartitny planarny graf mé iba steny s parnym poctom hran, t.j.
S3=8=...=0

e Doésledky: K5 a K33 nie st planarne.

Ks: V=5H=10,K=1=85=1,

na druhej strane 6 =2V — 2 — 2K = S5 +25,+... > S =7.

K33 V=6H=9 K=1=95=5

na druhej strane, K3 3 je bipartitny, S3 =S5 =...=0a

8§=2V—-2—-2K =25,+4Ss+ ... > 25 =10.
e Oznacené grafy na n vrcholoch: vrcholy st ocislované

- Dva oznacené grafy (na n vrcholoch) sa liSia, ak

V(G1) = V(G2) = {v1,v2,...,0,} & E(G1) # E(G2), t.j. existuje

aspon jedna hrana, ktord sa nachddza v jednom, a nie v druhom grafe.
e Neoznacené grafy: vrcholy nie su ocislované - izomorfné grafy sa povazuju za
rovnaké.



e Izomorfizmus grafov G7 a Gy - ak existuje bijektivne zobrazenie f z V(Gy)
na V(Gsz), ktoré zachovava susednost, t.j. {v;,v;} € E(G1) < {f(v:), f(vj)} €
E(Gs).

e Quicksort - split (splitter) - vid Wilf strana 34

procedure split(x, left, right, i)

popis: rozdeli pole [2jeft, Tright] podla ndhodne zvolenej polozky T' (tzv.
pivot) tak, Ze hodnoty ostro mensie ako T st nalavo od indexu ¢ a hodnoty
vacsie rovné ako T st napravo od indexu i.

vystup: i - index obsahujtci polozku T, t.j. x[i]| =T

1 L:= ndhodny index z intervalu (left, right)
2 swap(x[left], x[L])
3 T :=x[left]
4  q:=left
5 for j:=left+ 1 to right do
begin
6 if (x[j] < T) then
begin
7 ii=i+1
s swap(x[i], 1]
end
end

9  swap(x[left],x[i])
10 end{split}

Cvicenia
e 1. Dokézte, ze strom s n vrcholmi mé prave n-1 hréan.
e 2. Dokéazte, ze suvisly graf na n vrcholoch mé aspon n — 1 hran.

e 3. Dokézte, Ze strom je bipartitny graf.

e 4. Najdite x(G), kde
(a) Gje K, (b) Gije Kpn, (c)GjeCy.

e 5. Kolko je oznacenych grafov
(a) majtcich n vrholov a m hrén?
(b) na n vrcholoch, kde vrcholy {1, 2,3} tvoria nezavisli mnozinu?
(¢) na n vrcholoch, kde vrcholy {1,...,k}, k < n tvoria nezévisli mnozinu?

e 6a. Nech n = 3k, £ € N. Uvazujme vsetky oznacené grafy obsahujice
n/3 komponentov sivislosti obsahujice K3. Kolko je maximalnych nezavislych
mnozin v tomto grafe?

e 6b. Nech n = Ik, [,k € N. Uvazujme vsetky oznacené grafy obsahujice
n/l komponentov suvislosti obsahujice K;. Kolko je maximalnych nezavislych
mnozin v tomto grafe?



e 7. Néjdite algoritmus, ktory v ¢ase O(max(n?,mn)) rozhodne, & graf na n

vrcholoch s m hranami mé, alebo nem4 trojuholnik.
e 8. Najdite algoritmus, ktory rozhodne, ¢i dany graf je bipartitny.

e 9. Najdite graf na n vrcholoch rézny od K,,, ktorého chromatické ¢islo je o
jedna vyssie ako maximalny stupen v grafe.

e 10. Nech G je planarny graf s S stenami, H hranami, V' vrcholmi obsahujici
k(G) komponentov stvislosti. Dokézte, ze plati S +V — H = k(G) + 1.

e 11. Dokézte, Zze K5 a K33 nie st rovinné grafy.

e 12. Urcte chromaicky polyném pre nasledujice grafy:

X 02 X W

(e) (b), (d) pre n trojuholnikov majtcich spoloény vrchol

e 13. Simulujte proceduru split v algoritme Quicksort na nasledujicej postup-
nosti 5,2,4,9,7,6,8,1, ked je pivot rovny:
(a)4, (b)9, (¢)6, (d) 1.

e 14. Simulujte procediru split v algoritme Quicksort na nasledujtcej postup-
nosti 8,7,6,5,4,3,2,1, ked je pivot:

(a)5, (b) 7, (c)2, (d)4.
e 15. Simulujte procediru split v algoritme Quicksort na nasledujicej postup-
nosti 8,4,9,7,1,3,9,5,4, ked je pivot:

(a) prva 4, (b) druha 4, (c) prva 9, (d) druha 9.
e 16. Urcte chromatick}'f polyném vzhl’adom na chromaticky polyném grafu G
nasledujticich grafov ((
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