Komplexné cisla,

Diskrétna Fourierova transformécial

Komplexné céisla

e C - mnozina vSetkych komplexnych cisel
e komplexné cislo: z = a + bi, kde a,b € R,
i - imagindrna jednotka i = /—1, t.j. i = —1.
komplexne zdruzené ¢islo k ¢islu z: z =a — bi
z-Z2=a%+b?
ak lw| =1, tak L =&
absolitna hodnota (velkost, modul) komlexného éisla: |z| = Va? + b2
operdcie s komplexnymi céislami:
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+i(b+d)
(a+bi)—(c+di)=(a—c)+i(b—d)
(a+bi) - (c+ di) = (ac — bd) + i(bc + ad)
wh = (e = i ((ac+ bd) +i(be — ad)
Goniometricky tvar komplexného cisla:
z(=a+bi) =r(cosp +ising), kde r = |z] a tgp = g,
a=rcosy,b=rsiny.
e Nasobenie komplexnych ¢isel v goniometrickom tvare:
z1 = r1(cos o1 +isin py),
29 = T9(C08 o + i sin pg):
21+ z2 = (r1 - r2)(cos(p1 + ¢2) +isin(pr + p2))
e Exponencidlny tvar komplexného ¢isla: re*® = r(cos ¢ + isin p)
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el = Z;’;O(—l)J(ﬁ—jg! +i (1) (gjji_:l)! = cos p + isin .
e Moivrova veta (Moivre):
Nech z = r(cos p + isin ). Potom 2" = r"(cosng + isinnp), n € N.
e Pouzitim exponencidlneho tvaru komplexného ¢isla dostavame, ze predosla
veta plati aj pre redlne exponenty, t.j. n € R.
Sictové vzorce:
e sin(z + y) = sinzcosy + sinycosx, o cos(z +y) = coszcosy —sinzsiny
Niektoré vlastnosti goniometrickych funkcii
otga:z%, e cotgr = 57, Tgorrad, e zrad=
e cos(x) je parna funkcie, t.j. cos(—x) = cos(z)
e sin(x) je nepédrna funkcia, t.j. sin(z) = — sin(x)
e cos(§ —x) =sinw, sin(§ — ) = cosx
(

2
e cos(§ +x) = —sinz, sin(§ +2) = cosx

o 1° = 1i0xo.
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e Funkcie sin, cos, tg and cotg st periodické s peridédami (po rade) 27, 27, 7,
m, t.j. pre lubovolné k € Z plati:

sin(z + 2kw) = sin z, cos(z + 2km) = cosz,

tg(x + k) = tgx, cotg(x + k) = cotgx.

Komplexné n-té odmocniny z 1

e n-td odmocnina z 1 - w € C: W™ =1
- 27
e wy =¢e'n - primitivna n-ta komplexnd odmocnina z 1
e Ak w je n-t4 odmocnina z 1, tak aj w*, k € Z je n-t4 odmocnina z jednotky.

Diskrétna Fourierova transformdcia

Motivacia: k danému polynému f(z) = ap + a1 + ... + a,_12"" 1, treba
vypocitat jeho hodnoty v hodnotéach n-tych komplexnych odmocnin z jednotky,

! 2 _
t.j. v bodoch w® =1, w =¢'", w2, ..., W™ L



Diskrétna Fourierova transformdcia vektora (ag, a1, ...,a,) je vektor

(f(@), f(wh),..., flw™™h).

ao+a1+...+an,1

ag+a1w+ ...+ ap_qw" !
ao + a1w? + ...+ ap_qwY =
ap+aw™ 4+ an_lw("’l)("’l)
1 1 1 . 1 ao
1 w w? ... wnt ay
1 w? w4 . w2(n=1) as | =
1 w1 w2(n71) w(nfl)(nfl) A1
ag
ai
(w(ifl)(jflv ax | = Ha.
ij
Ap—1

Preto diskrétna Fourierova transformacia n-rozmerného vektora a je Ha, kde
. . . 1) (j— 2m; . o
H je matica typu n x n, s prvkami H;; = WEDE-D g =7t je primitivna
n-t&4 komplexna odmocnina z 1.

Inverznd diskrétna Fourierova transformdcia

Spitnd transformécia z vektora (f(w?),..., f(w™ 1)) na povodny vektor
(CLQ7 SN ,an_l).

Hi— H™' (Ha)=a

H™! = L(u~(-DG-D), = %((;)“—UU—”)M = L(@i-DU-Dy, = LF

w
Teda k n-rozmernému vektoru Z je inverzna DFT H 1'% = %Hf

ZlozZitost FFT pre lubovolné n

e Veta 2.2.5 (Wilf) - Nech n = pi"p5? ---pp* je kanonicky rozklad ¢isla n na
prvocisla. Potom zlozitost FFT pre rozmer vektora n, t.j. pocet komplexnych
nasobeni potrebny na vypocet, je

n(o(pr —1)+ao(pe — 1)+ ... +arlpr — 1)) .
Priklady

e 1. Vypocitajte nasledovné stuciny:
(a) (2—9i)(345i), (b) (4+3i)(1+10i), (c) (cos § +isin F)-5(cos § +isin §)



e 2. Vyjadrite v goniometrickom (exponencidlnom) tvare nasledujtice komplex-
né cisla:

(a) 144, (b) 1 =14, (c) V3414, (d) V3 —i(e) 1+iv3, (f) 1 —iV3, (g) i
e 3. Vypocitajte:

(a) (1+9)', (b) (1=0)*!, (c) (5+5v3)', (d) (V3 —14)*
e 4. Zvolte si lTubovolny vektor s

a)l, b)2, ¢)3 d)4, e6 )8 g)l12

(aj komplexnymi) siradnicami a zistite jeho DFT. Nésledne skiiste vypocitanim
inverznej DFT overit spravnost vypoctu.

e 5. Napiste vSeobecny vzorec pre
a) DFT, D) inverzni DFT.

e 6. Zistite zlozitost FFT pre vektor s
a) 315, b) 854, «¢) 126, d) 27, e)43
suradnicami.

Riesené priklady
e Uréte goniometricky a exponencialny tvar komplexného éisla 1 — v/3i.
RieSenie:
z=1-/3i, |z| =/1+ (V3)2=V4=2.
z=2 (% - ?z)
Hladéme rieSenie stistavy: cosp = = a sing = —@. Vidime, ze prislusny

2
uhol (ak uvazujeme rieSenia [0, 27)) treba hladat v 4. kvadrante, t.j. v intervale

[37,2n), alebo [, 0].

sin(—x) = —sinx
cos(—x) = cosx
Preto, pri substiticii ¢y = —¢ sa nasa ststava zmeni na

cosy = %, siny = ?,
pricom riesenie hladame v 1. kvadrante. Pouzitim zndmych hodndt pre sin a
cos dostédvame, ze ¢ = T = 60°. Preto p = —% =21 — & = 2710
e Trochu iné riesenie urcenia vysledného uhla: nech |cos | = a, |sin | = b, kde
a,b st zname tabulkové hodnoty pre 1. kvadrant, t.j.

10,20, (2.2) L %) o)

Nech toto zodpovedd uhlu . Potom, ak vysledok méa byt v I. kvadrante, tak
je to samotné ¢, v II. kvadrante je to m — ¢, v IIl. kvadrante je to 7 + ¢ a IV.
kvadrante to je 2w — ¢.

Vysledok: z = 2(cos 57 4 isin 37) = 2ei5™,



e Vypodcitajte (1 —i/3)37.

RieSenie:

Najprv si uréime goniometricky (¢i exponencidlny) tvar komplexného ¢isla
1 — iv/3. Podla predoslého prikladu je to 2(cos %7‘(‘ + ¢sin %71’)

Potom, podla Moivrovej [Moavrovej] vety plati:

(1 —1iv/3)% = (2(cos 37 + isin 37))3% = 2% (cos(35 - 37) + isin(35 - 3m)).

Potrebujeme zistit, ktory uhol z intervalu [0,27) déva tie isté hodnoty sin
a cos ako uhol 35 - %’/T. Teda potrebujem najst vhodny nasobok periddy tychto
funkeii (27):

35-3r=18r=58r+ir=29-2r+ I.
Vysledok: 2% (cos T +isin T) = 235(1 + i) = 234(1 4 iv/3).

e Spocitajte DFT pre vektor (7,6,1) a overte spravnost vypoctu pomocou in-
verznej DFT.

Riesenie:
WF=w0=1keZ
.2
w=e3" =cos Zr+isin 2w = cos(F+ %) +isin(Z+%) = —sinZ+icosE =
—%—H’?. &Pouiili sme stictové vzorce: sin(5+x) = cosx, cos(§ +x) = —sinx.)
w? = €'3™ = cos gT+isin 37 = cos(m+§)+isin(r+%) = —cos T —isin 5 =
-3- z§ (Pouzili sme vzorce pre sin(m +x) = —sinx a cos(m + ) = —cosz.)
Preto matica v DFT je rovna:
w® w® W 1 1 1 1 1 1
w' wt w? =1 w w?]=]1 —%+i§ —%—i§
0 2 4 2 1 -\/3 1 -\/3
w' w w 1 w w 1 -1 L3
Pre DFT mame:
1 1 1 7 T+6+1
1 —%H‘? —%4? 6| = 7+6(—%+i€)+( ;ﬂ@ =
1 -2 1443 ) \1 T+6(—1—i%)+ (-1 4+
14 14
T-3-14+iv33-1) | =L+
7-3-1+iV3(-3+13) T_ 53
. . : T 445Y3 7 _ ;5V3
Vysledok: DFT vektora (7,6,1) je vektor (14, § 4 i=%=, § —i2%=).



Skuska spravnosti:

Matica pre inverznu DFT je rovna %H , preto na overenie treba vypocitat
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e Vypocditajte inverznd DFT k vektoru (1,2,—1,2) a urobte skisku

DFT.
Rieseme '
w=eF =¢i% =cosZ +ising =1i.
1 WO Wb Wb WO 1
1 (a6-06-0) | 2| = L e
4 i | —1 4w W oWt Wl -1
2 WO Wl W WY 2
Wl Wwh W WO 1 1 1 1 1 1
1 W Wl w? Wl 2 11t i -1 —i 2
41w w? W W -1 T4l -1 1 1)1
W W W Wt 2 1 — -1 1
1 1 1 1 1 1+2-1+2 4
(1 - -1 2 | _1|1-2i+1+42i| _1[2
411 -1 1 -1 -1 4 1-2—-1-2 ] 4| -4
1 4« -1 —i 2 14+2i+1—-24 2
1
Vysledok: ( ,2,71, 5)-
Skuska spravnostl
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e Urcte zlozitost FFT pre vektor so 180-timi stiradnicami.

RieSenie:

180 = 2-90 = 4-45 = 22 .32 . 5. Preto zloZitost FFT (pocet komplexnych
néasobeni) je 180(2(2 — 1) +2(3 —1) + (5 — 1)) = 180(2 + 4 + 4) = 1800.



