Rekurentné vztahy!
Teoreticka Cast
Homogénna rovnica k-teho radu s konstantnymi koeficientamsi

e Homogénna rovnica: ¢; si konstanty, 0 < i <k, ¢ #0
CkUnik + Ck—10pyk—1 + ... + C1Gpy1 + oy =0

Pociatocné podmienky: ag = by, ay = by, ..., ag_1 = br_1 (vo vSeobecnosti staci zadat hodnoty
a; pre k navzajom roznych indexov iy, is, ..., ix € Np).
Riesenie:

Upravime na: a, o+ g—ianﬂ + E—Zan =0.
Vytvorime tzv. charakteristicki rovnicu:
ok Skl 4 G4 @ = () a vyrieSime ju.
(7% Cl Cl
Korene: y; (nasobnost my), ..., y; (ndsobnost m;) - redlne i komplexné
Vseobecné riesenie, t.j. rieSenie rekurentnej rovnice bez podmienok, je v tvare:

a, = " yl +OWnyl + . O Ipmlyn g
+ Cg Yy +C’§1)ny2 C’(m2 L) pyma— Lyn +
+ C(O) n C(l)nyl C(ml 1) nml lyzz’

kde C’i(j) €eC,0<1<1,0<j<m;—1stnezname parametre. Ich pocet je mi+mo+...+m; = k.

Dosadime postupne pociatocné hodnoty as = V R(as) = b, pre zadané pociatocné podmienky,
kde na jednej strane je zadand hodnota by a na druhej je vSeobecné riesenie pre index s, ktoré
obsahuje ako nezname C'(j Tym dostavame ststavu k rovnic s k neznamymi C () , ktorej vyrieSenim
ziskame vyjadrenie pre an, ktoré spliia aj pociatoéné podmienky. Pozor, ak nlektore korene nie st
realne, tak nezname C(J mozu byt komplexné cisla.

Riesenia pre homogénnu rekurentnid rovnicu 2. stupna s konstantnymi
koeficientami:

Ant2 = Ma'n-l—l + NCLn, ap = Bk7 ap = Bl7 k 7£ l7 k7l >0

Charakteristickd rovnica: 22 — Mz — N = 0, korene ziskame rieSenim kvadratickej rovnice, t.j.
Tio = MLV ME+AN VAQFHN (znémejsie pre ar’? +br+c=0,a#0 Ti9 = =bkvbi—dac W, kde D := b? — 4ac je
tzv. diskriminant).

Su tri pripady:

e 2 realne - u, v
vSeobecné riesenie: a,, = Ciu™ + Cyv™
(ak :) Bk = ukCl + UkCQ,
(a; =) By = u!C} +v'Cy.

Werzia: 20101015-1221.




e 1 dvojnasobny realny - u
vSeobecné riesenie: a,, = Ciu"™ + Conu™
(ar, =) By = uF - Oy + kuF - Oy,
(ap =) By=u!-C, +lul - Cy.

e 2 komplexné (komplexne zdruzené) z; = u + vi, 20 = u — vi, u,v € R
v8eobecné riesenie: a,, = C12] + Cozll = Cy(u + vi)" 4+ Co(u — vi)*, C1,Cy € C
(a =) By =28 -C, + 25 . O,

(=) Bp=2-C, + 2, - Cy

Nehomogénne rovnice 1. radu — ,,konstantné” koeficienty

e Tvar:
a, = ka,_1+ f(n),

k € R, f(x) - funkcia, pociatotnd podmienka: ag = go € R
Riesenie:

Zavedieme substittciu: a, = k™y,. Podiatoénd podmienka pre y,: yo = k’yo = ag = go, t.j.
Yo = Yo-

an Gn—1
Rovnica sa prevedie na tvar "y, = k- k" ‘y,_1 + f(n) = k"Y1 + f(n)
Vydelenim k™ dostavame novi rekurentnd rovnicu:

n
yn:ynl‘i‘Jcli,L), Yo = Jo

Do nej postupne dosddzame hodnoty n rovné n — 1,n — 2, ..., 1:

Yn—1 Yn—2

Yn = Yn—1 + fli:) = Yn—2 + f(Zn_ll) + f]i;l) = Yn—3 + f(Zn_QQ) + f(;ln_11> fli:)

_y2+f“]§>>+if‘]$>_yl+fg>+ifg>_y0+fg>+if<z>_yo+if<z>
—_— = —_—— =3 —_— =2 i=1

Teda celkovo dostavame riesenie v nasledujicom tvare:
= f(i)
Yn = Yo + Z i
i=1
Vypocitame stcet (napr. pomocou metédy z nasledujiceho odstavea):
Yn = g(n)a pre n € NO-

Dosadime ziskané riesenie spatne do substiticie, ¢im dostavame rieSenie zadanej rekurencie:

an, =k" -y, =k" - g(n),n € No.



Nehomogénne rovnice 1. radu — nekonstantné koeficienty

e a, =bya,_ 1+ f(n), b; € R, i € N, pociatoénd podmienka: ag = go € R.

Riesenie:
Substiticia: a, = by - by ... b, - Yn
b1b2bn’yn:bn(blbgbn_lyn_1)+f(n)
Nova rekurentnd rovnica (delenie by - by ... - b,):
P )
n n—1 bl'---'bn70 0 0
Teda,

_ [
y"_yoJr;bl-...-bi

Spocitanie suctu:
Yn = g(n), pre n € Ny

Spatné dosadenie do substiticie, riesenie a,,:

Siucty radov a konecnych postupnosti

n i zntla
it = ——-,prer#1

e* = ;’io%,xeR oﬁ:zgoxi, lz] <1

p2k+1 2k

o sin(z) = 2320 Groi(— D" ¢ €R - ecos(a) = 532 (-1 2 €R

k

In(142) =352, & (=1 [z] <1 atd.

konecné sumy mozno derivovat, integrovat ¢len po clene

e v ramci polomeru konvergencie mozno derivovat a integrovat ¢len po ¢lene aj rady:
o f(z) =>4 garz"
o fi(z) = SiZokapa™™t [ f(a)de = 352, gt + C

e Definujeme operdtor (z dx)i, i € Ny pomocou indukcie:
()" (1)) = £(@),
(b)) (F@) = (o) (1@) =2 @),
() (5@) = (22 (=) (s@) ) pre k=1



e Jeho aplikovanim na konecné sucty a rady dostdvame (opat indukciou vieme dokézat):

d 0 0 oo
T— apx” | = anx”
(i) (o) -5

S oo ! 0o
(xd> (Z anx”) =z (Z an33"> =z Z a, -n-x" = Z n-apx"
dr ) \;= n—0 n=0 =

(i) (o) = () () (Sove) = ) (£
= Zon’f ana"”

e Na druhej strane, pokial existuje sucet radu/konecnej postupnosti ako funkcia od z, t.j.

Yo ganx™ = g(z), tak aplikovanim mocnin (w%) na tuto funkciu sme schopni vypocitat
sucet

0 .

Z(Ani" A, A+ AO) -a;m', kde

i=0
Ag, Aq, ..., A,, m € R, pricom m patri do polomeru konvergencie radu, pripadne do defini-

¢ného oboru funkcie g(z) pre sucty koneénych postupnosti. Plati:

Z(Ani” + Ap " A+ Ag) am’ = A, - Zz” camt 4 A,_q - Zi”_l caymt 4 -
i=0 i=0 i=0

A i::oz Cami+ Ay gaimi — A, <xfx>n (g(:c))x:m b A <x§m>nl (g(a:))z:m +oo
e o) o) w0 o) o).,
() e (e) + a0 (gt ) | (o)

Typy prikladov:

r=m

> (api® + ap_1i" + L+ agi + ag) b-
o Z k k—1 1 0 tj Z pn . , kde D j€ polynom n-tého StUPDa
7!

s

Riesenie: Zaklad tvori funkcia 72, % 7 =e". Preto je sucet rovny:

d \* d ! d A\ (=) = d v
a (ofy) o (ogy) 4ot (ogy) Tao(ogy) [ () = e (o)l ()
o > (api® 4+ ap_1i" '+ ..+ ari + ag)b' = Z( n(7) - bi), 1b| < 1, p, je polyném n-tého stupna
1=0 1= 0
RieSenie: Zaklad tvorf funkcia 337°) 2" = 1=, pre |z| < 1. Preto je stcet rovny:

ak (x%)k + ap—1 (x%)k_l +...+a (x%) + ag (x(fx)o} (ﬁ)xzb = [ n (x%)} (1;)

r=m



° Z(akik + g1 4 ayi 4 ag)b = Z (pn(z) . bi), b+#1
i=0 i=0
zntl—1 1—gnt!

RieSenie:Zdklad tvor{ funkcia 37 (' = &1 = ——, pre  # 1. Preto je stcet rovny:

z—1
k k-1 0 nTl— o
[ak ($%> + ap_1 (x%) +...+ta ( dd:v) + ag ( ddx) ] (m;_ll l)wzb - { " (:p%)} ( ;—11 l)xm

Hodnoty (x%) pre niektoré funkcie

(rfl) () = 522 = (325) -
d
4

(ody) (557) = = =" (G5 - &) + &

l—x

< d )2 (1 _ xn+1> —n22™ 3 4 (202 4 2n — Da"t2 — (n+ 1)22" + 22 + 1
11—

o - 1—2)°
:x”< T, 2z +a:(x+1)>_:€(x+1)

-1 @12 T @-13) (@—1)p3

k n+1
Poznamka: (x%) <l_w i ) je vyjadritelnd v tvare 2™ - pi(n) + C, kde px(n) je polyném k-teho

11—z
stupna a C' je nejakd konstanta. Preto vysledky rieseni rekurencii 1. radu, kde nehomogénna cast

je polyném k-teho radu mozno vyjadrit v tvare x, = qx(n) + Cp", kde [ je koeficient pouzity pri
substiticii a gx polyném k-teho stupna.

(x%) (%) = ze”, (x%f (e*) = z(x + 1)e”, (x%)y’ (e®) = x(a?® + 3z + 1)e”
(o) (=t () (=1 () () =G

Substituécnd metoda

e Odhadne sa riesenie v tvare Q(f(n)), ©(f(n)), O(f(n)) a dokéze sa, ze je spravne. Mozno pouzit
aj na rekurentné nerovnosti.

Priklad: T(n+1) =T(n) +n* n>1, T(0) = 0.

Skiisime najprv odhad: T'(n) = O(n?), t.j. T(n) < Cn? pre nejaké C' > 0 od istého ny.

Potom T'(n+1) < Cn?+n? = (C+1)n? = C(n+1)>—2Cn—C+n?. Aby bola splnené nerovnost,
muselo by od istého ng existovat C' > 0 také, ze (C'(2n + 1) —n? > 0, ale 2n + 1 < n?, preto také
C neexistuje, presnejsie, pre kazdé naml zvolené C' > 0 ndjdeme ny od ktorého tato nerovnost nie
je splnend. Napr. pre C' = 10, C' > 5% = {L”;r;lfl =1(2n—1)+ m =1in-1+ m,
teda pre n > 20 dOJde k poruzeniu nerovnosti. (Vo vSeobecnosti, ked pre pevne zvolené C' plati
C<Z—1+g (2n+1) < 2241, t.j. pren > 2C ddjde k poruseniue nerovnosti.) Preto T'(n) # O(n?).

Druhy odhad: T'(n) = ©(n?). Musime dokazat, ze T'(n) = Q(n?) a T'(n) = O(n?).

O: Potom T(n+1) < Cn®+n*=C(n+1)> —3Cn*>—-3Cn—C +n?=C(n+1)>— (C(3n* +
3n+1) —n?). T.j. hladdme C > 0 a ng, pre ktoré by platilo C(3n? + 3n + 1) —n? > 0. Potom staci
zvolit C' > % a nerovnost je splnend pre n > 0.

Q: Hladdme C' > 0 a ng také, ze pre n > ng je T(n) > Cn3. T(n+1) = T(n )+n2 > Cn3 +n =

C(n+1)*-3n*C—3nC—C+n? > C(n+1)3, ak n2—C(3n —|—3n+1) >0,tj.C < gty = 573 +

. Preto pre C'= = a nyg = 1 plati Q.

1 > 1
3oty = 3+%+12

Preto je riesenim ©, pre napr. C| = %, 02 = g

Preto napr. pre n > 1 je

an():]..
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e Niekedy pri dokaze T'(n) = O(f(n) alebo Q(f(n)) je potrebné uvazovat odhady typu C'f(n)+g(n),
kde g(n) = o(f(n)). (Priklad rekurencie: T'(n) = T'(|5]) +T'([5]) + 1. Pri pokuse dokazat T'(n) =
O(n) v tvare T'(n) < Cn sa to nepodari. Treba pouzit odhad T'(n) < Cn— D, potom sa to uz podari

dokézat.) (Pouzije sa rovnost | 5] + [5] = n, pre n celé.)

e Obcas je najprv potrebné v rekurencii zvolif substiticiu, aby sme ju previedli na uz znamu
rekurenciu, a tym vedeli zistit odhad riesenia.

Priklad: T'(n) = 27(|v/n|) + 1gn (kde lgn je log, n)

Zavedieme substituciu n = 2™, potom

T(2™) = 27(2™/2) + m, preto ak oznac¢ime S(m) = T(2™) dostaneme novii rekurenciu S(m) =
25(m/2) +m.

Jej riesenie je S(m) = O(mlgm) (napr. pomocou Master Theorem). Kedze m = lgn, preto
T(n) =0O(lgnlglgn).

Rekurentné nerovnosti a substituénda metoda
e Hladdme riesenie v tvare z,, = O(a”)) (2(a™)).

POZOR! Met6édu mozno pouzit pre rekurencie s nezapornymi koeficientami pri x; na pravej strane,
pretoze z toho, ze x, < Ca™ nevyplyva, ze —x,, < —Ca”, ale plati prave opac¢nd nerovnost, t.j.
—x, > —Ca".

(Nie najstastnejsi priklad:)

Priklad: x,,o < 4x,11 — 32, + 13, 20 =5, 11 = T.
Riesenie:

Ked dosadime do rekurencie, tak dostdavame nerovnost zo < 13. Kedze nemame ohranicenie na
hodnoty x5, tak x5 moze byt Tubovolne malé zaporné ¢islo, ¢ize sa ndm nepodari ohranicit |xo]
nejakym nasobkom nejakej (ani exponencidlnej) funkcie. Toto zadanie preto nema riesenie.

(Nie najstastnejsi priklad II:)

Priklad: x,..» < 4%, — 3x, +n>, v = 5, 1 = 7, naviac predpokladdme, ze x, > 0, pre n € Nj.
Riesenie:

Hladdme odhad v tvare x, = O(a™), preto z, < Ca™ od istého ny.

Tpyo < 41 —3x,+n2 < 4Ca" 1 4n? < CaP2—(Ca"™? —4Ca™" ™ —n3) = Ca™ 2 — (Ca™ M (a—
4)—n3) < Ca™*? ak Ca™™(a—4)—n3 > 0. Tato nerovnost je splnitelnd za predpokladu, Ze a—4 > 0
an® = 0(a"), t.j. « > 1. Spojenim tychto dvoch nerovnosti mame, Ze pre a > 4 je splnend pre
nejaké C' > 0 a ng € N.

Zvolme si pevné oy > 4. Ak si oznacime C = max,>q #ZO_@,
nerovnost z,, < Cag pre vSetky prirodzené n € N, musime cite zabezpecit jej platnost pre pociatocné
podmienky, t.j. |zo| < Cal = C a |z < Cod = Cayp. Preto ked zvolime C' = max{Cy, |z, 2}, tak

ag

tak na to, aby bola splnena

sa ndm podari substitutnou metédou (t.j. indukeiou) dokézat odhad |z,| < Ca, t.j. z, = O(ap).
Hladanie Cy: Pre n € N si oznac¢ime y,, = ° . Potom 3y = 0, ¢ize maximum nam staci

(1+2)3

_n
ag ™ (ao—4)
hladat pre n > 1. Pre n > 1 skonstruujeme podiel y;;—:l = . Funkcia 1’;—:1 je klesajuca, preto
existuje najmensie ng, od ktorého plati % <1.Cizepre k =1,2,...,n9 — 1 je podiel y’;—:l >1a
pre k > ng zase y’“—:l <L T yi <Y <. ¥Yng—1 < Yng & Yng = Yno+1 = - - .. Preto y,, je hladané
maximum a Cy mozeme zvolit Tubovolné, vicsie rovné od yp,.

Poznamka: Riesenie predoslej tlohy je rovnaké ako riesenie rekurentnej nerovnice x, o < 4,1 +
TlS, To = 5, 1 = 7.



Priklad: x, ..o < 4%, + 3z, +n3, o = 1, z; = 10.
Riesenie:

Hladdme odhad v tvare x, = O(a™), preto x,, < Ca™ od istého ng. Dosadime tento odhad pre
Tpe1 & o, do rekurentného vztahu (indukciou predpokladame, ze tento odhad plati pre vsetky x,
kde k < n + 2 a chceme potvrdit, ze to plati aj pre z, o, t.j. indukény krok):

Tpyo < 4xpy1 + 3z, + 13 < 4Ca™™ 4+ 3Ca" + n® = Ca"(4a + 3) + n® = Ca™? — Ca™*? +
Cda™ +3Ca" + n? = Ca"? — (Ca™(a? — 4a — 3) — n?).

Ak a > 1 (n* =0(a")) a o —4a — 3 > 0, tak od istého ny mame splnent nerovnost Ca™(a? —
4o+ 3) — n? > 0, ¢im dokdzeme, Ze x,, 9 < Ca™ 2.

Kvadratické rovnica (porovnaj s charakteristickou rovnicou pre homogénnu rekurenciu 2. radu)
mé korene 24 /7. Preto riesenim kvadratickej nerovnice je (—o0o,2—+/7)U(2++/7, 00), ¢iZe hodnoty
a > 2+ /T = 4,646 vyhovuji obom podmienkam. Zvolme si pevné oy, ktoré je vicsie ako 2 + /7.

Hladame také C, aby nerovnica Caf(a2 — 4ap — 3) —n® > 0 bola splnené pre n > 0 (pre
indexy n, pre ktoré je v platnosti rekurentny vztah). T.j. C' > e Z . Stac¢i nam zvolit C' >
maXn>0 m C().

Aby bol splneny odhad |z,| < Cag, pre kazdé n, musime este zobrat do dvahy |z|, |z1|. Preto
lzo] < O, a |z1] < Cag. Preto riesenim rekurencie je z, = O(al), ag > 2 + /7, t.j. z, < Call pre

Cap = max{|xo| @,C’O}.

? o

Poznamka: Dokaz platnosti ziskaného odhadu prebieha matematickou indukciou. Mame odhad
Tn < C’ag, pre konkrétne ag a C > Ca,- Najprv sa overi spravnost pre pociatocné podmienky, v
nasom pripade pre xy a x; (¢o bude splnené, kedze C > Coy = |T0l, %) Potom sa predpoklada, ze
rekurekcia je platna pre vsetky x;, kde i +1 < n (indukény predpoklad) a dokaze sa, ze rekurencia
plati pre i + 2 (indukény krok).

Tivo < 4wy + 31 4+ 1 < 4Cayt +3Ca) + i = Cabt? — [Cad(af — 4ag — 3) — i°] < Calt?,
kedze C' > Cy, > Cy.
Poznamka: Pre konkrétne ag sa nam podari odhadnit Cy podobnou metdédou ako v predchadza-
jucom priklade.
e Veta [Wilf, Thm. 1.4.1, p. 20] Postupnost {z,} je definovana pomocou rekurencie

Tn+1 < bOxn + bl-rn—l +..F bpxn—p + G(n)a (n > p)>

kde b; > 0, > ;b; > 1. Nech ¢ je kladny koreni rovnice (charakteristicky polyném pre homogénnu
rekurentni rovnicu)
2Pt = by + ...+ b, 17+ b,

a nech G(n) = o(c"). Potom pre kazdé pevne zvolené ¢ > 0 plati: z,, = O((c + ¢)").

Master theorem

Riesenie rekurencii v tvare: T'(n) = aT'(}) + f(n) (3 mdze byt aj v tvare [7], [F])

e ak f(n) = O(n'°® %), pre nejaké € > 0, potom T'(n) = O(n'°s ).
e ak f(n) = O(n'°% %), tak f(n) = O(n'°%*Ign).
(n*

e ak f(n) =0
potom T'(n)

& 9¢) pre nejaké ¢ > 0 a existuje ¢ < 1 také, ze af(}) < cf(n) od istého ng,

O(f(n)).



Priklady pouzitia:

a) T(n)=2T(n/2)+1
1=0(n'"*), pre 0 < e < 1, preto T'(n) = O(n)

b) T(n) =2T(n/2) +n
n = 0(n), pre T'(n) = O(nlgn)

c) T(n) =2T(n/2) + n*

n? = Q(n'*), 2(2)* = ”2—2 = in?, preto pre 3 < ¢ < 1 a lubovolné n je splnend nerovnost v

podmienke. Preto T'(n) = O(n?).

d) T(n) =2T(n/2) + nlgn

nlgn # Q(n'*e), pre Ziadne € > 0.
Nemozno teda pouzit Master Theorem.

Cvicenia

e 1. Urcte charakteristicky polyném a explicitné vyjadrenie a,,:

a) Apr1 = 3a, — 20,1, ag = 1, a3 = 10;

b) apio = 4any1 — 4an, ag =0, a; = 4;

C) Upyo = 4a, + 4ayi1, ag =1, ag = 12;

d) anio = 12a, — 4a,41, as = 32, a3 = —224

e) Apy1 = —2ap_9 + @p_1 + 2a,, a; =0, as = 18, a5 = —60

(korene ch.p. st 1, —1, 2)

(f) apis = Tapyo — 16a,41 + 12a,, ag =2, a1 =7, ay = 21
(korene ch.p. st 2, 2, 3)

(g) anss = 6a,42 — 12a,41 + 8ay, ag = 3, a3 = 12, ay = 44
(korene ch.p. su 2,2,2)

e 2. Urcte nasledujice sucty:

) oo (3i2—2i+1)

oo (2i%+10i—5)2¢
T b)

(72 5 10 i+1
C) oo : + — ) d) E’L>1 (1“;2) )

(a

(

(€) 3252 M £) Sl (i + 12)3,

(2) (22 Yosio 44)2, (h) P, (i 4+ 1)(i — 2)5°

° 3. Urcte explicitné vyjadrenie a,,:
(a) aps1 =2a, +n—10,7>0,a9 =0
(b) an="524+n+5n>14a =1

o 4. Zistite:

(a) Pocet nul vyskytujicich sa v zapise n-miestnych bindrnych slov,

t.j. slov dlzky n zlozengch zo znakov 0 a 1.
(b) Pocet vSetkych n-miestnych bindrnych slov.
(c) Pocet nil v zépise n-ciferného bindrneho ¢isla.
(d) Pocet nil v zépise nanajvys n-ciferného bindrneho ¢isla,

t.j. 1 az n-ciferné dvojkové cisla.
(e) Pocet nil v zapise n-miestnych "g-adickych'slov,
t.j. slov dlzky n zlozenych zo znakov 0, 1, ... g — 1.

(f) Pocet vsetkych n-miestnych g-adickych slov.

Y
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(g) Pocet nil v zapise n-ciferného g-adického ¢isla.

(h) Pocet nil v zapise nanajvys n-ciferného g-adického ¢isla.

(i) Najmensi pocet tahov na vyriesenie problému "Hanojské veze'.
Tri koliky, n kotucov roznej velkosti usporiadangch od najvizsieho po najmensi su umiestnené na
prvom kotuci. Treba premiesnit vSetky kotice na 2., ¢i 3. kolik, pricom sa pocas jedného tahu pre-
miestni prave 1 kotiuc (najuyssi z nejakého koliku) a mozno ho premiestnit len na vacsi kotic na
inom koliku, c¢ize nemozno poloZit vicsi kotic na mensi.
e 5. Pomocou substitucnej metédy rieste nasledujice rekurencie. Pre konkrétne hodnoty aq urcte
aj presnd konstantu C, aby z,, < Cag.

a) Tnio < 3Tpy1 + 21, + 10, 29 = 10, 11 = 15, g = 3,6

b) zp1 <Tx,+ 122, 1 +n,n>1,20=>5 21 =17, ap = 8,5

C) Tnys < 4ATpyo + 4Tp1 + 0% 29 =11, 27y = 20, ap = 4,83

d*) Tpys < 4Tpgo +5Tp1 + 22, +08 2o =5, 2, =T, 25 =9, ag = 5,07

e*) Tpio < 62,01 + 122, + 82,1 +nt,n>1, 29 =3, 1y = 10, 13, = 20, ap = 7,7

) 21 < 122, + 472, 1 + 602, o +n3 n>2 xg=1,2, =5, 19 =4, ap = 15,323

g) Ty <Tp 1+t Ty ot+ndn>2 20=0 2, =0(1)

h) 2, <Zp 1 +x, 3+n x>3 20=0, 21,79 = O(1)

)2, <Tp 1+ Tug+n® >4 20=0, 31,79, 23 = O(1).

e 6. Pomocou Master Theorem rieste nasledujtice rekurencie:
a) T(n) = 3T (%) 4+ n? b) T(n) =4T (%) +n? c) T(n) = 5T(%) + 3",
d) T(n) = 2T(5) + i, e) T(n) = T(}) + v/, f) T(n) = 9T(/n) + logg n,
g) T(n) = 9T(/n) +logzn, h) T(n) = 25T(2) + n*lgn
e 7. a) Dokéazte, ze podmienky vo Vete 1.4.1, Wilf, str. 20 zaruc¢uju jednoznaéni existenciu c.
b) Ako by sa zmenilo rieSenie rekurencie, ak by neplatila podmienka G(n) = o(c")?

Riesené priklady

Priklad: Vypocitajte (m%) (l_xnﬂ) a (:13%)2 (1_$7L+1).

- f—
RieSenie:
d L—a™h\  —(n+1a"(1—2)— (1 —a")(-1)
[rir) (555 ) - -
x—(n + 1™ + (n+ Dz + 1 — zn ! _ x(nx”“ —(n+1a"+1) _ nz"? — (n+ 1)z" ™ +
(1—x) (1—x)? (1—x)?



() () L) =)

(n(n )" — (n+ 122"+ 1)(1 — )% — (n2"™? — (n+ Da™ + 1) - 2(1 — 2)(-1)

(1—x)!
_ (n(n+2)2" — (n+1)%" + 1)(1 —2) +2(na"*? — (n + 1)a"*! +2)
- (1=
_ mx”“(—n(n +2)+2n) + 2" (n(n+2)+(n+ 12 =2(n+1)) +2"(—(n+1)*) + (1 — ) + 2z
(1—x)3
PP (207 4 2n — D)2t — (4 1)%2" 4o+ 1
o (i—op
P 4+ (202 4+ 20 — 1) — (n 4+ 1)%2" T 4 2® + o
E (1—a)

Priklad: Zistite a,,, ked a,+1 = 3a, +3n —5 a ag = 0.

Riesenie:

1) Pouzijeme substitticiu a,, = 3"y,, teda ay = 0 = 3%y = yo.

2) 3"y = 3-3"yp1 +3n—5 = 3"y, +3n — 5. Po vydeleni 3" dostdvame: y,, 1 = yp, + 357

y=wo+ (85) wm=m+(BF) o= ve (B
o= + SIS = 33

D= l) s )] 02).

) (wfh) (dr) = g
3 x%) (11:?")&::% _ (n—1)3((:i1£>—2n3"+§ _ 337<n+1)[(n%—1)—3n}+% _ %(_3—71(1 +2n) +1)
() (2),y = (29)..,

1
-3
( ddx) 1;;;;) L - _511_3; - _%(1 —37")

%( 3~ (1 + 272) +1)+ 1?(3_71 . 1) _ 3’"(—9—18n)1—9+30~3’"—30 _ (21—18723*"—21'
(21 18n)3-"—21 _ (7—6n)3~"—7
6) yn - 4 - 4
Vysledok: an = 3"y, = 7_46” — %3”.

Priklad: Vypocitajte 372, %

RieSenie:
1) o3 2i2— 15z+13 =%, 2i2—15i4+13 _ (2i2—15i+13 _(22-15i+13 _ oo 2i2—15i+13  2:02-15-0+13
1=2 1=0 57 51 i=0 57 i=1 1=0 51 50
212151413 __ oo 2i2-15i413 13
51 - =0 5% .

2) 5, 2t = 2 () - 15 (o) + 13 (o)) ()
9 (o) (%) = ot ()’
1
(fs) (%) = o (o) (5
2
CONCIRE =1
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( d)2<i> J_é(%ﬂ):%;:aﬁ:so:g_

Taz) 1= = (171)3 LI 64 — 32
5
oo 2i2-15i+13 5 _ 15 _ 75 | 1320 200 __ 25
4) 1=0 5% =2 — 15 6+13 16 16+16 — 16 2
oo 2i2—15i+13 _ 2 _ _ 1
Vysledok: = 2 - 13 = > = —3-

Priklad: Urcte a,,, ak a,, = 12a,,—1 — 35a,,_2, a3 =7, ay = 9.

RieSenie:

1) Ap — 12&71,1 + 3561”,2 =0
2) charakteristickd rovnica: 2% — 122 + 35 = 0, rieSenie Tig = 12ty 1244’140 = 12;[2 =6=x1.

Ty = 5, To = 7.

3) Riesenie a,, hladame v tvare C15" 4+ Cy7".
7= az — 0153 + 0273
9= a4y — 0154 + 0274

4) Riesime sustavu s neznamymi Cp, Cy: C] = 25,

Napr. 5-7= 0154 + 025 73, 9= 0154 + 0274
9-35=-26=Co(7T-7?=5-73)=Cy-2-73, Cy = 73.
49=C,-7-52+Co74, 9=0C, -5 + Cy74
49-9=40=C(7-5*-5-5%) =C,-2-5°, C) = 4.

5) ap, = 55" — BT =4.5""2 —13. 775,

6) Skuska spravnosti:
a3 =4-532-13-73=4.5-13=1,
ag =4-57"2-13.6"3=4.52-13.7=100—-91 =9.

Vysledok: a,, =4-5"2 —13-73 neN.
Priklad: Urcte pocet vsetkych bindrnych slov dizky n.

Ch= -8,

73

Riesenie:
- pocet slov dlzky n
1 =2,¢c,=2cH_1, %) c,=2"

Kombinatoricky postup: n pozicii a na kazdej z nich je bud 0 alebo 1.
bpbp_1...b1, b; =0,1, t.j. 2™

Vysledok: 2".

Priklad: Urcte pocet nil v zdpise bindrnych slov diZky n.
Riesenie:
- polet nil v zépise bindrnych slov dlzky n
ap = 1
bnlbn—lbn—Z e bl:
ak b, =0, tak a,_; + 2" ! nal; ak b, = 1, tak a,,_; nual
Ay = 2(1%,1 + 2n—1
ap = 2"Yn, 1 = a1 = 2'y1, 1 = 3,
2y =2 2"y 2" Y = Y1 3
y_y1+znll_§ -1 _ n

Vysledok: a,, = 2"y, = n2" !

=3

Priklad: Urcte pocet nil v zdpise n-ciferngch bindrnych cisel.

RiesSenie:
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n-ciferné binarne ¢islo méa na prvej pozicii 1 a na zvysnych pozicidch sa nachadza lubovolné slovo
dlzky n — 1, preto je pocet 0 v zapise n-ciferného cisla taky isty ako pocet nil v zapisoch binarnych
slov dlzky n — 1.

d,, - pocet nul v zapise n-cifernych binarnych ¢isel

Vysledok: d,, = a,, 1 = (n — 1)2" 2.

Priklad: Urcte pocet nil v bindrnom zdpise cisel 0,1,...2" — 1.
Riesenie:

- poc¢et nul v bindrnom zapise ¢isel 0,1,...,2" — 1

Cisla medzi 2 a 27! — 1 st vSetky bindrne (i + 1)-ciferné ¢isla, preto v tilohe ndm ide o pocet
nal v 1-, 2-) az n-cifernych binarnych ¢isel. Samotna 0 ma binarny zapis obsahujici prave jednu 0,
preto plati:
e = TS0 dy = 1+, (- 1272 = 145l 2 = 1 h st i = 1§ (o)) (B2) =

n— x"Jrl—nI" x n—
1§ (mgetn) == (n—2)2"1 42

Vysledok: (n —2)2"1 + 2.

Priklad: Urcte priemerny pocet niul v bindrnom zapise cisel 0,1,...2" — 1 za sebou, ked n — oo.
Riesenie:
Jednoducho je to pomer poc¢tu vsetkych nul v zapise 0-2" — 1 a diiky takéhoto zapisu. Z predoslej
tlohy mame, Ze pocet nul v zapise je e, = (n—2)2""t+2.

Cisla 2"~ 2Z+1 1 maju dizkui+1a jeich 2071 — 1 — 20 41 = 2¢, preto pre dlzku tohto zapisu
plati:

n— - 7 0 —n n— n+1in n _on

fo= 1430 +1)2 =1+ [(xd%v> + (33%) } (11_x )xzz — 14 ¢ 1)2(1_2)2 242 4 L2

1+ (2n—2)2" —n2"+2+2"—-1=(n—1)2" 42

n—2 1

_ =2 4 1

: en _ 1: (n—2)2" 142 ;. 2n—1) " an—T(p_1) __
lim,,_, o = lim,,_, o onre T lim,,_, o rp— n-l) —

2n—1l(n—1)
1_7 J—

— 1
hmn%oo 2 )y T hmn%oo 20— 2 - 92

=1 1
Vysledok: %
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