Modularna aritmetika,
rozSireny Euklidov algoritmus

Modularna aritmetika

e pocitanie v Z, = {0,1,...,n — 1}, t.j.

vietky operécie (4, —, -) sit modulo n.
e a = b(modn), t.j. "a je kongruentné s b modulo n”, znamend, Ze po deleni n
dévaju a aj b rovnaky zvysok.
ea=1t1-n+q,b=1tyn+q. Kedze 1 = q2, tak a—b =t1-n—ty-n = (t1—t2)n,
t.j. n|(a — b).
e Definicia: a = b (mod n) <= n|(a — b).

Rozsireny Euklidov algoritmus

e Euklidov algoritmus — vypocet najvicsiecho spolo¢ného delitela dvoch ¢isel
(aspoti jedno je rozne od 0).
e Najvicsi spoloény delitel dvoch ¢isel a, b, ozn. (a,b), je d € N také, ze

(1) dla, d|b, t.j. d je spolo¢ny delitel
(2) pre kazdé k € N: kla, k|b = k|d, t.j. d je maximalny

e Plati veta (ako dosledok Euklidovho algoritmu):
Ak (a,b) =d, tak Ju,v €Z: u-a+v-b=d.
e rozsireny Euklidov algoritmus — hlada k a, b hodnoty d, u, v:
- najprv sa spocita d: (Standartny Euklidov algoritmus)
1. ak a <b, tak vymena a < b
2. (a > b) Delenie so zvysSkom:
a:b=m zv. n
3. ak sa n nerovna 0, tak
a=n, iteracia (n,b) t.j. GOTO 1.
inak
koniec ((a,b) =0b)
- Z tohto postupu dostdvame: (d,,+1 =0, t.j. (a,b) =d,, dy = a, d; =)

(1) do = m1d1 + d2
(2) d1 = m2d2 + d3
(3) do = mgdsz + d4

dpn3 =my ody 2+dy 1
dn72 = mnfldnfl + dn
d -1 = mndn + dn+1

- (a7 b) = dn = dn72 - mnfldnfl =

(nahradime d,,—1 vyrazom z (n — 2), t.j. vyrazom d,_3 — M, _2d,—2)

= dn—2 - mn—l(dn—?) - mn—2dn—2) = (1 + mn—lmn—Z)dn—2 - mn—ldn—?) =
(nahradime d,,_o vyrazom z (n — 3), t.j. dy—g — Mp_3dn_3)

= An73dn74 + By _3dn_3 =



= Aja + B1b
e Vystup: d, u = Ay, v = B;

e Ked pouziti k-tej rovnice mame d = Apdi_1 + Bidy, tak aplikovanim (k —
1). rovnice dostavame:

d = Apdi—1 + Brdy, = Apdi—1 + Br(di—2 — mp_1di—1) = Brdr—2 + (Ax —
By -mp_1)dp—1 = Ap_1dp—2 + Br_1di_1

Preto:
eA,=0,B,=1
e Ay 1 =BraBy_1=Ar— By -mp_1,prek=nn—1,...,2.
e Vystup A, Bi.

Vipodet inverznych prvkov v Z,

- v je inverzny prvok k u v Z,,, ak v - v =1 (modn)

- nemusi existovat, ak existuje oznacéuje sa u~! modn

e Veta: u~! modn existuje prave vtedy, ked (u,n) = 1

Doékaz: (=) Existuje v=! modn, t.j. u-v = 1(modn) < n|(u-v — 1), t.j.
1=w-v—k-n, pre nejaké k € N. Nech d = (u,n) € N, potom kedze d|u a d|n,
tak d|(u-v—k-n)=1. Cize d = 1.

(<) Nech (u,n) = 1. Z rozsireného Euklidovho algoritmu dostavame, Ze
existuja U,V € Z také, 72e U -u+V-n =1 = (u,n). Zobranim poslednej rovnice
modulo n dostavame: U - v = 1 (modn). Teda U modn = u~! modn.

Z druhej ¢asti dokazu mame nasledujtci postup (u,n) = 1:
- Z rozsireného Euklidovho algoritmu pre u,n dostdvame
celé ¢isla U,V také, ze: U -u+V  -n=1
- Vyjadrenim predoslej rovnosti cez mod n mame:

U-u=1(modn)
- Preto v Z,, je u=! = U modn.

Priklady

e 1. Pouzite rozsireny Euklidov algoritmus na nasledujiice dvojice:
(a) (52,14), (b) (73,18), (c) (59,27), (d) (81,11), (e) (34,19), (f) (68080, 56957)

e 2. Vypoditajte u=t modn (ak existuje):
(a) 271y Ze, (b) 177 1v Zayg, (C) 2371y Ligg, (d) ’U,il, Yue Z12,
(e) u_l, Yu € Zs, (f) 91y Ziag



Riesené priklady

e Pouzite rozsireny Euklidov algoritmus pre dvojicu (85, 27).

Riesenie:

85:27=32zv. 4

27:4=62zv. 3

4:3=12zv.1

3:1=32zv.0

1=4-13=4-1-(27-6-4)=7-4-1-27=7-(85-3-27)—1.27=
7-85—22-27

Preto (85,22) =1al=7-85—22.27.

Alernativne:

(0,1), (1,0 —1-1) = (1, 1), (1,1 — (=1) - 6) = (=1,7), (7, -1 —7-3) =
(7,-22). Tj. 7-85 + (—22)- 27 =1

e Zistite 1671 mod 53 a 537! mod 16 (ak existuje).
Riesenie:

(1) Pouzijeme zovSeobecneny Euklidov algoritmus pre dvojicu (53, 16)
53:16 =3 2zv. 5
16:5=32zv. 1
5:1=5zv. 0
1=16-3-5=16—-3-(563—-3-16)=10-16 — 3 - 53.
Alebo: (0,1), (1,0 —1-3) = (1,-3), (=3,1— (=3) - 3) = (3,10)
(53,16) = 1, preto existuju prislusné inverzné hodnoty.

(2) Pre vypocet 16~ mod 53 zoberieme poslednii rovnost modulo 53:
1=10-16—3-53 mod 53 =10-16 mod 53, pre 16~ mod 53 = 10.

(3) Pre vypocet 5371 mod 16 zoberieme poslednii rovnost modulo 16:
1=-3-53 mod 16, 537! mod 16 = —3 mod 16 = 13.



