Problém mazimalneho toku v steti

e siet - digraf (graf s orientovanymi hranami) s vyznacenymi vrcholmi s
(zdroj, source) a t (spotrebié, ustie, sink), pri¢om kazdému sipu (u,v)
(orientovanej hrane) je priradend €Giselnd charakteristika c(u,v) > 0 tzv.
kapacita hrany (schopnost prepravit nanajvys c(u,v) jednotiek v danom
smere)

e tok - priradenie ¢iselnych hodnot f(u,v) hrandm siete tak, Ze st splnené
nasledujtice dve podmienky (tzv. Kirkhoffove zakony):

— 0 < f(u,v) < ¢(u,v) (po ziadnej hrane neteéie viac jednotiek ako je
jej kapacita)

— pre vsetky vrcholy okrem s, ¢ plati, ”¢o do vrchola vchadza, aj z neho
vychadza”, t.j. pre vrchol v plati > f(u,v) =", f(v,w)

e Nech V=WUW, WNW = 0 je rozklad mnoziny vrcholov siete na 2
mnoziny tak, ze W obsahuje zdroj s a neobsahuje spotrebic t. Potom re-
zom (W, W) nazveme mnozinu vietkych (orientovanych) hran, ktoré majt
podiatok vo W a konéia vo W.

e Kapacita rezu: sucet kapacit hran rezu

e Veta: Hodnota maximéalneho toku v sieti sa rovna kapacite minimalneho
rezu.

Ford-Fulkersonov algoritmus na hladanie mazximdlneho toku v sieti
(vSeobecnd verzia)

o Tok zvic¢Sujica cesta - cesta po neorientovanych hranach (t.j. neberie do
uvahy povodna orientaciu hrén) z s do t takd, ze

— ak (u,v) je v stlade s orientaciou v sieti, tak tzv. zvyskovd kapacita
hrany c(u,v) — f(u,v) je kladn4 t.j. ostro viicsia ako 0.

— ak (u,v) nie je v stlade s orientaciou v sieti, tak tok po opad¢ne
orientovanej hrane je kladny, t.j. f(v,u) >0

Tato hodnotu ozna¢ime ako d(u,v).

e Ak existuje tok zvicSujuca sa cesta, tak povodny tok mozno zvysit o
d := min{d(u,v) : pre kazdu hranu(u,v) v tok zvii¢Sujicej ceste}, tak Ze
v sthlasne orientovanych hranéch zvysSime tok o d a v nesthlasne oriento-
vanych ho znizime o d.

Ford-Fulkersonov algoritmus (vSeobecnd verzia):
kym existuje tok zvacSujuca sa cesta opakuj
- zvj§ tok o prisludné d



Problém: V pripade redlnych kapacit ma algoritmus nekone¢n zlozitost - do-
konca, po nekoneéne vela krokoch algoritmus nemusi ani konvergovat k maxi-
malnemu toku

Uvazujme nasledujicu siet, pricom kapacity nevyznacenych hran sa S, vetky
hrany okrem (s, u), (v,t) st obojsmerné. Zvolme

r= %\/g (rieenie rovnice 2 +r—1=0)a S=> 2 r' = L = 3+2_\/g

Lahko sa vidi, Ze maximélny tok je 45 a vyzera napr.

‘

maximalny tok 45
4

Ked najprv ndjdeme zvysujicu sa cestu po hrane s kapacitou 1, tak zvyskové
kapacity na ”vodorovnych” hranach ndm zostant (0, r,72,73).

V kazdom kroku, na zaklade nasledujicej tok zvysujicej cesty, dokdzeme
zv§sit tok o ™2,
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Preto nové zvyskové kapacity budu:

0 + rn+2 rn+2 Tn+2

Tn _ Tn+2 _ 7’”(1 _ 7,2) _ Tn+1
Tn+1 o Tn+2 - 7’"+1(1 o T) - Tn+3
prt2 2 0 0



Zo symetrie siete vyplyva, Ze mozno preusporiadat hrany tak, Ze zvyskové
kapacity budi, ako na zaiatku, v poradi (0,71, pn+2 prt3),
Opakovanim predoslého postupu dostaneme tok s hodnotou

14724+t +...=S—r—r2=8-1.

Ford-Fulkersonov algoritmus na hladanie mazximdlneho toku v sieti
(scan and label)

- scan and label algoritmus - hlada tok zviéSujicu cestu

vid Wilf strany 65-69

- potom sa zvysi tok podla predoslého postupu a opakuje sa scan and label,
aZ kym nie je mozné oznackovat vrchol ¢ (nasli sme maximélny tok)

Algoritmus vrstveniych sieti na hladanie mazxzimadlneho toku
e k danej sieti a toku v nej sa skonstruuje vrstevna siet

— do 0. vrstvy sa dostane vrchol s

— pre kazdy vrchol u z i-tej vrstvy sa do dalSej vrstvy dostavaju vSetky
”susedné” (v neorientovanom zmysle), nezaradené a dostupné vr-
choly, pri¢om dostupnost sa definuje na zéklade tohto pravidla (spoje-
nie oboch podmienok z Ford-Fulkersona do jednej): ¢(u, v) — f(u, v)+
f(v,u) > 0. Zéroveni sa definuje vo vrstevnej sieti orientovand hrana
(u,v), ktorej kapacita je c(u,v) — f(u,v) + f(v,u).

— toto sa opakuje pre dalsiu vrstvu dovtedy, kym sa do nejakej vrstvy
nedostane spotrebi¢ ¢ (vrstevna siet; ak sa vo vrstve obsahujtcej ¢
nachadzaji iné vrcholy, tak tie sa vo vrstevnej sieti zmazi spolu s
hranami s nimi incidentnymi), pripadne nemozno uz zaradit Ziadny
dalsi vrchol do vrstevnej siete (maximalny tok).

e hladame tok vo vrstevnej sieti, ktory nasycuje aspoii jednu hranu z kazdej
existujicej cesty medzi s a t:

— vo vrstevnej sieti sa vypoéitaji potencidly vrcholov (okrem s, t) (t.].
minimum z hodnét kapacit ¢o vchadzaji do vrchola a vychadzaja z
vrchola)

— vynechaju sa vSetky vrcholy s nulovym potencidlom (i vSetky hrany
s nimi incidentné), prehodnotia sa potencidly (pokial vznikni dalsie
vrcholy s nulovym potencidlom, tak sa vynechaju aj tie a celé sa to
opakuje, az kym kazdy z vrcholov (okrem s, t) mé nenulovy potencial.

— Naéjde sa vrchol s miniméalnym potencidlom p > 0 - dokdZeme néjst
zvysenie toku o p jednotiek

* Postupujeme najprv z daného vrchola smerom k ¢, t.j. do vyssich
vrstiev. Potencial toho vrcholu rozdelime na hrany vychadzajtice



z tohto vrchola - zoradime si ich do istého poradia a v tomto po-
radi ich postupne nasycujeme, ak sa da, ¢ize napr. pri potenciali
100 a kapacitami hréan v poradi (20, 20, 90) prepravime (20, 20,
60), pri inom poradi hran (90, 20, 20) zase (90, 10, 0). Toto
opakuje pre kazdy vrchol v nasledujicej vrstve (do ktorého sme
prepravili nejaky tok), az kym sa nedostaneme k ¢.

* Postupuje smerom k s, t.j. k nizsim vrstvam. Potencial rozde-
lujeme medzi hrany vchadzajice do tohto vrchola takym istym
spdsobom, ako v predoslom pripade. Toto opakujeme pre vSetky
vrcholy z nizsich vrstiev (z ktorych sme prepravili nejaky tok),
az kym sa nedostaneme k s.

— Zvysime tok v povodnej sieti o p jednotiek

* ku kazdej hrane (u, v) predoslého p jednotkového toku vo vrstev-
nej sieti ndjdeme zodpovedajicu hranu v povodnej sieti a zvy-
Sime tok po (u,v) o min{p, c¢(u,v) — f(u,v)}. V pripade, Ze sme
neminuli cely potencidl p, t.j. p — (c(u,v) — f(u,v)) > 0, tak o
tento zvySok znizime tok na hrane (v, u).

— vo vrstevnej sieti vynechame tento vrchol a hrany s nim incidentné,
upravime zvyskové kapacity na zostavajucich hranach a opakujeme
tento postup, pokym eSte existuje cesta medzi s, t (ak uZ neexistuje
cesta medzi s a t, tak sme nasli tok, ktory nasycuje aspon jednu hranu
z kazdej cesty medzi s a ¢ vo vrstevnej sieti)

e opakujeme konstrukciu vrstevnej siete a dalsie kroky pre novy tok v povod-
nej sieti. Pokial je konstruovanie vrstevnej siete ukonéené (t.j. neexistuju
dalsie dostupné nezaradené vrcholy) a ¢ sa nedostal do ziadnej vrstvy, tak
sme nasli maximalny tok.

Riesené priklady
e Nijdite maximélny tok v nasledujtcej sieti pomocou
(a) Ford-Fulkersonovho algoritmu

(b) metédy vrstvenych sieti



Ford-Fulkersonov algoritmus
Zac¢neme oznackovanim vrchola s - dostane znacku [—oo, —, 00].
Kym existuje oznackovany a nepreskimany vrchol, tak opakuj
preskiimaj tento vrchol
Presktmanie vrchola u pozostava z nasledujacich krokov:
kazdy neoznackovany sused v, dostane znacku, pricom sused je vrchol,
ktory je spojeny hranou (akéjkolvek orientécie) a v pripade spravnej orientacie
je zvyskova kapacita hrany, c¢(u,v) — f(u,v), kladnd, v pripade opa¢nej orien-
tacie je tok f(v,u) kladny. Znacka tohto suseda je v pripade pozitivnej orien-
tacie rovna [u, +, min{z(u), c(u,v) — f(u,v)}] a v pripade opacnej orientécie
[u, —, min{ f (v, u), z(u)}], kde z(u) je tretia hodnota v znacke vrchola u.
V nasom pripade zac¢iname s nulovym tokom.
Presktimanie vrchola s:

A dostane znacku [s, +, min{oo, 24}] = [s, +, 24].

B dostane znacku [s, +, 49].

C' dostane znacku [s, +, 44].

D nie je susedom, kedZe ideme po opacne orientovanej hrane, na ktorej je
nulovy tok.

Zakruzkujeme s, ¢o znaci uplné preskiimanie vrchola.

Vyberieme si dalsi oznackovany, nepreskimany vrchol (ak existuje). V nasom
pripade st to vrcholy A, B, C.

Vyberme napr. vrchol B.

Presktimanie vrchola B: jediny potencidluy (i skuto¢ny) sused je vrchol F,
ten dostane znacku [B, 4+, min{49, 44}] = [B, +, 44]. Zakrauzkujeme vrchol B.

Vyberme dalej C': jediny potencidlny sused je F, ale ten uz mé znacku, preto
len zakrazkujeme C'.

Vyberom vrchola F' dostaneme, Ze jeho susedia st H[F, +, 31] a D[F, +, 44].
F' zakrazkujeme.

Volbou H sa dostaneme k J[H, +,31], H zakrazkujeme.

Volbou J sa dostaneme k I[J, +,21] a t[.J, +, 23], J zakrazkujeme. Akonéhle
dospejeme k vrcholu ¢, tak proces znackovania a preskiimavanie vrcholov konéi,
nasli sme tok zvécsujucu cestu s hodnotou h = 23. Ideme spétne od vrchola .
Podla znacky za presivame do vrchola ¢, pri¢om (+4) pripoé¢itavame k toku na



hrane Jt hodnotu h. Potom ideme do H (podla znacky J), potom do F' (znacka
H),do B as.

40[23)

J

S[—o00,—,00]

39
Druhé opakovanie algoritmu prinesie nasledovné znacky:
s[—o00, —, 0]
Als,+,24], Bls,+,26], C[s, +,44]
A: E[A, +, 24)]
E: I[E, +,16]
I: t[I,+,16]
Zvicsujuca cesta je sAEIt s hodnotou 16.
24[16] 40[23]

23[23]
S[—o0,—,

39

Dalsie opakovanie algoritmu:

s[—o0, —, 00]: Als, +, 8], B[s, +, 26|, C[s, +, 44]
A FE [A +, 8]

FE: nema susedov

B: F[B,+,21]

C': nema susedov (neoznackovanych)

F: H[F,+,8]|, D|F,+,21]

D: G[D,+,21]

G: I[G,+,21], t|G, +, 21].

Mame zvicsujucu sa cestu sBF DGt s hodnotou 21.



S§[—o00,—,0]

c

F:

D: G[D, +,18]
G: I[G,+,18], t[G, +, 11].

Zvicsujuca cesta sCF DGt s hodnotou 11.

24[16] - 40[23]
31[23] J

24[16]

23(23]

S§[—o00,—,00]

44[11]  42[11]

39(32]

[—o0, —, 0]: Als,+,8], Bls,+,5], C[s,+, 33]
: E[A, +,8]

: nemaé susedov

»

: nema susedov

: F[C, +, 31]

: H[F,+,8], D[F,+,19]

. J[H,+, 8]

1T+, 8]

: t[I,+,8], G[I,+, 8]

vicsujuca cesta sCFHJIt s hodnotou 8.
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S§[—o00,—,0]

37
32[32]
39[32]
[ ]

[—o0, —, 0]: Als,+,8], Bls,+,5], C[s, +,25
E[A, +,8]

: nemaé susedov

»

nemé susedov

: F[C, +, 23]

: D[F,+,19]

:G[D,+,7]

G, +,7]

JL, =7, L+, T

vicsujuca cesta sCFDGIt s hodnotou 7.
A

24[16] 40[31]

23[23]
42[26]
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S[—o00,—,00]

44[26]

39(39]

[—o0, —, 0]: Als,+,8], Bls,+,5], C[s,+, 18]
: E[A, 4+, 8]
: nema susedov
: nema susedov
1 F[C, +,16)
: D[F,+,12]
: nemé susedov
Neexistujua dalsie oznackované a nepreskiimané vrcholy a t nedostalo znacku,
preto sme nasli maximdlny tok, ktorého hodnota je (pre s) 16+44+426 = 86 =
23+31+32 (pre t).
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Metdda vrstvenych sieti

o Vrstevnd sief pre nulovy tok:

V 1. vrstve je samotné s.

Jeho susedia st: A, B, C, D. Hodnota c(u,v) — f(u,v) + f(v,u) je kladna
pre sA, sB, sC, preto do dalSej vrstvy sa dostand vrcholy A, B, C, hrany sA -
24, sB - 49, sC - 44.

Susedia (nezaradeni) vrcholov A, B, C st E. F. Hrany AFE - 24, BF - 44,
CF - 42.

Susedia F, F sa D, H, I. Hrany EI - 16, FH - 31, F'D - 51

Susedia D, H,I su G, J, t. Preto sa do dalsej vrstvy dostane len ¢.

Vrstevna siet:
A H

e Hladanie toku nasycujiceho aspoti jednu hranu kazdej cesty medzi s a t:

Urc¢ime potencialy vnutornych vrcholov vo vrstevnej sieti, t.j. vrcholov roz-
nych od s a t.

A-24,B-44,C-42,F-16, F-82, H-0,1-16, D -0

Vynechame vrcholy s nulovymi potencidlmi spolu s hranami s nimi inci-
dentnymi, t.j. vrcholy H, D, hrany FH, FD a prehodnotime potencialy. Toto
opakujeme, az kym nemame vrcholy s nulovymi potencidlmi.

Vynechame F' a hrany BF, CF, tym padom sa zmeni potencidl B, C' na
nulu, preto ich vynechdme (spolu s hranami sB, sC).

Dostavame teda nasledujucu siet:

24 A 24 E 16 1 45

s t
24 16 16

Vyberieme vrchol s najmensim potencidlom (E alebo I) E a pretldcame
hodnotu 16 v pdvodnej sieti. Najprv do vyssich vrstiev, EI bude tok 16, It to
16, potom do nizsich vrstiev: AE - 16, sA - 16.

H

Vynechame vo vrstevnej sieti vrchol E spolu s hranami s nim incidentymi,
AFE a EI, upravime podla povodnej siete kapacity zostavajucich hran vo vrstve-
nej sieti (sA i It bude mat o 16 jednotiek menej), prehodnocujeme potenciély,



az kym nemame vrchol s nulovym potencidlom, alebo nam zostana izolované
vrcholy s, ¢, t.j. neexistuje medzi nimi cesta. Potencidl A, I sa meni na 0, preto
ich vynechdvame i s hranami sA, I't. Zostani nam vrcholy s a t bez priameho
spojenia cestou. Tymto sme nasli tok nasycujici asponi jednu hranu kazdej cesty
medzi s a t vo vrstvenej sieti.

Pre novy tok opakujeme predosly postup.

Dostévame vrstevnu siet:
8

Vynechanim vrcholov s nulovymi potencidlmi ju mozno upravif na:
B H 40 J
49 44 31 23

82
44 51

42 39 32
Vrchol s najmensim potencidlom je J. Z neho v poévodnej sieti pretlacame
23 jednotiek. Jt - +23, JH - 423, FH - +23. Z vrchola F' vo vrstvenej sieti
mozno postupovat viacerymi sposobmi - vyberieme si jednu z moznosti (zvolime
si poradie hran a v tomto poradi ich nasycujeme, pokial mozeme), napr. BF -
+23, sB - +23.

24[16] 40[23]

J

23[23]

39

Vo VS vynechame tento vrchol i hrany s nim incidentné (H.J, Jt), upravime
zvyskové kapacity (sB - —23, BF - —23, FH - —23),
B H

26 1 8
s 3 o t
44 51 D 39 G
42 39 32

a prehodnocujeme potencialy. H méa nulovy potencial, preto sa vynechava i
s hranou FH. B - 21, C sa nemeni, F' - 51, D a G sa nemenia.
B
26 1
S
32
44 Y D 39 G
42 39 32

10



Vyberieme vrchol s najniz§im potencidlom - G a v PS pretlacame 32 jed-
notiek. Gt - +32, DG - +32, F'D - 432, vyberieme poradie BF', CF a na BF
pouzijeme vSetky mozny 21 jednotiek a zvy$né (11) pouzijeme na CF. sB - +21
a sC - +11.

Maéme siet:

24[16) - 40[23)
31[23)

24[16]

23[23]

49[44]

44[11]  42[11]

39[32]

Vo VS vynechdme vrchol G i s hranami DG, Gt a prehodnocovanim poten-
cidlov (najprv sa vynechd D is FD, potom F' s BF, CF a nakonieci B, C' s
sB, sC') dospejeme k tomu, Ze sme sa dostali k toku nasycujicemu cesty medzi
sat.

Pre novy tok opakujeme postup:

1. vrstva - s.

.vrstva- A, B, C s sA -8, sB -5, sC - 33.
.vrstva- E, FFs AE -8, CF - 31

.vrstva- D, Hs FH -8, FD - 19
.vrstva-G, Js DG -7, HJ - 17

.vrstva- I s GI -22, JI -21

.vrstva-ts It - 29
A 8 E H 17 J

N O T W N

Vyberieme vrchol s najnizs§im potencidlom (D alebo G), D, a pretla¢ame v
povodnej sieti 7 jednotiek. DG - +7, GI - +7, It - +7, FD - 47, CF - +7 a sC
- +7.

11



24[16] 40[23]

gm 23[23]

44[18]  42[18]

39[39]

Vo VS vynechame D s F'D, DG, upravime zvyskové kapacity podla povodnej
siete (sC - =7, CF - =7, GI - =7, It - —7) a prehodnocujeme potencialy
(vynechava sa G s hranou GI).

Néjdeme vrchol s najmensim potencidlom (F alebo H), H, a pretla¢ame v
PS 8 jednotiek. HJ - +8, JI - +8, It - +8, FH - +8, CF - +8, sC - +8.
A H

24(16] 40[31]

J

23[23]

49[44]

44[26]  42[26]

39[39]

Vo VS vynechame vrchol H s HJ, FH, upravime zvyskové kapacity na
zostavajucich hranich (sC - —8, CF - —8, JI - —8, It - —8) a prehodnotime
potencidly (déjde k vynechaniu vSetkych vntutornych vrcholov). Teda opéf sme
nasli tok nasycujuci . . ..

Opakujeme postup pre novoziskany tok v PS.

1. vrstva: s; 2. vrstva: A, B, C s sA -8, sB -5, sC -18; 3. vrstva: F, F' s
CF -16; 4. vrstva: D s F'D - 12

D nem4 dalsich susedov, ¢im sa ukonéila konstrukcia VS a t sa nedostal do
ziadnej vrstvy. Mame maximalny tok s hodnotou 86.

12



e Najdite vrstevnu siet k zadanej sieti a ndjdite tok nasycujuci aspoii jednu
hranu kazdej cesty medzi s a t v tejto vrstvenej sieti.

A H
40[30)

J

23[16]

44[40)

42[40)

39[37]

Do 1. vrstvy sa dostane vrchol s.

Jeho susedia spojeni hranou lubovolnej orientacie sa: A, B, C, D.

Jeho susedia, ktori maji nenulovi hodnotu ¢(u,v) — f(u,v) + f(v,u) st:
A-9,B-9,C-4,D-13.

Preto sa do 2. vrstvy dostant vrcholy A, B, C, D.

Susedia vrcholov A, B,C, D st: E, F,G.

Nenulovia hodnotu maju: F, F, G, pricom AE -9, BF -4, CF -2, FD — 50,
DG -2

Preto sa do druhej vrstvy dostant vsetky F, F, G.

13



Susedia vrcholov E, F,G sa H, I,t.
Nenulovt hodnotu maju H, I,t, do dalSej vrstvy sa dostane vrchol ¢, a tak
moZzeme ignorovat zvy$né vrcholy a hrany s nimi incidentné. (Gt - 9)
A

KedZe sa t dostalo do jednej z vrstiev, tak sme ukondili konstrukciu vrstvenej
siete.

e Hladanie toku, ktory nasycuje asporn jednu hranu kaZdej z ciest
medzi s a t.

Pozerame sa na potencialy jednotlivych vrcholov:

A-9,B-4,C-2,D-13,E-0,F-0,G - 2.

E, F maja nulové potencidly (ni¢ z nich nevychédza), preto ich mozno vy-
nechat aj s hranami s nimi incidentnymi: AE, BF, CF, DF. Tymto sa zmenia
potencialy vrcholov A - 0,B—0, C - 0, D - 2, preto vynechame i vrcholy A, B,
C a hrany sA, sB, sC.

Zostane: “

s t
2 2

Vyberieme si vrchol s najniz§im potencidlom: D alebo G. Napr. D. A pre-
tlac¢ime tieto 2 jednotky do vyssich i nizsich vrstiev. Tok bude 2 na hranach sD,
DG, Gt. V povodnej sieti teda zvysime tok na sD (15), DG (39) a Gt (25).

Vynechame D a hrany s nim incidentné a aktualizujeme zvyskové kapacity

na zostavajacich hranach.
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Spocitame potencidly vnutornych vrcholov, ¢im zistime, ze G méa nulovy
potenciél, preto ho vynechdme (aj hrany s nim incidentné). Ostani ndm samotné
dva vrcholy s a ¢, éim sme ukondili hladanie toku, ktory nasycuje asponi jednu
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hranu kazdej cesty medzi s a t.
Pri hladani maximélneho toku, opakujeme predosly postup, t.j. nanovo kon-
Struujeme vrstevna siet (az kym, sa raz nedostane t do ziadnej vrstvy).
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