L. lim(, ) (0,0) (1 + zy) =1
1<(1 +xy)\z|+\y| <(1+ |xy|)|:v\+ly\
lz] |yl B lz]lyl
(g, y) - (0.0) (1 + [y )74 = lim(g ) 0,0) (1 4 |y ]) PT 0T = elimem =00 b —

lim (o, y)—(0,0) T
=€ erm = 60 = 1

limg )~ 0,01 =1
7 vety o majoritnej a minoritnej postupnosti dostavame, ze celkova limita je 1.

1

Zistite, ¢i existuje lim, ) _—(ap) f(2,y) a urcte postupné limity
lim, o [limy .y, f(2,y)] a limy_p[limg_.q f(x,y)):

2. f(l‘vy) = ;2+eryvazooab:oo

k
—=+1 1

Limita neexistuje: postupnost’ (k\/7,y), ked y — oco: limy % = limy . ,(5—+1 = g1 Tleda
pre rozne k dostdvame rozne limity.

limy oo [limy 0 %‘fy] = limy— oo [limy 0o 2%—] = lim, o 1 =1

limy oo [limy 0 527':};] = limy, oo [limy 0o $537] = limy 0o 0 =0

lim,, neexistuje, lim, lim,= 1, lim, lim,= 0

3' f(xvy):$7a:0abzoo

ks Iny- &

ymy li eV ny li ek

2k 1My — oo Iny 2K 1My — 0o 1+e2k "
1+y Iny 1+e Iny

Limita neexistuje: postupnost’ (ﬁ, y). Potom lim,_,

1
T

lim, o [limy,— o :Lf?] = lim,_,o[lim,_ i+1} =lim, .00 =0
y2m

N[

limy, oo [lim, o #] = limy oo [135] =

lim,, neexistuje, lim, lim,= 0, lim, lim,= 1

2
4. fz,y) =00 6 — 00,b = o0

2z+y
Plat{ —1 < sin(wz) < 1, preto —2xl+y < 5121;(:;) < 2xl+y. Limity "krajnych” funkcii existuju a st rovné
0, preto existuje aj limita funkcie v strede a je rovnd 0

sin(7x) sinlrz)

1 . y 1 0 _

limg o0 [limy o0
sin(7x) sin(mwx)

. . . . - . 0
limy, o0 [limg 00 ra | = limy oo [limy o0 ﬁ] =limy o5 =0
s

limgy= 0, lim, lim,= 0, lim, lim,= 0

5. f(z,y) =Y a=0,b=0

x—y’

Limita neexistuje: postupnost’ (z,kz), (k # 1). Potom lim, .o 22 = lim,_,q % = Ltk
zt+y
z—y

] = llmy_,o[_iy] = hl'Ily_,O —1=-1

lim,, neexistuje, lim, lim,= 1, lim, lim,= —1

IZ 2
6. f(x,y) = ﬁ,a:oqb:oo

. S . 2 12,2 . 1+k%) %
: +k _ ( 22 _
Limita neexistuje: postupnost’ (z,kz),k > 0. Potom lim,_ W = limg o Trk—1)2 0, pre
k # 1, ale pre k = 1, dostavame, Ze sa limita rovna +oo.
X . 22492 L . 22442 .
1lmw4>oo[llmy~>oo W] - hmzﬂoo[hmyaoo 1+x47413y+6$2y274my3+y4] -

. . 2
= hmz—>oo[hmy—>oo T3 yGIQ

; 0
— |=lm; oo 7 =0
Wt

<
< |5



2 2

2 2
. . x J’»y T . x +y _
limy,— oo [limy oo 71_‘_@_?/)4} = lim,_, oo [lim, o 1+$4_4I3y+6$2y2_4$y3+y4] =
2

1 Y

7_}'_-7
. . 22 T A _ N 0 _
limy, oo [limy o0 — ) = lim, .o 7 =0

2
wj+1—4%+627—4%+j

P

lim,, neexistuje, lim, lim,= 0, lim, lim,= 0

7. f(:c,y):(x—ky)tg%tgi,a:OJ):O

Oznaéme «,, = arctgn. Ak skonstuujeme postupnost’ y, = MTIM, tak
lim, o [limyo(z + y) tg L tg %] =lim, oz tgi.

Pre z,, = m sa potom této limita rovna:

lim,, m tg(an +nm) =limp oo o0 = L (Kedze |an| < 3)

Ak by sme zvolili y, = ap + nm, tak lim, lim, = 2z tg % a zvolenim tej istej postupnosti x,,, dostavame
limitu % Preto neexistuje takdto postupna limita. Zamenou oznacenia sa dokaze, Ze ani lim, lim,, neexistuje.

1 . 1 1 _ limpoeen? 1
ap+n2mT) tak hmxvy_’(oao) (IL‘ + y) tg z tg y — andtnm — 7

= }rm, tak dostavame limitu rovnu 0. TakZze nemoze existovat’ ani
n

Teraz ak stcasne zvolime x,, =y, =

Podobne, ak zvolime x, = —y, =
tato limita.

lim,, neexistuje, lim, lim, neexistuje, lim, lim, neexistuje

4—x— T # 2, 1
8. f(;v,y):{ s ! IiQ zil ,a=2b=1
lim, ) (2,1) f(z,y) = lim )~ (2,14 — 2 —y = 1. (limita prebieha cez body mimo hladaného bodu.)
lim,_o[lim,_q f(z,y)] = lim,_o[lim, ,1 4 — 2 —y] =lim, »[3—z] =1

lim,,_q[lim, o f(z,y)] = lim, 1 [limg_04 — z — y] =lim, 12 —y] =1

limgy= 1, lim, limy= 1, lim, lim,= 1

[ @ 00,
9. f(:b,y)—{ ‘6 (m,y)z(O,O)’a_O7b_O

Limita neexistuje: Postupnost’ (x, kz), © — 0.

. -k . kx2 . k k (s
lim,_.q % = lim,_,o W = lim,_,o e = e Hodnota zavisi od k.
. . z . .0 .

lim,_,o[lim, ﬁ] = hmx_@[;gﬁ] =lim,_,00 =0

. . Ty T Oy 1 __ 12 _

lim,, o [lim, o W] = hmyHo[W] =limy,_c0=0

lim,, neexistuje, lim, lim,= 0, lim, lim,= 0

Urcte body nespojitosti:
10. f(z,y) =sin w—iy
sin je definovany pre vSetky hodnoty, zlomok pre nenulového menovatela, preto x —y # 0, t.j. « # y.

Definiény obor funkcie: D(f) = {(x,y) € R? : x # y}. Funkcia je spojitd na svojom definicnom obore.

D(f) = {(z,y) € R?: x # y}, spojitd na D(f)

2 2
11. f(z,y) = 52500
Zlomok je definovany, ked m4 nenulového menovatel'a. Preto D(f) = {(z,y) € R? : y? # 2x}. Funkcia

je spojitd na svojom D(f).
D(f) = {(z,y) € R? : y* # 2z}, spojitd na D(f)

T
COS o (x7y) 7& (050)
12. f(z,y) = { 5ty
COZL 0T @y =00
Definiény obor funkcie je celé R2. Ak sabod (z,) # (0,0), tak existuje otvorené okolie, ktoré neobsahuje
bod (0,0), a preto sa na jeho body vztahuje predpis cos xziy2 . Tato funkcia je definovand a spojita pre vsetky
body mimo (0,0). Zostdva preverit’ spojitost’ v bode (0,0), t.j. podmienku lim, )00y f(x,y) = f(0,0).

Ked7Ze limita prebieha po bodoch mimo (0, 0), tak sa na fiu vztahuje predpis cos ﬁ, ¢ize predosla rovnost’

sa transformuje na overenie lim(, ) (o,0) cos ﬁ = 0, ale tato limita neexistuje. Zoberme si postupnost’

2



bodov tak, ze ﬁ = 2km, k € N, tj. 22+ 2 1 —.(napr. * =y = ,/ﬁ). So zvySujicim sa k
body x,y idu k 0 a limita sa rovnd 1. Podobne, ak zoberleme body tak, ze = 5 +2km, k € N, tj.

2?2 +y? = ﬁ (napr. x =y = 4 /TH_%,W), tak sa limita bude rovnat’ 0.

D(f) = R?, spojitd na R? — {(0,0)}

1
22112

13, 7 = ¥
r—y

Zlomok je definovany, ked’ ma nenulového menovatela. T.j. D(f) = {(z,y) € R? : x # y}. Funkcia je
spojitd na D(f).

D(f) = {(z,y) € R?: x # y}, spojitd na D(f)

14. z = sin Wilyl
sin je definovany na R, zlomok je definovany, ked’ ma nenulového menovatela, preto |x| # |y| a definiény

obor je D(f) = {(x,y) : |z| # |y|}. Funkcia je spojita na D(f).

D(f) ={(z,y) : [x| # |y|}, spojitd na D(f)

15. z =1In|1 — 2?2 — ¢?|
In je definovany pre hodnoty vicsie ako 0, preto |1 — 2% — y2| > 0, €o je splnené, ak 1 — 22 — y? # 0.
Preto definiény obor funkcie je D(f) = {(z,y) € R? : 2% + y? # 1}. Funkcia je spojita na D(f).

D(f) = {(z,y) € R* : 2* + y* # 1}, spojita na D(f)

16. f(z.y,2) = ;50
Zlomok je definovany a spojity, v bodoch, v ktorych je jeho menovatel rézny od 0. Preto D(f) =
{(z,y,2) € R®: 2 — 2y + 3z # 0}. Funkcia je spojitd na D(f).

‘ D(f) = {(z,y,2) € R® : x — 2y + 3z # 0}, spojitd na D(f)

Totalny diferencial:
17. f(z,y) = 22 — 22y — 3y, A = (—1,1)

d 9
8—£:2x—2y, a—£:—2x—6y

Df(x,A) = (Z(w = A) + 5= A)) () = FA) @+ 1)+ F(A)y—1) =
=—4(z+1)—4(y—1) = -4z -4y

Df(x,A) = —4x — 4y

18. f(z,y) =¥, A= (0,0)
5 = yery, %]?; = ge”Y

df(x,4) = 5L(0,0) - (x = 0) + 3£(0,0) - (y — 0) = 0(x — 0) + 0(y — 0) =0

df(x,A) =

_ [ @y #00)
19, flog) = { T (20700 A= 00)
_o L@0=£(0.0)

5:(0,0) = lim, =lim, ,00=0
8(0,0) = lim, g 109500 NSO — Yimy, 00 =0

df(X,A) = %(070)'($_0)+?T£(070)'(y_0) =0

df(x,A) =0

20. f(z,y,2) = z5y%23
ﬂ_5x433 6f_3.’1?523 8.)0_31:532

df(x,.) = =94y —|— dy + dz = 5xty323da + 32°y?23dy + 3xPy322de
ox

3



df(x,.) = baty?z3dx + 32°y?

23dy + 3253 2%dz

. flz,y) = 11 nx?+y?
f(x,y) = 3In(2® +y?), preto
% = %ﬂigz 2z 73 77157 & zo symetrie di =z
df(x,.) = ghde + §ldy = Hiode+ 4sdy
df(x,.) = Zrpde+ = zdy
22. f(z,y) = e** cos ( 4
% = ae®® cos (%) + e . (— sin (%)) Py =z =e* (acos (Ty) + 2% sin (73*’
8—5 =e. (— sin (%) g = —e". g - sin (%)
df(x,.) %dx—k 8£dy = e (acos (%) + B2 sin (%)) dz — e . g - sin (%
df(x,.) = e*® (acos (%) + 0% sin (%)) dz — e** §~sin (ﬂ:ﬁy) dy
23. f(z,y,2) = arctg (1)
of _ _1 -2 _ ' =2 _
oz (%) YR T ygzg Yz o = _2;2
of _ 1 _ 4t = _ a? of 1y _ |y _
y (y2)2 z2 T y222  x2 T oy z (%)2 x? T y222  x? T yz2?
df(x,) = 8Ldz + dy + 5ldz = —2Zdo + S dy + Zydz
df(x, )——2 d:v+ dy—|— dz

Vypoéitajte priblizne:

Aplikicia totdlneho diferencidlu pre prlbhzny vypocet hodnoty funkcie: f(z) = (A) +df(z, A), (pre z
s nejakého malého okolia bodu A) t.j. f(z) = f(A) + 3£ (A)(z—Ap) + 3’; (A)(y — Ay) + ..., (dalsie zlozky
diferencidlu, ak viac premennych)
24. /3,032 + 9,012

Funkcia y/22 + y? na okol{ bodu (3,9).

of _ 1 2z _ T s .. Of 1

9 T2 g Vet zo symetrie: 7 = \/;}Ty

df(x,(3,9)) = 5£3,9)(@ = 3) + G 3.9y — 9) = F5(@ = 3) + sy - 9)

f(3 03, 901) = £(3,9) +df((3,03,9,01), ( 9)) = V90 + 25(3,03 = 3) + 25(9,01 — 9) = 3v10 + 275 +
o 3 = 3V10+ Z6 = 2500 = 9,5058066. ”Skutotnd” hodnota: 9,5058403

V10— V10
200 = 9,5058066 — 9,5058403

25. 1,05%01

Funkcia ¥ na okoli bodu (1,2).

gf: aaz(eyln“") =eylnw. =nv-La a—f %(eyln‘”) =eVtT  ng=2Y.lnzx

df(x(1,2) = $£(1,2)(z = 1)+ 5L(1,2)(y = 2) = 2(z — 1) + 0(y — 2) = 2(x — 1)

£(1,05:2,01) = f(1,2) + df(x, (1,2))(1,05:2,01) = 1 +2(1 — 1,05) = 1 + 0,1 = 1,1

”Presnd” hodnota: 1,103038

1,1 - 1,103038

26. sin 151° cotg 41°

Funkcia sin x cotg y na okoli bodu (55, ), t.j. 150° a 45°
o5 = coszcotgy = Y a 35 = —sinz gy = — 5y

) d x 3
df(x, (32, 5) =22 D@ -2+ 8L, Dy - 3) = —L(a - ) - 2




=—Ba-E)-(y-7)
51 19 = 15 + 853 ) = 105,

) - B gt = 1 (4 B) T = 0,554608
”Presnd” hodnota: 0,5577097

N

+ 8;&@” = 0,554698 — 0,5577097

SIS

27. In(\/0,06 + 4/T,02 +2)
Funkcia In(y/Z + %/y +2) na okolf (1,1).

of (1 1 _1 o _ 1 L1 _ L
am(l’l) - (\/5+3\/y+2 2\/5> (171) -8 ay(l’l) - <ﬁ+3\/§+2 33\/772) (1’1) - 12
£(0,96,1,02) = In4+ £(—0,04) + & - 0,02 = 2In2 — 0,005 + 555 = 1,38296

”Presnd” hodnota: 1,3827932

2In2+ ﬁ — 0,005 = 1,38296 — 1,38279

Diferencial vyssich radov
d?f(x, A) :
28. f(x,y) =™, A=(0,0)

A = (£ (= A)+ 2 -(r-A) (1)(4) =
= PLA) (@ — Aa)? + 225 (M) (@ — Ad)(y — A,) + SE(A)(y — A,)2

ZLA =0, ZLA) =1, LEA) =0
d?f(x,A)=2-1-(z—0)(y —0) =22y

- Ox? ) Oy?

of _ L omy OF _ y

ar = ye', 5, = we

2%f _ 2 22f _ ’f _ .2
e =Y, gapy = €Y Haye™ = el tuay), G =ate™

d?f(x, A) = 2zy
29. f(z,y,2) =axy+yz+zz, A=(1,1,0) ,
CfxA) = (@ -A)+ 5 (- A)+ & (- A2)) (H)(A) =

(

= %(A)-(x—Ax)2+2aigy(A)-(x—Am)(y—AyHZT/S A)-(y—Ay)*+
2L (A) (- A) (2 — A2) + 25 £ (A)(y — 4y) (2 — A2) + TE2(A) (2 — A.)?
H—y+z G=w+z GY=z+y

Pf _0°f _ 9°f _ *f _ 9*f _ 9f _

Ox2 — Oy2 T 0922 T Y 9xdy =~ Ox0z ~ 0Oydz
A2f(x,A) =2(x—1)(y—1)+2(x—1)(2—0)+2(y—1)(2 — 0) = 22y — 22— 2y + 2+ 222 — 22+ 2yz — 2z =
=2@y+rztyz—xz—y—2z+1)

Af(x,A) =2y +rz+yz—ax—y—22+1)

30. f({ZJ,y,Z) = ;CQZTyZaA: (131 72)
Vzorec vid. rieSenie prikladu 29.

of _ (_ 2 2\—2 . 2xz of _ (_ 2 2\—2 . 2yz af 1
or =2(D@ ) = — gy, 5y = ACD@ )T = iy, 5 =
i o S _ gty i E4) =
2f _ (@2 +y?)?—y-2(z®+y%) 2y _ et 20y oyt —da?y?—dyt et —20%y® 3yt O2f Ay _
Zf_ 9, =22 SR PR AR fTu Ut /) G |
E) 2 2 2)4 2 2)4 2 2)4 L) 2

any o (z2+y?) , b (z2+y 8)zyz o (z2+y?) z

ot =0, gogy = 202 (- +9) P W= @, gy (A) =2

*r % f (A) =1 9%f _ 9 f

O0xdz — 7(:52-2%-22)27 Oxdz - Oydz 7(902—2&};/2)2’ Oydz (A) = ;

PfxA)=—(z-1)=-(y-1)*+2-2z-D(y—1)+2- (- @-1)(z+2)+2- (-3) (y—1)(2+2) =
(-1 = (y—1?4+4z-Dy-1)—(z—-1)(=+2)—(y—1D(z+2) = -2+ 20 — 1 —y* + 2y — 1 + 4oy —
dr —dy+4—az—-20+2+2—yz—2y+2+2=—22 -y +day —x2z—yz—4xr —4y+22+6
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d?f(x,A) = —a® —y? +day — 22 —yz —4v — 4y + 22+ 6

31. f(z,y) =2y A=(1,1)
Vzorec vid. riesenie prikladu 28.
af = 2zy°, g—i =222y
2 2 2 2
L2, TiA) =2 ZL-day, ZLA)=4, Di-2p Pi4)=2
(

oxdy Oxdy ay?
Af(x,A)=2(x—-1)?+2-4(x—1)(y— 1)+ 2(y — 1)? = 222 + 8zy + 2y — 122 — 12y + 12

d?f(x, A) = 222 + 8xy + 2y — 122 — 12y + 12

d3f(x, A):
32. f(l’;% Z) = nyZ,A = (7a 11, _10)

3 3 -

3f(x, A):(@.( — )Gy A+ (- A) = S (o AL +ay L(A)- (y— 4, +
3 3
ng(A) ( A:r) Saizgy(A)'(x_Aw)2( —-A )"'3@23]; ( ) ( )( ) +3az2az(A>'(x_Aw)2(z_
A) + 35255 (A) - (@ — Ag) (2 — AL)° 302252(14) (y— Ay)?(z — As) + dyaz 2(A) - (y — Ay)(z — A.)* +
6 5z (A) (@ — Aa)(y — A,)(z = A.)

B e 0 e 0=y

32f762f732f70 *f = 5 ’f _ *f _

ox2 T Oy2 022 ’ Oz v 970z — Y Byoz z

if_ijf_ﬁfz o°f J_ o°f _ &f _J o°f _ 9 &f _ o _0f _q

Ox3 oy3 023 dx0y? 0x20y 0xdz2 0x20z Oydz2 0y20z ’ dzdydz

d3f(x,A) =6(x —7)(y — 11)(z + 10)

d3f(x,A) =6(x —7)(y — 11)(z + 10)

McLaurinov rozvoj

Taylorov rozvoj: T(f,n,A) = f%’?) + df(f,’A) deg’!(’A) 7dnf7(LT’A)

McLaurin = Taylor v A = (0,0, . 0)
33. f(x,y) = cos(z® +y?),n =5
Oznaéme C := cos(z? +y ) a S :=sin(z? + y?). Potom:

9L = —225, 8L = —2y5, ng = —25 — 2202z = 28 — 422C,
Of — —2y02:v = —dzyC, 2 ay2 = 25— 2yC2y = —28 — 442C

Oxdy

g [ = 202z — 82C — 422(—S)2z = —122C + 81:35
d

2f

+ +...+

gobe = —202y — 42(—8)2y = —4yC + 8228, ;2ky = —202x — 42(~8)2x = —4aC + 8x12S
W =202y — 8yC — 4y ( S)Qy = —12yC + 8y35
gwf —12C — 12x(—5)2x + 24228 + 823C2z = (16z* — 12)C + 48228
62351, = —122(—9)2y + 823C2y = 24zyS + 1623yC
4
g = —4C — 4y(—8)2y + 825 + 82y C2y = (162°y? — 4)C + (822 4 8y?)S
a‘zaf; — 4 (—8)2y + 822yS + 814202y = 24xyS + 162°C

gTZ = 120 — 12y(—8)2y + 24y%S + 8y>C(2y) = (16y* — 12)C + 48y%S

9L — 6423C + (162 — 12)(=5)2z + 9625 + 482202 = 16023C + (—322° + 1202)S
% = (162* — 12)(—5)2y + 822C2y + 16yS + 8y2C2y = (16x2y + 16y3)C + (—32zy + 40y)S
Gorr = 2428 + 24wyC2y + 1625C + 162%y(~ )2y = (162° + 48y>)C + (—322%y> + 24) S
Zo symetrie:
%{{ya = (169> + 4822y)C + (—322%y> + 24y)S, 8758{/4 = (16zy* + 1623)C + (—32zy* + 40x)S
5 o
g—yf; = 160y°C + (—32y° + 120y)S
Hodnoty derivacii st rovné 0, az na:

F0,00=1, 25 =24 = 12

» Ozt 3y4 - —4.

orf
> Bx2oy?



34.

35.

36.

37.

Teda vsetky diferencidly okrem nultého a Stvrtého su 0.
d*f(x,(0,0)) = —122* +6 - (—4)2%y? — 12y* = —12(2* + 222y + y*) = —12(2? + y?)?
T(fa 53 (070)) =1+ %(712)(1’2 + y2)2 =1- %(IQ + y2)2

T(f75’ (070)) =1- %(332 +y2)2

f(z,y) =€*siny,n =3
of _ °f _ &% _
Ox — Ox2 — Ox3
o°f _ _9%f

e*siny, v (0,0) sa rovnaju 0.

of _ _ oz Wy
5y = a0y = dazoy = € cosy, v (0,0) sa rovnaji 1.
*f _ 9%f _ . .,
557 = Faogr = —€'siny, v (0,0) sa rovnaji 0

3
gT-J; = —e”cosy, v (0,0) sa rovnd —1

f(0,0) =0, df(x,(0,0)) =y, d*f(x,(0,0)) = 2zy, d*f(x,(0,0)) =
T(f,3,(0,0)) = &y + 522y + 532y — v*) = y + a2y + Sy — 3y

T(f,3,(0,0)) =y + 2y + 32y — &¢°

flz,y) =a° +y° — 2zy,n =3 ] ] ]
9 =322 -2y, U =32-20, TL=062, 2L =-2 Tl=o¢y

ox oy oz Oz dy oy?
33f_6 2°f -0 2°f -0 Pf _

ox3 — 0 9x20y ~ 0 0xdy? T 0 Oyd T

Hodnoty parcidlnych derivécii v bode (0,0) st rovné:

Of _of _9%f _9°f _ 9f _ 9 _ a9 _ _9 °f _f _g
Ox — Oy ~ 0x2 T 0Oy? = 0x20y ~ Ox0y? Oxdy ~ 9z T Oy3 T

T(£,3.(0,0)) = f(0,0) + £df(x,(0,0)) + Ld2f(x,(0,0)) + %d*f(x, (0,0)) =
=512 (=2)(x = 0)(y — 0)) + 5 (6(z — 0)* +6(y — 0)%) = 2® + y* — 2zy

T(f737 (Oa O)) = 1,3 =+ y3 - 21‘2/

Taylorov rozvoj:

f(zuy) =a¥, A= (171)a n=2

f(a.y) = a¥ = eV

=evnr. L v Ajel, g—i =e¥"%lng, v Aje 0,

dx
% — y(eylnx%% _ eylnm#) _ %eylnz(y _ 1)7 v Aje 0
2 ylna
6?u9fy = % (6ylnm1nz,y+ey1nx) = EJI (ynz+1),v Ajel
’f _

57 = Inz-ev"% . Inz=In*z-e¥ ™% v Aje0

d°f(x,A) = f(A) =1, df(x,A) = (z = 1)*, & f(x, A) = 2(z = 1)(y — 1)
T(f,2,A) =1+ F(z -1+ 32 - 1)(y—1) =1+ (x—1)*+ (z—1)(y — 1)

T(f,2,A) =1+ (-1 +(x-1)(y—1)

f(z,y) =sinzcosy, A= (5,5),n=3

%:cosxcosy, g—iz—sinxsiny, %:—Sinxcosy, %afy:—cosxsiny, g%{:—sinxcosy

g%:—cosxcosy, a‘z%gy:sinxsiny, 82;];2 = —COS X COosY, g%{::sinmsiny

V bode A sa derivécie rovnaji: f(A) = % = a(zz‘gy = %{3‘ = 1 a zvy$né si rovné —3.

A0f (e, A) = (A) = 5, df (5 A) = 52— 5) = 5y — ),

EfxA) = —3@— 5P == 1)y -5~ 37 N

s s s s s s

LGzl e T ) e s e

T(fv?”A)*?*ﬁ(é(I*Z)*i(y*z))+a(2*§($*z) —(@-Py—7) —30u—-7)?)+

+ (4o -3+ 3o - D- D - 3o - D= P+ 40— DY) = b+ he-D - - 9-
1 s 1 s s 1 s 1 s 1 s s 1 s s 1 s

—i@-1—5-Dly-D-1-5? 5@ +i@-1@-7-3@-Dy- 7 +1ly-7)°
T(£3.4)= b+ 3@ =5 -3 -3 - 1@’ 3 - Du- - Hu- 5 - He -
+1@ -1 -1 —z@-Dy-7)+ -7




Extrémy

Lokalne:

Lokalny extrém sa uvazuje len v bodoch, pre ktoré existuje celé otvorené okolie v definicnom intervale.
Lokalne minimum(ostré) je bod X, taky, ze existuje okolie O(x) také, ze pre kazdé u € O(z), u # X je
flu) > f(X)(f(u) > f(X)). Podobne sa definuje lokdlne maximum/(ostré).

38. f(x,y) =1+ 6z —y? — axy — 22
—f—6 y — 2z, %:—Qy—a:
Kandidat na extrém dostaneme rieSenim sustavy: af = af =0, t.] ety =06 a T 4
-z -2y =0 y=-2

Charakter extrému uréime vypoc¢tom druhych parc1alnych derivacii.

12} 9
T azf:_z,<af<f4> mfy<A>>:(—2 )

9z2 dxdy Ty 1 (4) ZL(A) -1 -2
, . , .\ Jyoz oy?
Rohové determinanty si —2 a 3, t.j. maju striedajice znamienka zacinajuce zdpornym - zaporne

definitna forma, t.j. lokalne maximum.

(47 *2)maac

39. f(z,t) =5+ 62 — 422 — 32

% =6 — 8z, % = —6¢. Kandiddt na extrém je bod (%,O).

% = -8, f _ 0, % = —0, <_08 —06>’ striedavé znamienka rohovych determinantov

zacinajice zapornou hodnotu - lokalne maximum.

(%a O)ma:r

40. f(x,y) = 2>+ y> — 182y + 215
=322 —18y, G =318z T 2? — 6y = L.
Dostavame 2 kandidatov na extrém y =0, =0 a y = 6,z = 6.

0 —18Y . [ ,
bod (0,0): 18 0 ) indefintnd forma - sedlovy bod

bod (6, 6): (_316 3 _3168), kladné rohové determinanty - kladne definitné forma - lokdlne minimum

(070)sedlo; (676)mzn
41. f(z,y) = /(a—2)(a—y)(z +y —a)

Of _ L jp—y L . (_ - —p)=41__ ey . — o —
5 = 5\/a y\/m (~(z+y—a)ta—x)=3 —t— (2a — 2z —y)
of _ 1 1

a—=IT

o= VAT e CE - ey = e (2

Kandidéti na extrém: bud’ derivécie rovné 0, alebo naraz nie definované:

Ak sa x = a, tak kedZze ani druhd parc. derivdcia nemd byt definovand, tak dostdvame, ze bud y = a
alebo y = 0.

Podobne, ak y = a, tak bud’ z = a, alebo z = 0.

Dalej pre hodnoty « 4 y = a, nie st obe derivécie definované.

Posledna moznost: obe derivacie definované a rovné 0 ndm dava stustavu: z + 2y = 2a, 2z +y = 2a, t.j.
r=y= ga

Body (a,0), (0,a), (a,a), (t,a—t), t € (0,a) lezia na hranici defini¢tného oboru, t.j. neexistuje otvorené
okolie tychto bodov, ktoré celé padne do D(f). Teda nepripadaju do tivahy, ako body lokdlnych extrémov.

a—1x—2y)

[Cah s —2y/(a—z)(v+y—a)—(2a—2z—y) L ——29=22=y__
%f _ 1 o 202wy | _ 1 et
oz2 — 2V~ Y, ( (az)(ac+ya)> - Qm ] e _

1 72(a7m)(z+y7a)f%(2a72m7y)2 1 2(az+ay—a’—x 7:vy+a:r)+ (4a> 78az+4z —day+azy+y?)
a— =—za—
ve-y ((a=2)(a+y—a)) 3 vy ((a—2)(a+y—a)) 3

%

1
= —=/a —Yy——
4 Y @) ety—an?



f _1_1 o (W—y@a—m—y)) —
0xzdy ~ 2 \/a—z Oy Vzty—a -
11 %\/Q—U(Qa 2z—y)— \/7>x/w+yia—\/7(2a 2z— y)zm
~ 2Va—=z Tt+y—a -
_Vety—a Voa—y (e+y—a)(a—2a)+(a—y)(2a—22—y)
11 e ety ofeGe-2ey) | RemmERmEResen
T 2Va—x zt+y—a ~  4a—=z z+y—a -
= %\/ﬁ\/f\/ﬂcl—&-ﬁ(r—i—y a)(az72x2+ay72xy7a2+2ax+2a2 —2ax — ay — 2ay + 2xy + y?) =
_ 1 2
~ T 4iVa—azJa- \/x+y a(z+y— a) ( -+ a(w - 2y + a))

2

7f =1 /a= I
Zo symetrie: 552 Iva x((a_y)(rﬂ_a»%

2 2 N, 0f _9F _ 1 [1 _%a® 1 [3
Bod (30,50): 55z = 57 = —1\/30 3,507 ~ "2V 20

68:3@; :_%\/Ta\/rla\/Taga( sa+a(3a—3a+a)) = —2/5. Rohové determinanty (—34/ 2, &)
3 3 373
maju striedavé znamienka za¢inajice minusom, preto ide o bod lokalneho maxima.
(%av %a)mam
_ Yy

42. f(xvyvz) - yiz + T4z + CD‘ZH/

of _ 1 _ __ z

dr — y+z (ac+Z) (z4y)?

of — = 4 1 =z

oy~ (y+2)? fr+z (1’+y)2

of — = __ _ + =

0z T (y+2)? (96+Z)2

Kandidati na extrém:

Porovnanim vyrazov m v % a ﬂ dostavame:

y% — (zJ?rJz)2 = _ (erZ)Q + Ked’ze menovatele zlomkov st nenulové, tak mozeme vynasobit’ rovnost’
virazom: (z + 2)%(y + 2)%. Do&tavame.

(x4 2)2(y+2)—yly+2)?=—a(x+2)%+ (x+2)(y + 2)?, t.j.

(z+2)(y +2)|(x+2) - (y+ 2)] = yly +2)* —a(z + 2)%,

(z+2)(y+2)(z—y) = ( +2yz+z ) — x(2? + 222 + 2°)

(z+2)(y+2)(x —y) +a° —y° +2Z(w )+ 2% (z —y)

(z - y)[(m+z)(y+z)+w +ay+y? +22(z+y) +2% =0

0=(z—y)lzy+xz+yz+ 22+ 22+ 2y +y° + 222 + 22y] = (x — y)[(2? + 22y + y* + 32z + 3yz + 227]
0= (z=yl(wt+y+2)’+rzt+yz+2% = @—y)@+y+2)’+z2(z+y+2)] = @-y)(@+y+2)(@+y+22)
Podobnou tvahou pre vyrazy ﬁ a ﬁ, resp. vyuzitim symetrie vyrazov(cyklickd zdmena ozna-
¢enia) dostdvame, d’alsie podmienky:
(y—2)@+y+2)2r+y+z)=0a(z-z)(z+y+2)(r+2y+2)=0.

z+y+z=0
Dosadenim do vyjadreni %, %57 % mame:
}x—#—ﬁ:—%—%—ézo. Dosadenim —y — z za x plati:
1 11 _ 1 11 _ yz—zyt+zx)-yly+tz) _ —z2—zy—y?
== Ty z T ytr y z— T = (yH)W , citatel’ je ale 0 len vtedy, ked obe y
aj z su 0, ¢o nie je mozné.(mimo def. obor)
rz+y+2z=0

Dosadenim do zvys$nych dvoch podmienok méame:

(y—2)(—2)(x—2)=0a (z—x)(—2)(y — z) = 0. Potom, bud’ z =0 a z = —y(nie je mozné - def. obor),
alebo y = z a x = —3z, alebo x = z a y = —3z. Z druhej podmienky dostdvame body (—3t,t,t) a z druhej
(t,—3t,t), t £ 0.

Podobne uvazenim podmienok 2z+y+2z = 0 a (x+2y+z) = 0, dostdvame body este v tvare: (t,t, —3t).



Dosadenim méme: (z — 2)(2z + 2)(3z + z) = 0. Preto, bud' z = 2z, ¢o je x = y = z # 0, alebo x =y,
= —2z, alebo podla predoslého pripadu z = —3z. Cize d'alsie mozné body extrému st body (t,t,t), t # 0
a (t,t,—2t), (t, —2t,t) a (—=2t,t,t), t # 0. (zo symetrie).
Charakter extrémov

f _ *f _ ’f _
527 = <x+z)3 M A <z+y>3’ CEdl e Rl
2f _ _ 4 2 o%f _ 4 _ i A I
oxdy — (erZ)2 (ﬂerZ)2 (z+y)3> 0x0z — (y+Z)2 (I Z) (r+y)2’ oydz — (y+2)®  (2+2)?  (z+y)?
(t7t,t)
%f *f 9%f 4 9f 9% f 3% f . é 2 0 , . , .
952 T 0y T 97 T ¥ Bady — 0xbz — 0ydz = 0, t.j. 0 = 0 |, rohové determinanty si kladné,
0 0 #
ide o kladne definitni formu a lokdlne minimum(hodnota = ).
(=2t,t,t)
-4 -8 -B
O _ 4 O _ 0 _ 5 9 _ 9% _ _13 0°f _ v (B % %)
ox2 T t27 9y2 T 022 T 2t2° Qxdy ~ Ox0z ~ 4t2) Oydz 2t2’ ~] Zﬁt; 2% %t?) » 4. 2]
T4z T 212 2t2

2. rohovy determinant je zdporny, a determinant celej je 0(2. a 3. riadok sa rovnaju), preto ide o sedlo’y
bod.

Analogicky sa vyriesia pripady (¢, —2t,t) a (t,t,—2t), teda aj tieto st sedlovymi bodmi.
(ta ta 73t)

1 5
T2 T 442

Pf_f 1 Pf 1 0%f 5 Pf 0 ¢ 500 4§ L a2

Ox2 T Oy2 T t20 922 T 2t2) dxz0y ~  4At?’ Oxdz ~ 9ydz 4t2’ - 4§ t§ 41[‘ ’ '

a2 4z 22
rohovy determinant je zaporny, preto ide o indefinitni formu, a teda sedlovy bod. Analogicky sa vysetria

pripady (¢, —3t,t) a (—3t,t,1).

(t7 t7 t)mina t 7é 0

Viazané extrémy:

Metody rieSenia:

1. Vyjadrenie jednej z premennych z vizbovych podmienok a dosadenie funkcie, pre ktori hladdme
extrémy. Tym sa uloha redukuje na hladanie lokdlneho extrému funkcie s o jedna mensim poc¢tom pre-
mennych, ako mala pévodna.

2. tzv. Metéda Lagrangeovych multiplikdtorov: iloha néjst’ viazané extrémy funkcie f, vzhladom
na vézby zadané vyjadreniami: g;(x) = 0,g2(z) = 0,...,gm(z) = 0. Skonstruuje sa funkcia L = f +
A1g1 + A2ga ... + Angn. Hladaju sa lokdlne extrémy tejto funkcie(vypocet prvych parcidlnych derivécii) aj
s charakterom kandiddtskych bodov(2. parcidlne derivacie). Va¢sinou sa najprv dostani hodnoty z,y, ...
v zdvislosti od A;, ale spatnym dosadenim do podmienok vézby(g;) sa ziskaji konkrétne body, ktoré si
kandidatmi na extrém.

43. z=axy—cr+y—l,akxr+y=1

1. metoda:
y=1l-az,pretoz=z(l-z)—az+(l—-2)—1=—-a’-z, 2/ =-2z—1,pretor=—-Lay=1-2=3
2" = =2, preto ide o lokélne maximum.

2. metdda: (v tomto type prikladu nevhodnd, uvedend je len pre ilustraciu)
L=zy—z+y—-1+ANz+y-1)
g—ﬁ:y—l—i—)\,y:l—)\
Gb=z+1+Az=-1-A
Dosadenim z,y do vizbovej podmienky: 0 =z +y—1=(-1-A)+(1—-X)—-1=-2 \—1,tj. A =—
_(_13
a (w,y) - (_5’ 5)'

Charakter extrému: Pouzitim klasickej metédy t.j. (

1
2

) dostdvame, ze
62 82 ) )
s (A) 54 10

ol 2L <A>> _ (0

10



bod (— 2, 2) je sedlovy bod. My nehladdme extrém na kazdom okoh bodu A, ale len na tych bodoch,
ktoré lezia na viizbe(priamka). Preto okolia bodu si v tvare: (—3 + ¢, 2 —€). Kvadratickd forma m4 tvar
(x—A;, y—Ay)- <g g) . (Z B ﬁm) =A(x— A;)*+2B(z— A.)(y— Ay) + C(y — Ay)?, t.j. pre tento
priklad 2(z + 3)(y — 2). Dosadenie: 2(—% + e+ 3)(2 — e — %) = —2¢2. Pre nenulové ¢ je to vidy zdporné,
preto ide o zdporne definitni formu(na oblastl) a teda o maximum.

(_%7 %)maa:
44. z = x +y, ak ;—z—ky—lz: ;27a>0
1. metéda .
yi - ch2 o a:i2 = wa;w% s B y = 9327(12’ ‘y| - a\/xlflaQ
y>0,z>0
=a T
Yy=0rm——
2_ 2 L1 2x
iy z,:1+a\/z af—ar g —=3t— :1+a(12_a2)_ax2 _ (rz_az)%_aa
Va2’ @2 —a? (z2—a?)3 (z2—a2)%
. ‘ 3 .
t.j. a® = (22 — a?)?, a® = 22 — a® a x = v/2a, podmienka (z > 0), y = \/% =12a
!/
2= —a ((x2 - az)_%) = —a*(-3)(2? - a?)~3 - 2z = 3a3x(x? — a2)~3. Znamienko derivicie zavisi
iba od hodnoty x. Pre tento pripad je to kladné, ¢ize ide o lokdlne minimum.
y>0,z<0:
_ x
Y= 07
_ 3 3
z:x—aﬁﬂjzl—m:l—i—m,tj neexistuje taky bod, aby sa 2’ = 0.
y<0,2>0:
Yy = —a\/ﬁ, x > 0, ¢o rovnako ako v predoslom pripade nedéva ziadnych kandidatov na extrém.
y<0,z<0:

y = aﬁ. Pouzije sa postup z prvého pripadu, len pri zistovani konkrétnej hodnoty sa pouzije

podmienka z < 0. T.j. * = —v/2a a y = —/2a. Druh4 derivicia m4 ten isty predpis ako v prvom pripade.
Tentokrat je zaporna, t.j. lokdlne maximum.

2. metoda:
L=z+y+ANzm+3m— )
%_1 ii‘, gy_l—z—é‘, t.j. x—yzgx/ﬁ

Dosadenim z,y do viizby dostdvame: % = %, t.j. 2% = 2d?, t.j. |z| = V2a, = +/2a. Prislusné

A= % je pre kladné x rovné v/2a?, a pre zdporné —v/2a>.

8L _ 6x %L -0 9L _ 6)
o0x2 — z*’ 9xdy — 0 9y? T y?
>0 0 . o s . ..
pre A > O: 0 -0) t.j. pozitivne definitna forma a lokdlne minimum

<0 0

pre A < O: ( 0 < 0), t.j. negativne definitna forma a lokdlne maximum

(—\/ia, _\/ia)ma:m (\/iav \/ﬁa)mzn
45. z = 22 + 92, ak%—&—%:l
1. metéda: 3+ % =1 (pq), gz +py =pq, y =

pa—gzx
p

:q—
2
z=a2+y? =22 +¢° (1—%) ,z':2x—|—2q2(1—%)_—:—2%24—2:5(1—}—‘1—),

P
_2° 1 _ 2 __p> _ pi® oz _ _d®
T="p 21+%y P 200°+¢®) T pP4a® y=a( p) =q(1 p2+q2) TIUPTE T P
p




2" =2(1+ qu—z) > 0, lokdlne minimum

2. metdéda:
L=+ + AN+ 2 -1)
% :2.’E+%, % :2y+%a t.] T = _27/\1)73/: _%7 %—’_%_ = _ﬁ_ﬁ_1:0(.4p2q2)7
. 2 2 2

—A2¢% +2p%) —4p* P =0, tj. A= =B ax = Py = 2L

gi% =2= ‘gz% , g;é:y =0, t.j. <(2) g), kladne definitné forma, lokdlne minimum

2 2 .
(47 iz ) min

46. u =cosxcosycosz,ak x +y+ 2= —m

z = —m—2—y, preto u = cos x cos y cos(—m—xr—y) = cos x cos y[cos(—) cos(x+y)+sin(—7) sin(z+y)] =
—cosx cosy cos(x + y)

% = —cosy[—sinx - cos(x + y) — cosxsin(z + y)] = cosy - sin((x + y) + =) = cosy sin(2x + y)

Zo symetrie, S—Z = cos zsin(z + 2y).

Kandidéti na extrém: z,y € (—m, ), preto « + 2y, 2z + y € (—3m, 37).

% =0, ak cosy = 0, alebo sin(2z + y) = 0, t.j. vzhladom na obmedzenie hodnot dostavame:
ye{-5%,5}, alebo 2z +y € {27, —7,0, 7,27, 37}.

V4 g—; = 0, zase dostavame:

re€{-5%,5}, alebo x + 2y € {27, —7,0, 7, 27, 3 }.

% = cosy - cos(2x +y) - 2 = 2cos(2x + y) cosy

6‘9;5; = —siny - sin(2x + y) + cosy cos(2z + y) = cos((2z + y) + y) = cos(2z + 2y)

Symetria, g%‘ = 2cos(x + 2y) cosx

Aky = -7, potomz € {—F, T}, alebox—7(=2y) € {—-2~7,...,37},t.j. v € {—7,..., 47}, obmedzenim
sa na interval (—m,7), dostdvame 4 kandiddtov pre x € {—7,0, 5,7}

Podobnou tivahou dostdvame pre y = 7, = € {—/g, 0,5, 7}

Zo symetrie vyrazu dostdvame, ze predoslé plati aj pre body s vymenenymi suradnicami.

Takze kandidati tohto druhu su:
T s us us us us s us O 1 2
(_fa_i)a (_575)7 (5»_5)7 (575): <1 0>,sedlovy bod

s s s ™ -2 -1 .
(_§a0)7 (270)7 (_577(-)7 (577[-): ( 1 0 )7 sedlovy bod

- - " " 0 -1 .
(0; _5)7 (Oa 5)7 (W?_§)7 (7T? 5): (_1 _2)’ sedlovy bod

Dalsim typom kandidétov su tie body, pre ktoré
x+2y2x+y € {—2r...,37}. Dopiﬁané matica je symetrickd, t.j. stac¢i doplnit’ iba prvky nad
diagondlou. Body, ktoré si mimo (—m, ) x (—m, ), nie si zobrazené.
x4 2y/2x +y 27 -7 0 T 2m 3
9 (_21 _Lﬂ)
) (5,-%)

3 3
3
0 (0,0)
™

[ V)

- (-2, -

w3
v}

(5
(%,1
2 (? )

3 (m, )

(m,7),(0,m), (7, 0),(0,0): (? >, lokalne minimum - hodnota —1.
(_2%7_2%)7 (2?#72%)7 _%7_1g)a(%a%)a(%a_2%)7(_%72%)7(_2%7%)7(2%’_%):

(:} :2 )7 lokdlne maximum - hodnota %

w3y |
~—wly
S~—
N~

wly

™
s

w‘§8

)
)

Samozrejme, ze ten isty charakter maju body, ktorych stradnice sa lisia od horeuvedenych o nejaké
nasobky 27.

12



—|—/<:7r—f+l7r (k—|—l—f)7r),k,l€Z
2’f+k7r, e +l7r —(k+1+Dr ) kleZ

(=3
(
(2”+zlm —Z + 2m, (2k+2z+é)w) kleZ
(=2 + 2km, 2 + 2Im, (2k+2l+§)w),k,leZ
(—§ + 2m, 27' + 2km, —(2k + 21 + %)77), kileZ
(3 + 2, ———&—Qkﬂ' —(2k 420+ 3)m), k,le Z

Minima: (kﬂ' Im,—(1 4+ k+0)m), k, lG

Maximé: (—2F + km, —2F + Im, (k+l ))(2’T+I~m T 4 I, (k+l+§)7r)

(2F + 2km, ——+2l7r 7(2k+2l+ )w),( §+2lm —+2l7r —(2k+20+ 2 )71'),
(=% + 2w, 2F + 2km, —(2k+2l+ 2)m), (£ + 2, ——+2k7r —(2k+2l+ Hm), kileZ
Mintm: (k. lm, —(1 4+ k + 1)7), k.| € Z

w\z\

47. u=zyz, ak 2? +y* + 2> =3
1. metéda: z = ++/3 — 22 — 32

uz:l:a:y\/m
ou _ e gy SR S VI QR /- e gy S S QU = Tl
+y(vV3—22 —y?+x- 3 \/m) +y(V/3—2*—y - ) iy(m)

3—x2—y?
. Ou __ 37:132721,/2
Zo symetrie: Gt =+ (===

3—x2— y2
/322 _y2— _
524 -4 3—z2—y?—(3—22"—y®) —2— /73 222 —4w(3—$2—y2)+z(3—2x2—y2) .
0x2 — y 3—z2—y2 V3—22—y2(3—a2—y?) -
2 2 2_ 2 2 2
_ :txy—12+4x +4y 322" —y” _ :|:$y —9+2x"+3y
VB—?—y?(3-22—y?) V- —y?(3-22—y?)
_ 2_ 2 - A
0%u 3042 42 N 2y¢/3—22—y2—(3—227—y?) et ot :|:3 202 —y? n y(—2(3—2% —y?)+3—222—y?)
Oxdy — \/3 22 —y2 Y 3—x2—y? \/3 22 _y? Y \/3—x2—y2(3—x2—y2)
4 3-207y’ —3+y° — 4 (320?32’ —y*) -3y +y?
y
\/3 x2—y? \/3 x2—y?(3—x2—y?) \/3—.t2—y2(3—3:2—y2)
By —2?][(B-y*)-22%]-y*3—y®) _ | B=¢°)° 323~ —4*(3—y?) _ | (3-3°)(3-32"-2°)
=+ =+ =+
\/3 m2fy (3— mzfy ) \/371273;2(371:27742) \/3 x2—y2(3—x2—y?)
Zo symetrie: —9480° +2y”

=*tzy

\/3 22 —y2(3—z2—y?)

Kandidati na extrem nulové parcidlne derivacie, alebo neexistujice.

Ak 22 + 9% =3, tak z = 0 : tieto st vSak sedlové body, pretoze pri malej zmene hodnét x,y existuji
2 hodnoty z v takomto okoli, ktoré maji opatné znamienka.(Teda aj sti¢in mé opaéné znamienka a teda na
Tubovolnom okoli existuju hodnoty aj vécsie aj mensie.

Podobune, ak = 0, y = 0, tak dostdvame sedlovy bod.(zd6vodnenie vid. v 2. metéde)

Poslednd moznost’ 222 + 3% = 3 = 22 + 2y2, ndm déva dvojice (x,y), také ze |z| = |y| =1

(1,1),(-1,-1): (ij ii >, pozitivne semidefinitnd forma(pre +) a negativne definitnd pre —. Takze
Body (1,1,-1),(-1,—1,—1) sd minimd a (1,1,1), (=1, —1,1) maxim4

(1,-1),(-1,1): ii Ii , pozitivne semidefinitnd forma pre + a negativne semidefinitnd pre —.

Body (1,-1,1) a (—1,1,1) sd minima a (1,—1,—1), (—1,1, —1) maxim4.

2. metéda: L = xyz + A(x? +y? + 2% — 3)
oL

52 = Yz + 2z

% =zz + 2y

6L =y + 22\

Akx—O tak bud' y = z = 0, alebo A = 0. Podobne pre y =0 a z = 0.

Ak XA = 0, tak opat aspon jedna z hodnot y resp. =z sa musi rovnat’ 0. Pouzitim podmienky z

viizby dostdvame kandidatov: (0,0,4+v/3), (0,+£+v/3,0) a (+1/3,0,0). Tieto body sii viak sedlové. Staci
(pre (0,0,4+/3)) raz zvolit’ (e, ¢, £v/3 — 2€2) a druhykrat (e, —e, +v/3 — 2¢2). Tieto hodnoty maji opacné
znamienka, teda pre Pubovolné okolie (0,0,4+v/3) existuji hodnoty mensie aj viicsie, ¢o je podmienka
sedlového bodu. Ostatné 4 body sa dokdzu 1iplne rovnako, len sa cyklicky zameni oznacenie.
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Nech teraz, ziadne z z, y, z nie je rovné 0. Potom mus{ platit —2\ = £ = &= 22, Tymto dostavame
kandiddtov v tvare (x,y, 2), kde |z| = |y| = |z] = 1.

2 2 2

gzzél = gyz = gzz = 2)\2

i;{):nigly =% 889:8Lz =Y gyaz Z-

Pre body (1,1,1), (1, -1),(-1,1,-1),(-1,— )Je/\——%

Prebody(,l,—l)( 1), (— 111)( 1,—-1,-1) je A = 3.
20z oy

Matica druhého diferencidlu je | z 2A =z |. Téato matica ddva indefinitni formu. Je potrebné sa
y o 2\

obmedzit’ len na body z hranice. Toto je vsak velmi pracné.

(1,1,1): Body z okolia sd v tvare:

(1+6l1+8,/3-(1+e2-(1-0)2)=(1+¢l+d+/1-2(c+0)— (2 +82)),t]

F=0+8)1+e1-2(6+¢€) — (2 +62).

Plati: /1 —2(e+6) — (e2+62) < (1 —¢€)(1 —4).

V1—2(e+6) = (62+€2) ? (1 —€)(1 —8) /?( obe strany st kladné, preto ekviv. tprava €,d < 1))

1—2c—20—62—€2?7(1—2e+e2)(1— 25—1—(52) = 1—2(6—!—6)—1—6 + 62 + 45e — 25€? —2526+(52 2

07?252 + 2% + 6e(4 — 20 — 2 + de) = 262 4+ 2€? + Je(2 — 0)(2 — )

Ak jedno z € alebo § je rovné 0, tak porovnavame 0 s vyrazom 262 resp. 2¢2, t.j. ? =<.

Nech teraz obe €,§ st nenulové. Mozno pisat’ € = kd, pre nejaké k € R — 0. Dosadenim do pévodnej
nerovnosti dostavame:

262 + 2k262 + k62(2 — 6)(2 — k) = 262 + 2k262 + 4kd? — 2k(k + 1)0% + k26* = 52(1 + 2k + k?)+

+02[(1+ 2k + k2) — 2k(k + 1)6 + k262 = (1 + k)2 + %[(1 + k)2 — 2(k + 1) - kd + k262%] =

=0%(k+1)2+06%*(kd — (k+1))2>0

Na zdklade tejto nerovnosti mozno funkciu f na rydzom okoli bodu (1,1, 1) ohranicit:

FE-1-8)1+e)(1+6)=(1—e)(1-02) <1

Preto je bod (1,1, 1) je bodom maxima.

(=1,-1,1)

Funkcia f = (=1 +¢€)(=1+8)(y/1+2(e+6) — €2 —62) = (1 —€)(1 — §)\/1 +2(e + ) — €2 — 62)

Nahradenim € = —¢/, § = —4§' sa dostdvame k tomu, ze f = (1 +¢€)(1+0')\/1 —2(¢ + &) — 2 — 52 <
14+)1+0)(1-€)1—-68)<(1—€?)(1—-8?%) <1. T.j. opit je bod (—1,—1,1) maximom.

Zémenou premennych dostdvame, ze aj body (—1,1,—1) a (1, -1, —1) si bodmi maxima. (Pod zdmenou
sa mysl{ nasledovné: namiesto (1+¢€,1+d,,/) sa bude uvazovat' (1+¢,,/,1+6), resp. (/,1+¢€1+9).)

(—=1,—1,—1): Body okoli st v tvare (—1 + €, —1+ 8, —/(1 + 2(e + 6) 52 —€?)

Funkcia f = (=1 +€)(=1+8)(—/1+2(0 +¢€) — 62 — €2) = (1 —o)(1 \/1 +2(6 +€) — 62— €2).

Dostdvame, a7 na znamienko rovnaki funkciu ako pre bod (-1, —1,1). Preto ajv odvodzovani nerovnosti
sa vyrazy nasobia —1, ¢o mé za nasledok zmenu nerovnosti na opa¢né. Preto, plati:

f>—-(1-€*)(1-6%) > —1, ¢fm dostédvame, ze (—1,—1,—1) je minimom.

(1,1,—1): Body okolf si v tvare (1 + €1+ 6, —/1—2(0 +¢€) — 02 — €2) a funkcia f = (1 + €)(1 +
0)(—/T-20+6) 07— &) = —(1+ (1 +0)/T-2(3 + ¢ — 07 — .

Opét, az na znamienko sa lisi od pripadu (1,1, 1), preto sa nerovnosti zmenia na opatné a namiesto
maxima, dostdvame minimum.

Body (1,-1,1) a (—1,1, 1) sa vyriesia zdmenou premennych, takou istou ako pre (1, —1,—-1)a (—1,1,—1)
a si to body minima.

Maximé: (1,1,1), (1,-1,-1), (-1,1,-1), (-=1,-1,1), hodnota 1
Minimé: (-1,—-1,-1), (-1,1,1), (1,-1,1), (1,1, —1), hodnota —1

48. u=2’+y?’ + 2%, akx+y—32+7=02—y+2—-3=0
1.metéda:
Vézbové podmienky tvoria sustavu. S¢itanim rovnic dostdvame, ze 2z — 2z +4 =0, t.j. v = z — 2.
Dosadenim do prvej z rovnic dostavame: z —2+y —32+7=0=y — 2z + 5, ¢ize y = 2z — 5.
Méme vyjarené x,y, z. Po dosadeni do vyjadrenia v mame:
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u=a22+y?+22=(2-2)2+ (22— 5)? + 22 = 622 — 242 + 29,

u' = 12z — 24, ¢ize kandidat na extrém: z = 2. v” =12 > 0, t.j. lokdlne minimum.
r=2z—-2=0,y=2z-5=—1. Teda bod (0,-1,2).
2.metéda:

L=2>4+y*+22+M(xz+y—32+7)+ Xz —y+2-23)

%221‘—"—/\14—/\2, %22?;4—)\1—/\2, 67L:2Z_3/\1_|_)\2.

0z
Tedax——f)\l 1)\2,y:—%>\1+%>\2, Z:%)\l—%)\g.
Dosadenim do véazbovych podmienok dostadvame:
—T=z+y—3z=—3M -2 — A +3X— 9>\1+ SXo=—HN+ 3N
3:£—y+2——*/\1 AQ"’%Al_%AQ‘i’%Al )\2 %/\ 3/\2,tj
—4X1 = —4, A\ = 1, Ay = —1 a prislusny kandid4t: ( 1,2)

2 00
gi% = ‘g;% = ‘?;% = 2, ostatné parcidlne derivécie st 0. Dostdvame maticu [ 0 2 0
0 0 2
2 0 2 00
Rohové determinanty |2| = 2 > 0, ’ 0 2 ‘ =4>0,/0 2 0|=8>0, preto lokdlne minimum.
0 0 2
0, -1, 2)min

Globélne(absohitne):

Hl'adanie globédlnych extrémov prebieha v dvoch krokoch. Najprv sa najdu vsetky lokdlne extrémy
funkcie, ktoré st vo vnutri danej oblasti. Zaznamend sa bod, charakter extrému a hodnota funkcie v danom
bode.

Dalsie body, ktoré mozu byt extrémami st body z hranice oblasti. Takze v d’alsom sa riesi tloha o
viazanych extrémoch, pricom vézba bude hranica oblasti. Opét sa zaznamend bod, charakter extrému a
hodnota funkcie.

Nakoniec sa vyberie bod s maximalnou hodnotou a bod s minimélnou hodnotou.

49. f(x,y) =22 —2y> + 42y — 62 — I naoblastiz >0,y >0,y < —x +3

Oblast’ je trojuholnik s vrcholmi (0,0), (3,0), (0,3).

1. lokélne extrémy:

% =2z + 4y — 6, %5 =—4y+4z

Kandidat na extrém: z =1,y =1

: 2 4 , . . . S
gif =2, axf)y =4, gvf -4, t.j. ( 4 4>, sedlovy bod (striedavé znamienka zacinajice kladnou
hodnotou).

T.j. vo vnutri oblasti nie su ziadne extrémy.
2. extrémy na hranici:

hrana (0,0) — (3,0): (;) = (8) + (g>t,te (0,1), t.j. 2 =3ty =0
f=09t> - 18t — 1, f' = 18t — 18, teda t = 1, hranica hrany

hrana (0,0) — (0,3): (Z) = (8) + (g>t, te(0,1),tj. =0,y =3t

f = —18t% f' = —36t, t = 0, hranica hrany
hrana (3,0) — (0, 3): (;) = (3) + (_33>t, te(0,1), 2 =3—3t y=3t

F=0B=3t)2—-2-3t)?+4(3—-3t)- 3t —6(3—-3t) —1=9(1 —t)2 — 182 +36(1 —t) —18(1 —t) — 1 =
9 — 18t 4 9t — 1842 + 18 — 18t — 1 = —9t% — 36t + 26, f' = —18t — 36, t = —2, t.j. mimo hrany

hranice hranic, t.j. vrcholy trojuholnika:

(0,0): Body okoli bodu st v tvare (d,¢€), d,e > 0, f = O(62) + O(e?) + O(d¢) — 65 — 1. Existuje rydze
okolie, na ktorom si hodnoty mensie ako f(0,0) = —1, preto (0,0) je bod maxima s hodnotou —1.

(3,0): Body okolf st v tvare (3 — d,¢), 0 < e <4, f=(3—-62)—22+4(3—-00)e—-6(3-05)—-1=
9 — 65+ O(0%) + O(€?) + 12¢ + O(be) — 18 + 65 — 1 = —10 + 12¢ + O(62) + O(de) + O(€?). Existuje okolie,
ktorom st hodnoty vigcsie rovné ako f(3,0) = —10, t.j. minimum s hodnotou —10.
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(0,3): Body v okoliach si v tvare (6,3 —¢€), 0 < 6 < ¢, f=062-23—¢€)2?+46(3—¢) —6(5) —1 =
O(0%) + O(€?) + 6e + 125 + O(d¢) — 66 — 1 — 18 = —19 + 63 + 6¢ + O(52) + O(d¢) + O(e?). Existuje okolie,
na ktorom st hodnoty véicsie rovné, ako f(0,3) = —19, t.j. ide o bod minima s hodnotou —19.

Minima: (3,0) : f = —10, (0,3) : f = —19. Mensia hodnota je v (0, 3).

Maximé: (0,0): f = —1.

(O’?’)mimf =—19, (Ovo)maa:af =-1
50. f(x,y) = xy?(4 — x — y) na oblasti ohranicenej krivkami x = 0,y = 0,2 +y =6

Oblast’ je trojuholnik s vrcholmi (0,0), (6,0), (0,6).

1. Lokalne extrémy:

E=yd-e—yra(-1) =y (122 —y)

L= a(2y(d -z —y) + 12 (-1) = 28y — 22y — 2> — y?) = wy(8 — 2z — 3y)

Podmienky si: (y=0vV4=2z+y)A(z2=0Vy=0V2z+3y=38). y=0 (hranica), 2 = 0 (hranica),
(4=2x+y,8=2x+3y), y =2,z =1 (vnitro)

Czharakter extrg’zmu: ,

% = —2y% 3‘15; = 2y(4—2z—y)+y*(—1) = y(8—4z—3y), g—y{ = x(8—2x—3y+y(-3)) = 2z(4—x—3y)

-8 4

—4 6
zéporne definitnd forma a bod (1,2) je lokdlne maximum, f = 4.

Pre (1,2): : . Rohové determinanty maji striedavé znamienka zacinajice minusom, t.j.

2. Extrémy na hranici:

hrana (0,0) — (6,0): y = 0, z € (0,6). Hodnoty si rovné 0. Ked si zoberieme bod tvaru (a,0),
kde a € (0,6). Body okoli takéhoto bodu st v tvare: (a + €,6), kde 6 > 0, —a < € < 6 — a. Potom
f=(a+€ed(4d—a—e—9). Kedsal < a <4, tak existuje okolie, na ktorom st hodnoty vicsie rovné 0,
preto tieto body st lokdlne minimé s hodnotou 0. Pre 4 < a < 6, zase mame okolia, na ktorych st hodnoty
mensie rovné ako 0, t.j. lokdlne maxima s hodnotou 0. Bod (4, 0) nie je bod extrému.

hrana (0,0) — (0,6): z =0, y € (0,6). Opét sa hodnoty rovnaji 0. Vnutorné body si v tvare (0, a),
kde a € (0,6). Body okoli st (§,a+¢€), kde § >0 a —a < € < 6 —a. Potom f = d(a+€)?(4—5—a—e).
Opét pre 0 < a < 4 dostdvame minimé s hodnotou 0 a pre 4 < a < 6 maximé s hodnotou 0. (0,4) nie je
bod extrému.

hrana (6,0) — (0,6): (6 —t,t), t € (0,6).

f=06-)t2(4—6+t—t)=—2(6 —t)t.

/= —4t(6 —t) — 2t3(—1) = —24¢ + 6t2, t = 0, alebo t = 4. (¢t = 0 je hranica hranice)

f"=-1246t, pret =4 je f” >0, t.j. minimum (2,4) hodnota f = —64.

Hranica hranice, t.j vrcholy trojuholnika:

(0,0): Body okolf (§,€), d,e > 0. Funkcia f = de%(4 — & — €), ¢ize existuje okolie, na ktorom s hodnoty
> 0= f(0,0). (0,0) lokélne minimum s hodnotou 0.

(6,0): Body okolf (6 — §,€), d,e > 0. Funkcia f = (6 —§)e2(4 — 6+ —¢€) = (6 — §)e2(—=2 +J — ¢).
Existuje okolie, ktorom st hodnoty mensie rovné ako 0 = f(6,0), t.j. (6,0) je lokdlne maximum s hodnotou
0.

(0,6): Body okoli (6,6 —¢), 6, > 0. Funkcia f = §(6 —¢)?(4—5—6+¢) = (6 —¢)?(—2— 6 +¢). Existuje
okolie, na ktorom si hodnoty mensie rovné ako 0 = f(0,6), preto ide o lokdlne maximum s hodnotou 0.

Maximé: (a,0),(0,a),4<a<6: f=0,(1,2): f =4. Globdlne maximum je (1,2) s hodnotou 4.

Minimé: (a,0),(0,a), 0 < a < 4: f =0, (2,4): f = —64. Globélne minimum je (2,4) a m& hodnotu
—64.

(17 2)maa:»f(17 2) = 4; (274)ma:va f(274) = —64

51. f(x,y) = 2% + 9> — 32y na obdlzniku s vrcholmi A = (0,—-1), B=(2,-1), C =(2,2), D=(0,2)

1. Lokélne extrémy f:

oL =322 =3y, 5L =3y> 30, tj. y=aaw =y dizey = ' y(y* —1) =0 = y(y—1)(y* +y+1) = 0.
Kvadratickd rovnica ma zaporny diskriminant, preto vyhovuji len y = 0 alebo y = 1. Potom z = y = 0
alebo x = y = 1. Bod (0,0) je na hranici oblasti. Len bod (1,1) je vo vnutri oblasti. Charakter extrému:
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= 6z, 2 Bmay = -3, gy{ = 6y. V bode (1,1) st hodnoty derivécif: % = ng =6, aéfay = —3. Rohové
determlnanty st kladné, preto ide o bod lokdlneho minima. (1,1)min, f = —

2. Extrémy na hranici oblasti:

) L - .= 0 4+ 2t

hrana AB: rovnica ¥ = A + ABt, t.j. Y 1 4+ ote (0,1).

Funkcia f = (2t)% + (—1)% — 3(2t)(—1) = 8¢3 — 1+ 6t, f' = 241> + 6, teda t> = —1
) L - .z = 2 4+ 0

hrana BC' rovnica & = B + BCt, t.j. y = -1 + 3t € (0,1).

Funkcia f =8 + (3t —1)3 —3(2)(3t — 1) = (3t —1)3 —6(3t — 1) + 8
Fr=303t—1)2-3-18,t.j. 3t —1)2=2,3t —1=+v2,t = 1£2
f"=18(3t —1) -3 =54(3t — 1), pre 3t — 1 > 0 lokdlne minimum
t=152 0 =2 y =3t —1=v2, t.j. (2,v2)min, hodnota f =8 +2v2 —3-2v2 =8 — 412
t= 1%/5 < 0: mimo strany BC'
= 2 - 2

> 4+ oo t€OD
Funkcia f=(2—2t)3 423 —3(2—-2t)2=(2—2t)3 —6(2—2t) +8
fr=3(2-2t)%(-2) —6(—2) = —6(2 — 2t)2 + 12, t.j. (2—2t)> =2
= —12(2 = 2t)(—2) = 24(2 — 2t)
2 — 2t = /2, (v/2,2)min, hodnota f =2v/2+8 — 612 =8 —4/2
2 — 2 = —/2 : mimo strany CD

hrana DA: rovnica £ = D + Djélt, t.j. z

Funkcia f =0+ (2 — 3t)3 = (2 - 3t)3

fr=32-3t)*-3)=-6(2-3t)%,2-3t=0,tj. t =2

f7 = —12(2 — 3t)(—3) = 36(2 — 3t)

""" = =108, bod nie je bodom extrému. (0,€) a (0, —¢) sa lisia znamienkom, preto na 'ubovolnom okoli
existuju hodnoty mensie aj vacsie.

hranice hranic, t.j. vrcholy obdlznika:

A, f = —1, body v okoliach st v tvare (6, —1+¢€), §,e >0

fx,y) =04 (—14€)>—30(—1+¢) = 0(6%) — 14 36+ O(e?) + 35 + O(d¢) = —1 + 36 + 3e + O(6%) +
O(€%) + O(6¢). Pre dostatoéne malé hodnoty € a § existuje rydze okolie, na ktorom si hodnoty viicsie, t.j.
A je minimum.

B, f =13, body v okoliach si v tvare (2 — 0, —1 + €), d,e > 0, potom

flry) =262+ (-14+€)>=3(2-0)(~1+¢€) = 8—125+0(6?) = 1+ 3¢+ O(€?) +6 — 36 — 6e + O(Je) =
13— 126 — 3e + O(€?) + O(62) + O(¢). Pre dostatocne malé hodnoty € a § dokazeme néjst’ okolie, na ktorom
st hodnoty iba mensie. Preto bod B je maximum.

C, f =4, body v okoliach si v tvare (2 — 0,2 —€), €,6 >0

flry) =(2-0)34+(2-€)2-3(2-06)(2—¢€) =812+ O0(6%) +8 — 12¢ + O(€?) — 12+ 6 + 65 + O(d¢) =
4 — 6 — 65 + O(€2) + O(6%) + O(d¢). Opéit bod C je maximum.

D, f =8, body v okoliach si v tvare (§,2 —¢€), §,e >0

f(z,y) = 82+(2—€)3-35(2—€) = O(6%)+8—12¢+0(€%)—66+0(d¢) = 8—12¢—65+0(52)+O(e?)+O(Je).
D je maximum.

Minimé: A: f = —1,(1,1) : L,(2,v2): f=8-4v2,(v/2,2): f=8—4y2. Tedav Aa(1,1) sa
dosahuje miniméalna hodnota —1.

Maxima: B: f=13,C: f =4,D: f = 8. Maximum je v B a ma hodnotu 13.

hrana CD: rovnica ¥ = C + C’_Dt, t.j. ;

0 + 0t

5 _ g t€(01)

Minimum: (0, —1), (1, 1), hodnota —1; Maximum: (2, —1), hodnota 13

52. f(z,y) = cosxcosycos(x + y) na stvorci A = (0,0), B = (m,0), C = (7,7), D = (0,m)
1. lokdlne extrémy:
% = cosy(—sinz cos(x + y) — cosxsin(x + y)) = — cosy sin(2z + y)

% = cos x(—siny cos(x + y) — cosysin(z + y)) = — coszsin(z + 2y)

Body z,y musia byt zo $tvorca, preto x,y € (0, 7)

17



y/ % = 0 dostdvame, Ze cosy = 0, alebo sin(2z +y) = 0, t.j. y = 7, alebo 22 +y = 0, alebo 2z +y = 7.

Podobne z %5 = 0 dostdvame, ze cosz = 0, alebo sin(z + 2y) = 0, ¢ize x = 7, alebo z + 2y = 0, alebo
T+ 2y=m.
Ak nastdva jedna z podmienok 2z 4+ y = 0 alebo = + 2y = 0, tak z kladnosti z,y vyplyva, ze z = y = 0.

Dostavame bod z hranice. Zostavaju 4 pripady:

r=y=5 (5% v=qe+2y=my=1qtj (5,7), Zoty=my=g =7ty (§,3),
2r+y=ax+2y=mar=y=7%,tj (3,%)
2 2
% = —2cosycos(2r + y), aigy = sinysin(2z + y) — cosy cos(2z + y) = cos(2x + 2y),
8%f

Y
(5,5): <(1) (1)>, sedlovy bod
(5, %) ((1) 8), sedlovy bod

(5, 5): (8 (1)>,sedlovy bod

_1
(%,%): <1% 12 ), lokdlne minimum, hodnota f = —%

2. extrémy na hranici:

hrana AB: <z) = <8) + (7(;) t,t € (0,1), c=nt,y=0

f(z,y) = cos(nt) cos 0 cos(nt) = cos?(mt)

f'= —2cos(nt) sin(nt) - m = —7wsin(2nt), t = 0,t = %,t =1. t=0at =1 stz hranice hranice, preto
do tvahy prichddza len ¢ = 3.

f" = —mcos(2nt) - 2 = 272 cos(2nt), pre t = § je f” > 0, t.j. lokdlne minimum, bod (%,0), f = 0.

x m 0
hrana BC" (y) = (0) —&-(W)t,tG(O,l),x—w,y—wt

f = cosmcos(nt)cos(m + mt) = — cos(nt)(—cos(mt)) = cos?(nt). Dostdvame ti istd funkciu ako v
predoslom pripade, preto opat’ extrém nastava pre t = %, t.j. lokdlne minimum v bode (7, 5), f = 0.

hrana CD: (;j) = (z) + (_Ow)t,te 0,1),z=m—7t,y=m

f = cos(m — mt)cosmeos(2nr — 7wt) = (—cos(nt))(—1)cos(nt) = cos?(nt). Podobne ako predtym

dostavame, ze (5, 7) je lokdlne minimum a f = 0.

hrana DA: ("Z) = (2) + (—07r>t’te 0,1), 2=0,y =7 — mt

f = cosOcos(m — 7t) cos(m — mit) = (— cos(nt))(— cos(nt)) = cos?(nt), t.j. pre t = % je (0, %) lokélne
minimum, f =0

hranice hranic, t.j. vrcholy stvorca:

A: f =1 body okoli si v tvare (d,¢€), d,e > 0. f = cosdcosecos(d + €). Ak aspon jedna z hodnéot &
alebo € je nenulovd, tak pre dostatocne malé hodnoty € a §(napr. 6,e < %) dostdvame hodnoty ostro mensie
ako 1. Takze bod A je lokdlne maximum s hodnotou 1.

B: f =1 body okoli st v tvare (m — d,¢€), d,¢ > 0

f = cos(m — ) cosecos(m — § + €) = —cosdcose(— cos(e — §)) = cosdcosecos(e — ) < cosdcose < 1.
Opét), ak aspon jedna z hodndt §(e) je nenulové, tak dostdvame ostro mensiu hodnotu ako 1. Existuje rydze
okolie (7,0) s hodnotami ostro mensimi ako 1.

C: f =1 (skrdtene) body okoli (7 — d, 7 —¢€), §,¢ > 0

f=...=cosdcosecos(d + ¢€). Situdcia je rovnakd ako pre bod A, preto C je tiez lokdlne maximum s
hodnotou 1.

D: f =1 (skrdtene) body okoli (8,7 —€), d,¢ >0

f=...=cosdcosecos(d — €). Kedze cos(—z) = cos(z), mozno tento pripad previest na pripad pre B,

t.j. D je lokdlne maximum s hodnotou 1.
Minima: (3, %): f = —%, (5,0), (r,5), (5,m), (0,5): f=0. Tj. bod (3, %) je minimum.
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Maximéa: A, B,C, D: f=1

Minimum: (%, Z), hodnota —g, Maximum: (0,0), (7,0), (7, 7), (0,7), hodnota 1

53. f(x,y) = 22 + 9%, na kruhu 22 + 2 < 4

Hodnota funkcie f zavisi od vzdialenosti bodu kruhu od stredu kruhu - druhd mocnina vzdialenosti.
Této vzdialenost mdze byt od 0 do 2(polomer kruhu) vrétane. Preto f nadobida len hodnoty od 0 do 4.
Minimum je v strede kruhu (0,0) a maximum sa dosahuje na hrani¢nej kruznici.

{(‘ray) : 12 + y2 = 4}maza (03 O)min

54. f(r,y,2) = +y+ 2, na oblasti 1 > z > y? + 22

Funkcia f nemd lokédlne extrémy. (Prvé parcidlne derivdcie sd stéle rovné 1.) Utvar je kuzel’ s osou
rovnou osi z, vrcholom (0, 0,0) a zdkladna v rovine = 1 je kruh s polomerom 1, vyska 1. Hranica oblasti je
teda plast’ a podstava. Plast tvoria body v tvare (¢, v/t cos p, V/tsin @), kde t € (0,1) a ¢ € (—, 7). Funkcia
fje na plasti rovna: f(z,y,2) = g(t,p) =t + Vtcosp + /tsing

S5 =1+ 2%/g(cosc,0+sin<p)

% = V/t(cos ¢ — sin )
Vnitro plédsta dostavame, pre hodnoty ¢ € (0, 1). Podmienky na lokélny extrém ndm davaju, ze cos ¢ =
sin . Na (—m,7), to moéze nastat’ pre nasledovné ¢: p = 7 a ¢ = ——”

p=717 @ dostavame: 0 =1+ ﬁ(\/?), t.j. v/t sa mé rovnat zapornému ¢islu, ¢o nie je mozné.

w—%.Opat’ @mame O—l—ﬁ 2=1- \/—,t_] t=1

2 2

37 = —1t 3 (cos ¢ + sin @), ai—ai’o = Tﬁ(cosga —singp), g(p = —/t(cos p + sin p)
Pret=1a o= -3 ((1) ?) t.j. lokdlne minimum v bode (3, —3,—3), hodnota f = —3

Podstavu tvoria body tvaru: (1,tcosy,tsing), t € (0,1), ¢ € (—m, 7). Vnutro pre 0 < t < 1. Na
podstave sa funkcia f rovna:

f(z,y,2) =h(t,p) =1+ tcosp +tsing

8—? = cos  + sin ¢, gTZ = t(cos ¢ — sin ).

Dostavame podmienky: ¢ = O alebo cosgp —sing = 0, ale pre ¢ = 0 je bod hranice.

cos p = sing: Teda ¢ = 4 , alebo p = Z. Ale % = 2sin ¢, Co nie je 0 pre tieto hodnoty .

Hranica plasta je bod (0 0,0) az= 1,y + 22 =1.

Hranica podstavy je opit @ = 1,%% + 22 = 1 a bod (1,0, 0).

V (0,0,0) je hodnota f = 0.

V (1,0,0) je hodnota f = 1.

Hranica podstavy resp. plast: x =1, y = cosp,z =sinp, ¢ € (-7, 7).

Funkcia f(z,y,2) = k(@) =1+ cos¢ + sin p. k’ =cosp — smcp, k" = — cos p — sin .

7 podmienky cos ¢ = sin  dostavame ¢ = —=, alebo ¢ = T

Pre ¢ = f%ﬂ je k" >0, t.j. ide o lokdlne mlmmum, hodnota 1 — V2.

Pre o = T je k" <0, t.j. ide o lokélne maximum, hodnota 1 + /2.

Minimélna hodnota je —s v bode (5, —%, —%)
Maximum je zase 1 + f (1, {7 %)

,—3), f = —%, Maximum: (1’ﬁ,ﬁ)7f: 1+2

N[

Minimum: (3, —
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