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1 Úvod

Jednou zo základných vlastností kvantovej teórie je jej pravdepodobnostná povaha.
Jej výstupom nie sú predpovede javov samotných, ale len ich pravdepodobností a
túto neurčitosť nie je možné vysvetliť nedostatkom informácií alebo prítomnosťou
skrytých premenných. Klasická teória pravdepodobnosti však nemôže zahrnúť sku-
točne kvantové javy. Matematický popis kvantovej mechaniky musí byť schopný
zahrnúť fenomény ako je princíp neurčitosti, nekompatibilita pozorovateľných, su-
perpozičný princíp a previazanosť. Tieto javy sa využívajú v kvantovej teórii infor-
mácie.

Rozdiel medzi klasickými a kvantovými stavovými priestormi je dobre známy.
Zatiaľ čo klasický stavový priestor je Choquetov simplex, kvantové stavy majú kom-
plikovanejšiu štruktúru. V predkladanej práci sa zameriavame na špecifickejšie vlast-
nosti parametrizovaných tried stavov. V klasickom prípade ide o vlastnosti, ktoré
patria k základom teoretickej štatistiky, asymptotickej teórie odhadu a majú apli-
kácie aj v iných oblastiach. Kvantový prípad je často veľmi odlišný a niektoré dobre
známe klasické výsledky je nutné netriviálnym spôsobom modifikovať, aby sa našla
ich kvantová verzia. Naším hlavným cieľom je porozumieť podobnostiam a rozdielom
medzi klasickými a kvantovými štruktúrami.

Parametrizovaná trieda stavov sa nazýva štatistický model alebo štatistický
experiment. Reprezentuje apriórnu informáciu o skutočnom stave nejakého sys-
tému, alebo o rozdelení pravdepodobnosti, z ktorého sú vybrané dáta. Stavy môžu
byť rozlíšené nejakým zaujímavým parametrom a naša schopnosť odhadnúť tento
parameter závisí od geometrie stavového priestoru a od parametrizácie. To viedlo
k zavedeniu diferenciálno-geometrickej štruktúry na štatistických modeloch, ktorú
skúma informačná geometria. V štatistickej teórii rozhodovania sa študuje efektív-
nosť dostupných rozhodovacích pravidiel pre rôzne štatistické úlohy a na základe ich
porovnávania sa zavádza usporiadanie a pseudometrika na štatistických experimen-
toch. Špeciálne triedy stavov sa objavujú aj v kvantovej teórii informácie, kde sa
kvantové kanály dajú stotožniť so stavmi na viacčasťovom fyzikálnom systéme. Šta-
tistické úlohy ako napr. odhad parametrov alebo testovanie hypotéz sa prirodzene
objavujú aj v tomto kontexte a geometrická štruktúra stavového priestoru hrá aj tu
rozhodujúcu úlohu.

2 Štruktúra a ciele práce

Práca pozostáva z dvanástich publikovaných článkov, pozri kapitolu 7 pre úplný
zoznam. Články sú rozdelené do troch kapitol. Prvá kapitola sa zaoberá kvantovým
rozšírením informačnej geometrie, druhá porovnávaním kvantových kanálov a šta-
tistických experimentov. V tretej kapitole skúmame konvexnú štruktúru množiny
kvantových kanálov. Práca je zameraná na tieto čiastkové problémy:

• Konštrukcie plochých dualistických štruktúr na variete pozitívne definitných ma-
tíc, s monotónnou Riemannovskou metrikou.
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• Zavedenie štruktúry Banachovej variety na verných stavoch von Neumanno-
vej algebry, zodpovedajúcej klasickej Pistone-Sempiho konštrukcii. Výskum jej
vlastností vzhľadom na transformácie stavov kvantovými kanálmi.

• Rozšírenie Nagaoka-Amariho konštrukcie kanonickej divergencie pomocou dvo-
jice plochých duálnych afinných konexií na neparametrický kvantový prípad.

• Charakterizácie postačujúcich kvantových kanálov pomocou niektorých veličín
teórie informácie, napríklad pravdepodobnosť chýb v testovaní hypotéz a Fishe-
rova informácia.

• Výskum informatívnosti a 2-informatívnosti pre kvantové binárne experimenty.

• Úplná kvantová verzia Le Camovho randomizačného kritéria s jasnou operačnou
interpretáciou.

• Popis meraní a kanálov na sekciách stavového priestoru. Výskum ich konvexnej
štruktúry, zodpovedajúcej bázovej normy a jej vzťahu k rozlíšiteľnosti.

3 Základné pojmy

Ústredným pojmom práce je stav, ktorý považujeme za čisto matematický objekt.
Klasický stav definujeme ako rozdelenie pravdepodobnosti P na merateľnom pries-
tore (X,A), množinu všetkých stavov označíme S(X,A). Ak P � µ pre nejakú
σ-konečnú mieru µ na (X,A), môžeme ho reprezentovať hustotou dP

bµ
∈ L1(X,A, µ).

Množinu takýchto stavov označíme S(X,A, µ). Pod kvantovým stavom rozumieme
normálny pozitívny unitálny funkcionál na von Neumannovej algebre M, ktorej
projekcie zodpovedajú javom na nejakom kvantovom systéme. Táto definícia zahŕňa
klasické stavy v prípade, že M je abelovská. Množinu stavov na von Neumannovej
algebre M označíme ako S(M), prípadne S(H) ak M = B(H) je algebra ohra-
ničených operátorov na Hilbertovom priestore H. V tomto prípade sú stavy dané
operátormi hustoty, t.j. pozitívnymi operátormi s jednotkovou stopou, ktoré spĺňajú

ρ(A) = Tr ρA, A ∈ B(H).

Transformácie stavov sú reprezentované stochastickými zobrazeniami, ktoré sa
nazývajú aj kanály. V klasickom prípade sa dajú definovať ako afinné zobrazenia me-
dzi stavovými priestormi. Ak uvažujeme len stavy, ktoré majú hustotu vzhľadom na
nejakú σ-konečnú mieru, stochastické zobrazenia možno rozšíriť na pozitívne zobra-
zenia L1(Ω1,A1, µ1) → L1(Ω2,A2, µ2) zachovávajúce normu na pozitívnom kuželi.
V kvantovom prípade definujeme kanály ako preduály unitálnych normálnych úplne
pozitívnych zobrazení medzi von Neumannovými algebrami. Pre konečnorozmerné
algebry sú kanály dané úplne pozitívnymi stopu zachovávajúcimi zobrazeniami.

Špeciálnym prípadom sú kvantovo-klasické kanály, kde výstupný priestor je kla-
sický. Takýmto kanálom hovoríme aj merania. Merania na stavovom priestore S(M)
sú v jedno-jednoznačnom vzťahu s mierami s hodnotami v pozitívnom kuželi M+

(POVM). Ak je množina výsledkov X konečná, každá POVM je daná ako postupnosť
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pozitívnych operátorov Mx ∈ M, x ∈ X, ktoré spĺňajú rovnosť
∑

xMx = 1. Prav-
depodobnosť namerania výsledku x ∈ X ak stav systému je ρ je pre zodpovedajúce
meranie rovná

pM,ρ(x) = ρ(Mx).

Dôležitým pojmom v teórii informácie je divergencia, ktorá je mierou rozdielnosti
dvoch stavov. Takáto miera musí byť kontrastným funkcionálom, čo znamená, že
je to nezáporná funkcia na dvojiciach stavov, ktorá je nulová práve vtedy, ak sú
dané stavy rovnaké. Ďalšou prirodzenou požiadavkou je monotónnosť vzhľadom na
stochastické zobrazenia, pretože transformácie stavov nemôžu zvýšiť ich štatistickú
rozlíšiteľnosť. To znamená, že každá divergencia D musí spĺňať nerovnosť

D(T (ρ)‖T (σ)) ≤ D(ρ‖σ), (DPI)

pre všetky dvojice stavov (σ, ρ) a všetky kanály T . Základným príkladom kla-
sickej divergencie je relatívna entropia (alebo Kullback-Leiblerova divergencia, I-
divergencia). Pre rozdelenia pravdepodobnosti P � Q, je definovaná ako

S(P‖Q) =

∫
log(

dP

dQ
)dP.

Všeobecnejšie, ak f je konvexná funkcia na R+, f -divergencia [17, 41] je definovaná
ako

Sf (P‖Q) =

∫
f(
dP

dQ
)dQ.

Pre f = x log(x) dostaneme relatívnu entropiu. Ďalším špeciálnym prípadom je
α-divergencia

Sα(P‖Q) =
4

1− α2

(
1−

∫
(
dP

dQ
)
1−α
2 dQ

)
, α 6= ±1.

Verziou relatívnej entropie pre kvantové operátory hustoty je Umegakiho rela-
tívna entropia [65], ktorá má tvar

S(ρ‖σ) = Tr ρ(log(σ)− log(ρ)).

Pre von Neumannove algebry zadefinoval relatívnu entropiu Araki [3] pomocou re-
latívneho modulárneho operátora. Kvantové verzie f -divergencií, tiež nazývaných
kvázi-entropie, zaviedol Petz [48, 49]. Monotónnosť (DPI) je splnená ak f je operá-
tor konvexná funkcia. Kvantové α-divergencie sú definované ako

Sα(ρ‖σ) =
4

1− α2

(
1− Tr ρ

1−α
2 σ

1+α
2

)
,

pričom (DPI) platí pre α v intervale [−3, 3]. Relatívna entropia a α-divergencie
(alebo z nich odvodené Rényiho divergencie) sú dôležitými mierami rozlíšiteľnosti v
klasickej aj kvantovej teórii informácie a štatistike.
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4 Stručný popis skúmanej problematiky

4.1 Štruktúry informačnej geometrie

4.1.1 Klasická informačná geometria

Klasická informačná geometria skúma diferenciálno-geometrické štruktúry na štatis-
tických modeloch. Tieto štruktúry sú už pomerne dobre preskúmané a majú dôležité
aplikácie v rôznych oblastiach, napríklad v asymptotickej teórii odhadu, teórii infor-
mácie, štatistickej mechanike, biológii a teórii neurónových sietí [2].

Klasický štatistický model je parametrizovaná množina hustôt pravdepodobnosti

P = {pθ, θ ∈ Θ}

na priestore (X,A, µ). Ak Θ ⊆ Rn je otvorená podmnožina a zobrazenie θ 7→ pθ je
dostatočne regulárne, môžeme na P definovať štruktúru diferencovateľnej variety.
Rao [55] a Jeffreys [33] zaviedli na tejto variete Riemannovskú metriku λF danú
Fisherovou informáciou

(λF )ij(θ) = Epθ [∂i log(pθ)∂j log(pθ)], ∂i :=
∂

∂θi
.

Podľa dobre známej Cramér-Raovej nerovnosti je Fisherova metrika v danom bode
variety mierou presnosti, s akou sa tento bod dá štatisticky rozlíšiť od ostatných
bodov v jeho okolí.

Na základe práce Efrona [21], Dawid [20] zadefinoval exponenciálnu afinnú kone-
xiu ∇(e). Krivosť modelu vzhľadom na túto konexiu zodpovedá Efronovej štatistickej
krivosti, ktorá hrá dôležitú úlohu v asymptotickej teórii odhadu. Amari [1] zaviedol
triedu α-konexií ∇(α), α ∈ R, ktoré sú odvodené z prirodzenej afinnej štruktúry na
množine funkcií pomocou α-vnorení

pθ 7→


2

1−αp
1−α
2

θ , α 6= 1

log(pθ), α = 1.

Špeciálne prípady sú ∇(1) = ∇(e) je exponenciálna konexia a ∇(−1) =: ∇(m) je ko-
nexia vznikajúca z konvexnej štruktúry stavového priestoru. Rovnaká trieda konexií
vzniká ako afinná zmes

∇(α) =
1− α

2
∇(e) +

1 + α

2
∇(m), α ∈ R.

Iný spôsob zavedenia geometrických štruktúr na štatistickom modeli je pomocou
kontrastných funkcionálov, špeciálne f -divergencií [22]. Ak f je normalizovaná tak,
že f ′′(1) = 1, potom pre ∂′i := ∂

∂θ′i
a α = 2f ′′′(1) + 3,

(λF )ij(θ) = λF (∂i, ∂j)|θ = ∂i∂
′
jSf (pθ‖pθ′)|θ=θ′ , (1)

Γ
(α)
ijk(θ) = λF (∇(α)

∂i
∂j, ∂k)|θ = ∂i∂j∂

′
kSf (pθ‖pθ′)|θ=θ′ , (2)
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Dôležitou vlastnosťou triedy α-konexií je dualita medzi ∇(α) a ∇(−α) vzhľadom
na Fisherovu metriku. Nagaoka a Amari [47] skúmali Riemannovské variety s du-
alistickou štruktúrou (λ,∇,∇∗). Jedným z dôležitých výsledkov je, že ak je varieta
∇-plochá, potom je aj ∇∗-plochá a existuje dvojica duálnych afinných súradnico-
vých systémov, prepojených striktne konvexným potenciálovým funkcionálom Φ.
Bregmanova divergencia vzhľadom na Φ, definovaná ako

D(pθ1 , pθ2) = DΦ(θ1, θ2) := Φ(θ1)− Φ(θ2)− ∂Φ(θ2)(θ1 − θ2)

sa nazýva kanonická divergencia. Pre štatistické variety takto vzniká Kullback-
Leiblerova divergencia a trieda α-divergencií. Z jej konštrukcie vyplýva, že pre ňu
platí zovšeobecnená Pythagorova veta a vety o projekciách, čo má veľký význam pri
optimalizačných úlohách.

Jednoduchým príkladom plochej štatistickej variety je varieta Pn pozostávajúca
zo striktne pozitívnych rozdelení pravdepodobnosti na n-prvkovej množine. Ľahko
vidno, že Pn je ∇(±1)-plochá a kanonická divergencia je Kullback-Leiblerova diver-
gencia. Pre α 6= ±1 dostaneme triedu α-divergencií zúžením z rozšírenej variety P̂n
striktne pozitívnych funkcií, ktorá je ∇(α)-plochá pre všetky α.

Nezávisle od práce Amariho a Nagaoku sa k triede α-konexií dopracoval Čen-
cov. V článku [11] zaviedol kategóriu štatistických modelov s morfizmami danými
stochastickými zobrazeniami a skúmal geometrické štruktúry pozostávajúce z Rie-
mannovskej metriky a afinnej konexie, ktoré sú invariantné vzhľadom na izomorfizmy
v tejto kategórii. Dokázal, že až na násobenie skalárom sú jedinými štruktúrami s
touto vlastnosťou Fisherova metrika λF a ∇(α), α ∈ R.

Otázkou ostávalo zavedenie geometrickej štruktúry na neparametrických mode-
loch. Keďže takýto model už nie je konečnorozmerný, diferencovateľná štruktúra
musí byť modelovaná na Banachovom priestore. Na to nie je možné použiť priro-
dzené vnorenie do L1-, prípadne do iných Lp-priestorov, keďže pozitívny kužeľ v
týchto priestoroch má prázdne vnútro. Riešenie navrhli Pistone a Sempi [53], ktorí
použili exponenciálny Orliczov priestor LΦ(p), kde

Φ(x) = cosh(x)− 1.

Podpriestor centrovaných funkcii v LΦ(p) potom parametrizuje okolie bodu p na
variete rozdelení pravdepodobnosti ekvivalentných p. Parametrické krivky sú práve
exponenciálne triedy spájajúce dva body. Priestor LΦ(p) nie je reflexívny, takže
geometrické štruktúry zavedené pre parametrické modely nemajú priamočiare zo-
všeobecnenie. Riemannovská štruktúra sa vo všeobecnosti nedá zaviesť a Fisherovu
informáciu dostaneme ako skalárny súčin, ktorý je definovaný diferencovaním kumu-
lantového vytvárajúceho funkcionálu. V tomto prípade sú α-konexie definované ako
sekcie na rôznych fibráciach a ich dualita zodpovedá Banachovej dualite Orliczových
priestorov [24, 56].
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4.1.2 Geometria kvantových stavov: konečnorozmerný
prípad

Cieľom kvantovej informačnej geometrie je rozšírenie výsledkov klasickej teórie na
stavové priestory kvantových systémov. V najjednoduchšom prípade, keď je kvan-
tový systém reprezentovaný na n-rozmernom Hilbertovom priestore, stačí skúmať
geometriu variety Dn pozitívne definitných matíc hustoty dimenzie n, pretože každý
dostatočne regulárny model sa dá do nej vnoriť. Ako otvorená podmnožina euklidov-
ského priestoru má Dn prirodzenú afinnú a diferencovateľnú štruktúru. Už v tomto
jednoduchom prípade sa však objavuje viacero problémov, ktoré nemajú klasickú
obdobu.

Dotykový priestor Tρ(Dn) je izomorfný s priestorom hermitovských matíc s nu-
lovou stopou. Riemannovská metrika na Dn má tvar

λρ(X, Y ) = TrXJρ(Y ), X, Y ∈ Tρ(Dn), (3)

kde Jρ je vhodný operátor na maticiach. Za kvantovú verziu Fisherovej informácie sa
obvykle považuje tzv. SLD-metrika, definovaná pomocou symetrickej logaritmickej
derivácie JSLDρ (Y ) = H, kde 2Y = ρH + Hρ [32]. Pre túto veličinu platí nerovnosť
analogická Cramér-Raovej nerovnosti, ale nie je optimálna ani asymptoticky, na
rozdiel od klasického prípadu.

Inšpirovaní jednoznačnosťou dokázanou v [11], Čencov a Morozova [12] študo-
vali Riemannovské metriky na Dn, ktoré sú monotónne vzhľadom na stochastické
zobrazenia. Ukázalo sa, že na rozdiel od klasického prípadu existuje široká trieda ta-
kýchto metrík. Petz dokázal [52], že metrika je monotónna práve vtedy, ak príslušný
operátor Jρ má tvar

Jfρ := R−1
ρ f(LρR

−1
ρ )−1, Lρ(X) = ρX, Rρ(X) = Xρ (4)

pre nejakú operátor monotónnu funkciu f : (0,∞) → (0,∞), ktorá je symetrická:
f(t) = tf(t−1). Označme takúto metriku λf . Ak navyše platí f(1) = 1, λf sa na
klasickej podvariete diagonálnych matíc zhoduje s Fisherovou metrikou a hovoríme
jej kvantová Fisherova informácia.

Najmenším prvkom v množine kvantových Fisherových informácií je λSLD, ktorú
dostaneme pre f(x) = 1

2
(1 + x). Ďalším dôležitým príkladom je Wigner-Yanase-

Dysonova metrika λα = λ−α, α ∈ [−3, 3] [28], ktoré možno dostať ako lokálnu apro-
ximáciu α-divergencií. Metrika λ±1 sa nazýva aj Bogoljubov-Kubo-Moriho (BKM)
metrika. Lesniewski a Ruskai dokázali, že každá monotónna metrika sa dá definovať
ako lokálna aproximácia nejakej kvázi-entropie [40].

Amariho konštrukcia α-konexie pomocou vnorení sa dá rozšíriť na kvantový prí-
pad a ľahko vidno, že varieta Dn je plochá vzhľadom na ∇(e) a ∇(m). Rozšírená
varieta D̂n striktne pozitívnych matíc je plochá vzhľadom všetky ∇(α). Ale ∇(e)

a ∇(m) nie sú navzájom duálne vzhľadom na obvyklú SLD metriku. Nagaoka [46]
skúmal duálne konexie k ∇(m) a dokázal, že majú nenulovú torziu, čiže nemôžu byť
ploché, pokiaľ metrika nie je BKM, v tom prípade je duálnou konexiou ∇(e). Dualita
kvantových α-konexií bola predmetom viacerých prác, napr. [27, 56, 26].
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4.1.3 Neparametrické kvantové informačné variety

Neparametrická verzia kvantovej informačnej geometrie stále nie je uspokojivo pre-
skúmaná. Hlavnou ťažkosťou je neexistencia vhodných nekomutatívnych zovšeobec-
není Orliczových priestorov pre von Neumannove algebry. Pre operátory hustoty na
separabilnom Hilbertovom priestore bola navrhnutá konštrukcia Banachovej variety
využívajúca malé perturbácie Hamiltoniánu v každom bode [62, 25], alebo istú formu
Youngovej funkcie na priestore ohraničených samoadjungovaných operátorov, [63].
Na varietach v stavovom priestore semifinitnej von Neumannovej algebry sa afinné
α-konexie pre α ∈ (−1, 1) zavádzajú vnorením stavového priestoru do nekomuta-
tívneho Lp-priestoru Lp(M, τ), p = 2

1−α [23], čo zodpovedá Amariho vnoreniam.
Dualita ±α-konexií je dôsledkom duality priestorov L 2

1−α
a L 2

1+α
.

4.2 Porovnávanie štatistických experimentov a
postačujúce kanály

4.2.1 Klasické štatistické experimenty a kanály

V štatistickej teórii rozhodovania sa štatistický experiment definuje ako trojica E =
(X,A,P), kde P = {Pθ, θ ∈ Θ} ⊂ S(X,A, µE). Množina P predstavuje triedu mo-
žných rozdelení pravdepodobnosti, z ktorých boli vybrané dáta. Na základe realizácie
dát x ∈ X vyberáme rozhodnutie d ∈ D. My budeme uvažovať len konečné množiny
rozhodnutí D, vo všeobecnosti je D topologický priestor. Funkcia W : Θ×D → R,
taká, že Wθ = W (θ, ·) sú ohraničené spojité funkcie, sa nazýva stratová funkcia.
Položme ‖Wθ‖ := supt∈D |Wθ(t)|. Trojica (Θ, D,W ) sa nazýva rozhodovací problém.
Ak D je dvojprvková množina, ide o testovací problém.

Najvšeobecnejšie rozhodovacie pravidlo sa dá popísať ako stochastické zobraze-
nie M : S(X,A, µE) → S(D,B0(D)), kde B0(D)) je Baireovská σ-algebra. Riziko
pravidla M pri danej hodnote parametra θ je dané ako

RE,D,W,θ(M) =

∫
D

WθdM(Pθ).

Množinu všetkých rozhodovacích pravidiel budeme označovať ako R(E , D).
Nech E = {X,A,P} a F = (Y,B,Q) sú dva experimenty s rovnakou množinou

parametrov Θ. Ak pre každý rozhodovací problém (Θ, D,W ) a každé M ∈ R(F , D)
existuje N ∈ R(E , D) také, že

RE,D,W,θ(N) ≤ RF ,D,W,θ(M), ∀θ ∈ Θ,

potom E je informatívnejší ako F , čo označíme ako E � F . Ľahko vidno, že toto
platí ak existuje kanál T : S(X,A, µE) → S(Y,B, µF) taký, že Q = T (P). V tomto
prípade hovoríme, že F je randomizáciou E . Nasledujúce tvrdenie je jedným zo
základných výsledkov teórie porovnávania štatistických experimentov.

Veta 4.2.1 (Blackwell-Sherman-Steinova (BSS) veta [4, 58, 60]). Experiment F je
randomizáciou experimentu E práve vtedy, ak E je informatívnejší ako F .
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Ďalším dôležitým výsledkom je Le Camovo randomizačné kritérium. Le Cam
zadefinoval mieru deficiencie na štatistických experimentoch ako

δ(E ,F) = inf
T

sup
θ
‖pθ − T (qθ)‖1,

kde infimum berieme cez všetky kanály s vhodným vstupom a výstupom. Deficiencia
zjavne nie je symetrická; maximum deficiencií medzi E a F definuje pseudometriku
na množine štatistických experimentov s parametrickým priestorom Θ, ktorá je dôle-
žitá v teórii asymptotickej štatistiky. Randomizačné kritérium hovorí, že deficiencia
sa dá charakterizovať pomocou rizík rozhodovacích pravidiel.

Veta 4.2.2 (Le Camovo randomizačné kritérium [10]). Nech ε ≥ 0. Potom δ(E ,F) ≤
ε práve vtedy, ak pre každý rozhodovací problém (Θ, D,W ) a každé M ∈ R(F , D)
existuje M ∈ R(F , D) také, že

RE,D,W,θ(N) ≤ RF ,D,W,θ(M) +
ε

2
‖Wθ‖, ∀θ ∈ Θ.

Ak sa pri definícii informatívnosti obmedzíme na testovacie problémy, dostaneme
slabšie usporiadanie, ktoré nazývame 2-informatívnosť a označujeme E �2 F . Tieto
usporiadania sú ekvivalentné ak má množina parametrov Θ len dva prvky, teda pre
binárne experimenty. Podobné tvrdenie platí pre deficienciu, [64], pozri aj [61].

Podobne ako štatistické experimenty môžeme porovnávať aj kanály. Nech T a S
sú dva kanály s rovnakým vstupným priestorom. Uvažujme všetky štatistické expe-
rimenty na vstupe. Ak je výstupný experiment kanála T vždy informatívnejší ako
výstup kanála S, povieme, že S je zašumenejší ako T . Na druhej strane, randomi-
zácie kanála T zodpovedajú post-procesingom, čiže post-zloženiam s iným kanálom.
Usporiadanie tohto typu zaviedol Shannon [57], avšak pripúšťal aj pre-procesingy
a korelácie medzi vstupom a výstupom. Iné usporiadania sa dajú nájsť napr. v
[37, 18, 54, 7].

4.2.2 Kvantové štatistické experimenty a kanály

Kvantový štatistický experiment definujeme ako dvojicu E = (M,P), kdeM je von
Neumannova algebra a P = {ρθ, θ ∈ Θ} ⊂ S(M). Je zrejmé, že táto definícia za-
hŕňa aj klasické experimenty, pre ktoréM = L∞(X,A, µE) je komutatívna algebra.
Množinu všetkých kvantových štatistických experimentov s množinou parametrov
Θ označíme ako E(Θ).

Nech E ∈ E(Θ) a nech (Θ, D,W ) je rozhodovací problém. Rozhodovacie pravidlá
pre E sú potom merania resp. POVM s hodnotami v (D,B0(D)). Ďalej budeme uva-
žovať len experimenty na algebre B(H) pre konečnorozmerné Hilbertove priestory
H. V tomto prípade stačí uvažovať rozhodovacie problémy s konečnou množinou
rozhodnutí D.

Príklad 4.2.3. Špeciálnym prípadom rozhodovacieho problému je testovanie (viac-
násobných) hypotéz, kde Θ = D = {1, . . . ,m} a W (i, j) = 1 − δij. Úlohou je teda
zistiť, ktorý z danej množiny stavov {ρ1, . . . , ρm} ⊂ S(H) je ten správny. Rozhodo-
vacie pravidlo je dané POVM M = {M1, . . . ,Mm}, pričom Tr ρiMj sa interpretuje
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ako pravdepodobnosť výberu ρj ak skutočný stav je ρi. Ak sú dané apriórne prav-
depodobnosti λ1, . . . , λm, hľadáme optimálne Bayesovské riziko, alebo ekvivalentne
maximálnu Bayesovskú pravdepodobnosť úspechu. Označme E := {λi, ρi}mi=1, ta-
kúto množinu stavov s apriórnymi pravdepodobnosťami nazývame (štatistický) sú-
bor (ensemble). Maximálna Bayesovská pravdepodobnosť úspechu je daná ako

Psucc(E) := max
M

∑
i

λiTr ρiMi, (5)

kde maximalizujeme cez všetky POVM.

Príklad 4.2.4. Ak v predchádzajúcom príklade položíme Θ = D = {0, 1}, ide o
diskriminačný problém pre dva stavy ρ0, ρ1, alebo testovanie jednoduchej hypotézy
s jednoduchou alternatívou. Rozhodovacie pravidlá sú dané pozitívnymi operátormi
0 ≤M ≤ I a maximálna Bayesovská pravdepodobnosť úspechu je

Psucc(E) = Πλ(ρ0, ρ1) :=
1

2
(1− ‖λρ0 − (1− λ)ρ1‖1),

kde ‖ρ‖1 = Tr |ρ| je L1-norma na B(H).

Pojem randomizácie experimentov, Blackwellovo usporiadanie pomocou informa-
tívnosti a Le Camova deficiencia sa dajú prirodzene rozšíriť na všetky dvojice expe-
rimentov z E(Θ). Ak E ,F ∈ E(Θ) a menej informatívny experiment F je klasický,
potom BSS-veta (Veta 4.2.1) platí, podobne ostáva v platnosti aj Le Camovo ran-
domizačné kritérium (Veta 4.2.2). Vo všeobecnosti to však nie je pravda [44]. Úplnú
kvantovú verziu BSS-vety dokázali Shmaya [59] a Buscemi [5]. V týchto výsledkoch
sa využíva buď previazanosť alebo kompozícia experimentu s nejakým úplným sys-
témom stavov. Kvantovú verziu randomizačného kritéria dokázal Matsumoto [43],
táto verzia je však sformulovaná pomocou zovšeobecnenia rozhodovacích problémov
na tzv. kvantové rozhodovacie problémy. Takéto zovšeobecnenie je prirodzené, je
však čisto matematickou konštrukciou a jeho interpretácia v operačnom zmysle nie
je jasná.

Podobne môžeme rozšíriť porovnávanie kanálov, pre kvantové kanály je rozumné
uvažovať experimenty na vstupnom priestore spojenom s ancilou. Ukázalo sa, že
kvantový kanál Φ je v tomto silnejšom zmysle zašumenejší ako kanál Ψ práve vtedy,
ak Φ je post-procesingom Ψ [13, 5]. Aplikácie tohoto zaujímavého výsledku sa našli
v [9, 6, 8, 7].

4.2.3 Klasické a kvantové postačujúce kanály

Nech T je kanál a E ∈ E(Θ) je štatistický experiment na jeho vstupnom priestore.
Nech T (E) je zodpovedajúca randomizácia E . Kanál T je postačujúci vzhľadom na
E ak je zároveň T (E) randomizáciou E , teda ak existuje kanál S taký, že S ◦T (E) =
E . Ak E je klasický, potom podľa Vety 4.2.1 taký kanál existuje práve vtedy, ak
T (E) � E , teda ak E a T (E) sú ekvivalentné v zmysle Blackwellovej informatívnosti.
Pre kvantové experimenty podobné tvrdenie nie je známe.

Špeciálnym prípadom postačujúceho kanála pre klasické experimenty je postaču-
júca štatistika, čiže merateľné zobrazenie f : (X,A) → (Y,B) také, že podmienená
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pravdepodobnosť Pθ[A|f ], A ∈ A nezávisí od parametra θ. Postačujúce štatistiky
sú charakterizované faktorizačným kritériom

pθ(x) = h(x)qθ(f(x)),

kde qθ a h sú pozitívne merateľné funkcie. Postačujúcosť pre klasické kanály sa v
literatúre uvažuje pre špeciálne prípady Markovovských jadier, [17, 30, 41]. Niektoré
charakterizácie klasických postačujúcich kanálov sú zhrnuté v nasledujúcej vete.

Veta 4.2.5. (i) [61] T je postačujúci kanál vzhľadom na E práve vtedy, ak T (E) �2

E.

(ii) [39] Ak existuje θ0 ∈ Θ také, že S(Pθ‖Pθ0) < ∞ pre všetky θ, potom T je
postačujúci vzhľadom na E práve vtedy, ak

S(T (Pθ)‖T (Pθ0)) = S(Pθ‖Pθ0), θ ∈ Θ.

(iii) [17, 41] Ak f : [0,∞) → R je striktne konvexná funkcia, potom v podmienke
(ii) môžeme relatívnu entropiu S nahradiť f -divergenciou Sf .

Výskum kvantových postačujúcich kanálov začal v článkoch Petza [50, 51], ktorý
študoval podmienky, za ktorých kanál Φ zachováva Arakiho relatívnu entropiu S a
pravdepodobnosť prechodu S1/2 pre podmnožinu normálnych stavov von Neuman-
novej algebry M. Niektoré výsledky týchto článkov zhŕňa nasledujúca veta.

Veta 4.2.6. [50, 51] Nech M, N sú von Neumannove algebry a nech Φ je kanál
M∗ → N∗. Nech E = (M,P) je štatistický experiment a nech P obsahuje nejaký
verný (faithful) stav σ.

(i) Φ je postačujúci kanál vzhľadom na E práve vtedy, ak

S1/2(Φ(ρ)‖Φ(σ)) = S1/2(ρ‖σ), ∀ρ ∈ P .

(ii) Ak S(ρ‖σ) < ∞ pre všetky ρ ∈ P, potom tvrdenie (i) platí aj keď sa S1/2

nahradí S.

(iii) Existuje kanál Φσ : N∗ →M∗ taký, že Φσ ◦Φ(σ) = σ a Φ je postačujúci kanál
vzhľadom na E vtedy a len vtedy, ak Φσ ◦ Φ(ρ) = ρ, ρ ∈ P. Tento kanál sa
nazýva Petzov duál.

Kvantová verzia faktorizačného kritéria pre konečnorozmerný prípad sa našla v
článku [45], pre von Neumannove algebry typu I v [34, 35]. Rozšírenie Vety 4.2.5 (iii)
bolo dokázané v [31], tu sa však vyžaduje ďalšia podmienka na operátor-konvexnú
funkciu f . Táto podmienka platí pre α-divergencie, α ∈ (−3, 3).

Kvantové faktorizačné kritérium je silná podmienka na štruktúru príslušných
stavov a kanála. Používa sa na nájdenie podmienok, za ktorých sa dosahuje rovnosť
v niektorých entropických nerovnostiach. Dôležitým príkladom takejto aplikácie je
charakterizácia kvantových Markovovských trojíc pomocou rovnosti v silnej subadi-
tivite (SSA) entropie [29, 34].
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4.3 Merania na kvantových kanáloch a kvantové
komby

Nech H, K sú konečnorozmerné Hilbertove priestory a nech Φ : B(H) → B(K) je
lineárne zobrazenie. Choiova reprezentácia Φ je definovaná ako [16]

C(Φ) =
1

d

∑
i,j

Φ(|ei〉〈ej|)⊗ |ei〉〈ej|,

kde d = dim(H) a |e1〉, . . . , |ed〉 je nejaká ortonormálna báza H. Zobrazenie Φ 7→
C(Φ) je lineárny a order izomorfizmus množiny lineárnych zobrazení B(H)→ B(K)
na B(K⊗H), ktorý zobrazuje kanály na konvexnú podmnožinu stavového priestoru
S(K ⊗H).

Merania na kvantových kanáloch B(H) → B(K) sa obvykle popisujú trojicou
(H0, ρ,M), kde H0 je konečnorozmerný Hilbertov priestor (ancila), ρ ∈ S(H⊗H0)
a M je POVM, popisujúca meranie na B(K⊗H0). Ak množina výsledkov merania
je {1, . . . ,m}, potom výstupné pravdepodobnosti sú dané ako

pi(Φ) = Tr (Φ⊗ idH0)(ρ)Mi, i = 1, . . . ,m. (6)

Podobne ako pre kvantové stavy môžeme uvažovať problém diskriminácie dvoch
kanálov Φ0 a Φ1. Optimálne Bayesovské riziko je v tomto prípade

Πλ(Φ0,Φ1) := minλp1(Φ0) + (1− λ)p0(Φ1) =
1

2
(1− ‖λρ0 − (1− λ)ρ1‖�),

kde [36]
‖Φ‖� := sup

σ∈H⊗H
‖(Φ⊗ id)(σ)‖1

je norma na hermitovských lineárnych zobrazeniach. Viac informácií o tejto norme
a diskriminácii kvantových kanálov sa dá nájsť napr. [66].

Uvedený popis meraní nie je jedno-jednoznačný, ľahko vidno, že rôzne trojice
môžu viesť k rovnakým výstupným pravdepodobnostiam. Iný popis pomocou tzv.
procesových POVM zaviedol Ziman [67]. Procesové POVM sú definované ako m-
tice pozitívnych operátorov F1, . . . , Fm na K ⊗ H takých, že

∑
i Fi = I ⊗ σ, kde

σ ∈ S(H). Výsledné pravdepodobnosti sú potom dané ako

pi(Φ) = TrC(Φ)(ρ)Fi, i = 1, . . . ,m.

Každé meranie dané nejakou trojicou (H0, ρ,M) sa dá reprezentovať procesovou
POVM a naopak.

Procesové POVM patria medzi (probabilistické) kvantové komby definované sku-
pinou G.M. D’Ariana [15, 14]. Kvantové N -komby sú definované ako Choiove repre-
zentácie úplne pozitívnych zobrazení, ktoré zobrazujú množinu (N − 1)-kombov na
1-komby, čiže Choiove matice kanálov. Tvoria matematický aparát popisujúci kvan-
tové zariadenia, ktorý zároveň zahŕňa aj dosiahnuteľné transformácie medzi nimi a
merania na nich, tzv. testery.
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Z definície je jasné, že kvantové komby tvoria konvexnú podmnožinu viacčasťo-
vého stavového priestoru. Podobne ako pre stavy je prirodzené definovať merania
na nich ako afinné zobrazenia do stavov na množine výsledkov merania. Je zjavné,
že procesové POVM, resp. testery definujú merania aj v tomto zmysle. Otázka, či
všetky merania môžu byť popísané takýmto spôsobom a teda či sú kvantové testery
prirodzene odvodené z konvexnej štruktúry stavového priestoru, je jednou z úloh
riešených v tejto práci.

5 Hlavné výsledky práce

5.1 Štruktúry informačnej geometrie

V tejto časti sa nachádzajú články zamerané na konštrukcie diferenciálno-geometrických
štruktúr na kvantových stavových priestoroch. Tieto konštrukcie pre konečnoroz-
merný a nekonečnorozmerný prípad sa značne odlišujú, preto ich popíšeme v dvoch
podkapitolách.

5.1.1 Konečnorozmerné kvantové stavové priestory

Nech D̂n je varieta pozitívne definitných matíc (bez normalizácie) a nech x1, . . . , xN
je súradnicový systém na D̂n. Dotykový priestor Tρ(D̂n) v bode ρ môžeme stotožniť s
priestorom všetkých Hermitovských matíc. Budeme uvažovať tri konštrukcie dualis-
tickej afinnej štruktúry (λ,∇,∇∗) na D̂n. Každá z nich sa na podvariete diagonálnych
matíc zhoduje s (λF ,∇(α),∇(−α)) pre nejaké α ∈ R. Keďže sa táto podvarieta dá
stotožniť s P̂n, je vzhľadom na túto štruktúru duálne plochá. Budeme sa zaujímať
o prípady, kedy je duálne plochá celá varieta D̂n.

Konštrukcia pomocou Amariho vnorení

Nech λ je monotónna metrika na D̂n daná operátorom Jρ tvaru (4). Uvažujme
konexiu ∇̄(α), ktorú dostaneme z afinnej štruktúry priestoru Hermitovských matíc
pomocou Amariho vnorenia

gα : ρ 7→


2

1−αρ
1−α
2 , α 6= 1

log(ρ), α = 1

a nech ∇̄(α∗) je duálna konexia vzhľadom na λ. Konexia ∇̄(α) je plochá pre všetky
α, avšak ∇̄(α∗) má vo všeobecnosti nenulovú torziu (a teda nie je plochá).

Veta 5.1.1. Nasledujúce tvrdenia sú ekvivalentné.

(i) ∇̄(α∗) má nulovú torziu.

(ii) α je z intervalu [−3, 3] a λ je Wigner-Yanase-Dysonova metrika λα.

(iii) ∇̄(α∗) = ∇̄(−α).
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Plochá dualistická štruktúra (λα, ∇̄(α)∇̄(−α)), α ∈ [−3, 3], definuje kanonickú diver-
genciu na D̂n, ktorá sa zhoduje s kvantovou α-divergenciou Dα.

Konštrukcia pomocou kvázi-entropií

Nech g : (0,∞)→ R je operátor konvexná funkcia, taká, že g(1) = 0, g′′(1) = 1. Nech
ĝ je transpozícia g, daná vzťahom ĝ(w) = wg(w−1). Označme λg Riemannovskú
metriku na D̂n, ktorú dostaneme z kvázi-entropie Sg ako v (1). Podľa [40] je λg

monotónna a každú kvantovú Fisherovu informáciu dostaneme týmto spôsobom.
Nech ∇g je konexia, ktorá je daná Sg ako v (2). Potom (λ,∇g,∇ĝ) tvoria dualistickú
štruktúru s nulovou torziou, navyše na P̂n sa zhoduje s (λF ,∇(α),∇(−α)) pre α =
2g′′′(1) + 3. Platí však nasledujúce tvrdenie.

Veta 5.1.2. Nech α = 2g′′′(1) + 3. Potom nasledujúce tvrdenia sú ekvivalentné.

(i) ∇g je plochá.

(ii) α ∈ [−3, 3] a ∇g = ∇̄(α).

(iii) α ∈ [−3, 3] a λ = λα.

Dôsledok 5.1.3. Metrická konexia vzhľadom na kvantovú Fisherovu informáciu λ
na je D̂n plochá práve vtedy, ak λ je Wigner-Yanaseho metrika λ0.

Konštrukcia pomocou afinnej zmesi

Nech λ = λBKM = λ±1, potom podľa vety 5.1.1 sú konexie ∇̄(1) a ∇̄(−1) navzájom
duálne a ploché. Pre α ∈ R, položme

∇̃(α) :=
1 + α

2
∇̄(1) +

1− α
2
∇̄(−1),

potom (λBKM , ∇̃(α), ∇̃(−α)) je dualistická štruktúra s nulovou torziou, ktorá sa na
P̂n sa zhoduje s (λF ,∇(α),∇(−α)).

Veta 5.1.4. Nasledujúce tvrdenia sú ekvivalentné.

(i) ∇̃(α) je plochá.

(ii) ∇̃(α) = ∇̄(α).

(iii) α = ±1.

5.1.2 Neparametrické kvantové informačné variety

V tejto časti sme skúmali geometrické štruktúry na množine verných stavov von
Neumannovej algebry M. Nech M∗ je preduál M.
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Konštrukcia pomocou α-vnorení

Nech φ je verná normálna polokonečná váha (f.n.s. weight) naM+. Pre p > 1, nech
Lp(M, φ) je nekomutatívny Lp-priestor vzhľadom na φ, ktorý zaviedol Masuda [42]
a nech ‖ · ‖p,φ je príslušná norma. Nech α ∈ (−1, 1) a položme p = 2

1−α . Potom
môžeme zadefinovať nekomutatívne α-vnorenie

`α :M∗ → Lp(M, φ), ω 7→ pu∆
1/p
ϕ,φ,

kde ω = ϕ(au) je polárny rozklad a ∆ϕ,φ je relatívny modulárny operátor. Keďže
‖u∆

1/p
ϕ,φ‖p,φ = ϕ(1)1/p, `α zobrazuje jednotkovú guľu v M∗ na guľu s polomerom p

v Lp(M, φ). Vnorenie `α definuje homeomorfizmus medzi pozitívnymi kužeľmi M+
∗

a L+
p (M, φ), [38]. Topológiu na M+

∗ indukovanú slabou topológiou na L+
p (M, φ)

nazveme α-slabou topológiou. MnožinuM∗ s indukovanou diferencovateľnou štruk-
túrou označíme ako Mα.

Položme q = 2
1+α

, potom priestory Lp(M, φ) a Lq(M, φ) sú navzájom duálne.
Nech 〈·, ·〉φ je dualita medzi týmito priestormi, potom pre ω ∈M+

∗ máme

〈`α(ω), a∗`−α(ω)〉φ = pqω(a), a ∈M.

Zobrazenia `α a `−α môžeme považovať za navzájom duálne súradnicové systémy na
M∗. Afinná štruktúra na Lp-priestoroch indukuje dvojicu globálne plochých konexií
na duálnych bundloch TMα a TM−α.

Nech C ⊆ Mα a nech ϕt je hladká krivka v M−α taká, že ϕt0 = σ ∈ C. Potom
povieme, že ϕt je α-normálna k C v bode σ ak a platí

Re(〈ϕ̇t0 , X〉φ) ≤ 0, ∀X ∈ Tσ(Mα).

Zadefinujme funkciu Ψp : Lp(M, φ)→ R+ ako

Ψp(x) = q‖x
p
‖pp.

Keďže priestory Lp(M, φ) sú pre všetky p > 1 uniformne konvexné a uniformne
hladké, funkcia Ψp je striktne konvexná a Fréchetovsky diferencovateľná. Jej Legendre-
Fenchelov duál je Ψq a príslušná Bregmanova divergencia má tvar

Dp(x, y) = Ψp(x) + Ψq(ỹ)− Re(〈x, ỹ〉φ), x, y ∈ Lp(M, φ),

kde ỹ = `−α`
−1
α (y). Ak ϕ, ψ ∈M+

∗ , potom

Dα(ψ‖ϕ) := Dp(`α(ψ)‖`α(ϕ))

=
2

1 + α
ψ(1) +

2

1− αϕ(1)− 4

1− α2
〈∆

1−α
2

ψ,φ ,∆
1+α
2

ϕ,φ 〉φ,

čo sa na S(M) zhoduje s Petzovou kvázi-entropiou Sα. Nasledujúce vlastnosti Dα

vyplývajú z vlastností Bregmanovej divergencie:

(i) Dα(ψ‖ϕ) ≥ 0 a rovnosť nastáva práve vtedy, ak ϕ = ψ.
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(ii) Dα(ψ‖ϕ) = D−α(ϕ‖ψ)

(iii) zovšeobecnená Pythagorova veta

Dα(ψ‖ϕ) +Dα(ϕ‖σ) = Dα(ψ‖σ) + 〈`α(ψ)− `α(ϕ), `−α(σ)− `−α(ϕ)〉φ

Nech ϕ ∈M+
∗ , C ⊆M+

∗ . Potom ψ ∈ C je α-projekciou ϕ na C ak platí

Dα(ψ‖ϕ) = min
σ∈C

Dα(σ‖ϕ).

Veta 5.1.5. Nech C ⊆ M+
∗ a nech `α(C) je slabo uzavretá konvexná podmnožina

Lp(M, φ). Potom

(i) Pre každé ϕ ∈ M+
∗ existuje práve jedna projekcia ϕC na C a zobrazenie

ϕ 7→ ϕC je spojité zobrazenie z M+
∗ s obvyklou topológiou do C s α-slabou

topológiou.

(ii) Nech ϕ ∈M+
∗ , ψ ∈ C a nech ψt := `−1

−α(`−α(ψ)+t(`−α(ϕ)−`−α(ψ))) je geodetika
vzhľadom na −α-konexiu, spájajúca ϕ a ψ. Potom ψ = ϕC práve vtedy, ak ψt je α-
normálna k C v bode ψ.

Konštrukcie pomocou kvantovej relatívnej entropie

Nech F je množina verných normálnych stavov naM. Vnorenie F ⊆M+
∗ (resp. do

pozitívneho kužeľa nekomutatívneho Lp-priestoru) nemožno použiť na konštrukciu
diferencovateľnej štruktúry, lebo tento pozitívny kužeľ má prázdne vnútro. Použi-
jeme preto konštrukciu podobnú Pistone-Sempiho konštrukcii pre klasické stavy.
Dôležitú úlohu pri tom hrá Arakiho relatívna entropia S.

Nech ϕ ∈ F . Označme

Pϕ := {ω ∈M+
∗ , S(ω‖ϕ) <∞}

Sϕ := {ω ∈ S(M), S(ω‖ϕ) <∞}
Sϕ,C := {ω ∈ S(M), S(ω‖ϕ) ≤ C},

kde C > 0. Potom Sϕ,C je konvexná množina, kompaktná v slabej topológii, Sϕ je
stena (face) stavového priestoru S(M) a Pϕ je konvexný kužeľ generovaný Sϕ.

Nech Ms ⊂M je reálny vektorový podpriestor samoadjungovaných operátorov
a nechM∗

s je jeho duál, tedaM∗
s je priestor hermitovských, nie nutne normálnych,

funkcionálov na M. Zadefinujme funkcionál Fϕ :M∗
s → R ∪ {∞} ako

Fϕ(ω) =

{
S(ω‖ϕ), ω ∈ S(M)
∞ inak

.

Potom Fϕ je striktne konvexný a zdola polospojitý, s efektívnou doménou dom(Fϕ) =
Sϕ. Nech cϕ je konvexne združený funkcionál

cϕ(h) = sup
ω∈S(M)

{ω(h)− Fϕ(ω)}, h ∈Ms,
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potom cϕ je striktne konvexný spojitý funkcionál na Ms, ktorý všade nadobúda
konečné hodnoty. Položme

Φϕ(h) =
exp{cϕ(h)}+ exp{cϕ(−h)}

2
− 1, h ∈Ms.

Tvrdenie 5.1.6. Minkowského funkcionál množiny Cϕ = {h ∈ Ms,Φϕ(h) ≤ 1} je
spojitý vzhľadom na operátorovú normu a definuje normu na Ms.

Označme túto normu ako ‖·‖ϕ. NechBϕ je zúplnenieMs vzhľadom na ‖·‖ϕ a nech
Bϕ,0 = {h ∈ Bϕ, ϕ(h) = 0}. Nech Aϕ je priestor spojitých afinných funkcionálov na
Sϕ,0 so suprémovou normou a nech Aϕ,0 = {f ∈ Aϕ, f(ϕ) = 0}. Nech B∗ϕ, B∗ϕ,0, A∗ϕ
a A∗ϕ,0 sú duálne Banachove priestory.

Tvrdenie 5.1.7. (i) Bϕ,0 = Aϕ,0, s ekvivalentnými normami.

(ii) B∗ϕ = Pϕ − Pϕ a B∗ϕ ∩M+
∗ = Pϕ.

(iii) B∗ϕ,0 je reálny podpriestor v M∗, generovaný Sϕ.

(iv) Jednotková guľa v A∗ϕ,0 má tvar Sϕ,1 − Sϕ,1.

Funkcionál cϕ môžeme rozšíriť naBϕ. Toto rozšírenie je striktne konvexné, spojité
a pre každé h ∈ Bϕ existuje jediný normálny stav, označený ako [ϕh], ktorý spĺňa

cϕ(h) = [ϕh](h)− S([ϕh]‖ϕ) = sup
ω∈Sϕ
{ω(h)− S(ω‖ϕ)} .

Navyše [ϕh] ∈ F , zobrazenie Bϕ,0 3 h 7→ [ϕh] je jedno-jednoznačné a platí nasledu-
júce retiazkové pravidlo:

Tvrdenie 5.1.8. Nech h, k ∈ Bϕ. Potom Bϕ = B[ϕh] s ekvivalentnými normami a
[[ϕh]k] = [ϕh+k].

Štruktúru diferenciálnej variety na F skonštruujeme takto: pre každé ϕ ∈ F ,
nech Vϕ je otvorená jednotková guľa v Bϕ,0 a nech sϕ : Vϕ → F je zobrazenie
h 7→ [ϕh]. Nech Uϕ := sϕ(Vϕ) a nech eϕ := s−1

ϕ |Uϕ .

Veta 5.1.9. {(Uϕ, eϕ), ϕ ∈ F} je C∞-atlas na F .

Množina Fϕ = {[ϕh], h ∈ Bϕ,0} je súvislá komponenta variety F s týmto atlasom
a ak ψ ∈ F , potom ψ ∈ Fϕ práve vtedy, ak funkcia

fψ : ω 7→ S(ω‖ψ)− S(ω‖ϕ)− S(ψ‖ϕ)

je spojitá na Sϕ,1. V tom prípade fψ ∈ Aϕ,0 = Bϕ,0 a ψ = [ϕfψ ].
Nech Φ :M∗ → N∗ je kanál, potom jeho adjungované zobrazenie sa dá rozšíriť

na kontrakciu BΦ(ϕ) → Bϕ. Postačujúce kanály pre dvojice stavov z tej istej súvislej
komponenty sa dajú charakterizovať nasledovne:

Veta 5.1.10. Ak ψ ∈ Fϕ, potom kanál Φ je postačujúci vzhľadom na {ϕ, ψ} práve
vtedy, ak Φ(ψ) ∈ FΦ(ϕ) a Φ∗(fΦ(ψ)) = fψ.
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Ak ϕ, ψ sú z jednej súvislej komponenty, definujme zobrazenie

U
(e)
ϕ,ψ : Bϕ,0 3 h 7→ h− ψ(h) ∈ Bψ,0.

Tieto zobrazenia definujú paralelný transport na tangenciálnom bundli TFϕ. Duálny
paralelný transport je definovaný na kotangenciálnom bundli T ∗Fϕ ako

U
(m)
ϕ,ψ : B∗ϕ,0 3 v 7→ v ∈ B∗ψ,0,

teda je to triviálny paralelný transport, daný konvexnou štruktúrou na F .

5.2 Porovnávanie kvantových kanálov a
štatistických experimentov

V tejto časti uvažujeme len konečnorozmerné Hilbertove priestory.

5.2.1 Charakterizácie postačujúcich kanálov

Nech H je Hilbertov priestor a nech E = (B(H),P) je kvantový štatistický experi-
ment. Nech Φ : B(H) → B(K) je kanál. Zaujímajú nás podmienky, za ktorých je
Φ postačujúci vzhľadom na E . Bez ujmy na všeobecnosti môžeme predpokladať, že
P je konvexná množina, obsahujúca nejaký verný stav σ taký, že σ0 := Φ(σ) je tiež
verný. Petzov duál Φσ má v tomto prípade tvar

Φσ(X) = σ1/2Φ∗(σ
−1/2
0 Xσ

−1/2
0 )σ1/2, X ∈ B(K),

pozri Vetu 4.2.6 (iii).

Charakterizácia pomocou testovacích problémov

Nech ρ ∈ P . Uvažujme diskriminačný problém pre {ρ, σ}, s apriórnymi pravde-
podobnosťami λ, 1 − λ. Nech Πλ(ρ, σ) je minimálna Bayesovská pravdepodobnosť
chyby. Podobne, nech Πλ(Φ(ρ),Φ(σ)) je minimálna Bayesovská pravdepodobnosť
chyby pre diskrimináciu {Φ(ρ),Φ(σ)}. Ľahko vidno, že Π0

λ ≥ Πλ. Zaujíma nás prí-
pad, keď nastáva rovnosť pre všetky λ ∈ (0, 1), čo je ekvivalentné rovnosti

‖ρ− tσ‖1 = ‖Φ(ρ)− tΦ(σ)‖1, ∀t > 0. (7)

Veta 5.2.1. Nasledujúce podmienky sú ekvivalentné.

(i) Φ je postačujúci vzhľadom na E.

(ii) ‖ρ − tσ‖1 = ‖Φ(ρ) − tΦ(σ)‖1 pre všetky t > 0 a všetky ρ ∈ S(H) také, že
σisρσ−is ∈ P pre nejaké s ∈ R.

(iii) ‖ρ⊗n − tσ⊗n‖1 = ‖Φ(ρ)⊗n − tΦ(σ)⊗n‖1 pre všetky t > 0, n ∈ N a ρ ∈ P.

Ak Φ(P) je podmnožina komutatívnej podalgebry v B(K), potom (i) je ekvivalentné
rovnosti (7) pre všetky ρ ∈ P.
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Charakterizácia pomocou Radon-Nikodýmovej derivácie

Jedna z verzií Radon-Nikodýmovej derivácie pre kvantové stavy ρ, σ má tvar

d(ρ, σ) := σ−1/2ρσ−1/2.

Ľahko vidno, že pre ľubovoľný stav ρ platí

d(Φ(ρ),Φ(σ)) = Φ∗ρ(d(ρ, σ)).

Veta 5.2.2. Nasledujúce podmienky sú ekvivalentné.

(i) Φ je postačujúci vzhľadom na E.

(ii) Φ∗(d(Φ(ρ),Φ(σ))) = d(ρ, σ), pre všetky ρ ∈ P.

(iii) Pre všetky ρ ∈ P je d(ρ, σ) pevný bod zobrazenia Φ∗ ◦ Φ∗σ.

Faktorizačné kritérium

Veta 5.2.3. Kanál Φ je postačujúci vzhľadom na E práve vtedy, ak existuje operátor
σR ∈ B(H)+ taký, že pre každé ρ ∈ P platí

ρ = Φ∗(ρL0 )σR, Φ(ρ) = ρL0 Φ(σR)

pre nejaký operátor ρL0 ∈ B(K)+.

Charakterizácia pomocou Fisherovej informácie

Nech f : (0,∞) → (0,∞) je symetrická operátor monotónna funkcia a nech λf je
zodpovedajúca monotónna metrika. Potom t 7→ f(t)−1 je nezáporná operátor mo-
notónna klesajúca funkcia. Pre každú takúto funkciu existuje pozitívna Borelovská
miera νf na [0,∞) taká, že platí

f(t)−1 =

∫ ∞
0

1

s+ t
dνf (s).

Označme tiež Lin(P) podpriestor generovaný množinou {ρ1 − ρ2, ρ1, ρ2 ∈ P}.

Veta 5.2.4. Nasledujúce podmienky sú ekvivalentné.

(i) Φ je postačujúci vzhľadom na E.

(ii) λσ(X,X) = λΦ(σ)(Φ(X),Φ(X)) pre všetky X ∈ Lin(P) a všetky monotónne
metriky λ.

(iii) λfσ(X,X) = λfΦ(σ)(Φ(X),Φ(X)) pre všetky X ∈ Lin(P) a nejakú monotónnu

metriku λf takú, že |supp(νf )| ≥ dim(H)2 + dim(K)2.
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5.2.2 Porovnávanie binárnych experimentov

Nasledujúce tvrdenia treba porovnať s klasickými výsledkami pre binárne experi-
menty (str. 11).

Veta 5.2.5. Nech E je binárny experiment. Potom nasledujúce tvrdenia sú ekviva-
lentné.

(i) E �2 F =⇒ E � F pre každý binárny experiment F .

(ii) E �2 F =⇒ E � F pre každý klasický binárny experiment F .

(iii) E je klasický experiment.

Z vlastností klasických binárnych experimentov a BSS vety vyplýva, že pre kla-
sické experimenty, E �2 F práve vtedy, ak F je randomizáciou E . Pre kvantové
experimenty platí slabšie tvrdenie.

Veta 5.2.6. Nech E = (B(H),P) a F = (B(K),Q) sú binárne experimenty. Ak
E �2 F , potom existuje úplne pozitívne zobrazenie Φ, také, že Φ(P) = Q (ale Φ
nemusí zachovávať stopu).

5.2.3 Porovnávanie kvantových kanálov

Nech Φ : B(H) → B(K) a Ψ : B(H) → B(K′) sú dva kanály. Deficiencia kanála Φ
vzhľadom na Ψ je definovaná ako

δ(Φ,Ψ) = inf
α
‖Φ− α ◦Ψ‖�,

kde α prebieha cez všetky kanály s vhodným vstupným a výstupným priestorom.
Ak δ = 0, potom Φ je post-processingom Ψ. Nasledujúce tvrdenie je rozšírením
Cheflesovho výsledku [13], ktorý platí pre ε = 0.

Veta 5.2.7. Nech ε ≥ 0. Potom δ(Φ,Ψ) ≤ ε práve vtedy, ak platí: Pre každý kone-
čnorozmerný Hilbertov priestor K0 a každý súbor E = {λi, σi}ki=1 kde σi ∈ S(H⊗K0),
i = 1, . . . , k,

Psucc((Φ⊗ id)(E)) ≤ Psucc((Ψ⊗ id)(E)) +
ε

2
Psucc(E).

Pri tom stačí uvažovať K0 = K a rovnomerne rozdelené súbory s k = (dim(K))2.

Pre štatistické experimenty dostaneme nasledujúcu verziu Le Camovho rando-
mizačného kritéria.

Veta 5.2.8. Nech E = (H, {ρθ, θ ∈ Θ}) a F = (K, {σθ, θ ∈ Θ}) sú kvantové
štatistické experimenty, ε ≥ 0. Potom nasledujúce tvrdenia sú ekvivalentné.

(i) Existuje kanál α : B(H)→ B(K), taký, že

sup
θ∈Θ
‖σθ − α(ρθ)‖1 ≤ 2ε
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(ii) Pre každú podmnožinu {θ1, . . . , θn} ⊆ Θ a každý súbor E = {λi, τi}ki=1, kde
τi =

∑n
j=1 |j〉〈j| ⊗ τ ji , τ ji ∈ B(K)+,

∑
j Tr τ ji = 1 platí

Psucc({λi,
n∑
j=1

σθj ⊗ τ ji }) ≤ Psucc({λi,
n∑
j=1

ρθj ⊗ τ ji }) + εPsucc(E).

Navyše, v (ii) stačí uvažovať súbory s k = dim(K)2 a rovnomerným rozdelením λ.

5.3 Konvexná štruktúra množiny kvantových
kanálov

Nech H je Hilbertov priestor, dim(H) < ∞. Nech K ⊆ S(H) je konvexná množina
stavov.

5.3.1 Merania a kanály na K

Nech (X,Σ) je merateľný priestor. Meranie na K s výsledkami v (X,Σ) definujeme
ako afinné zobrazenie m : K → S(X,Σ), ktoré každému ρ ∈ K priradí zodpoveda-
júce rozdelenie pravdepodobnosti výsledkov merania.

Budeme sa zaoberať len prípadom, keď X je konečná množina a Σ = 2X . Potom
každé meranie m je dané konečnou množinou afinných funkcionálov {mx : K →
[0, 1], x ∈ X}, takže

m(ρ)(A) =
∑
x∈A

mx(ρ), A ⊆ X.

Keďže K ⊂ B(H), každý afinný funkcionál na K sa dá rozšíriť na hermitovský
lineárny funkcionál na B(H), a teda existujú samoadjungované operátory {Mx, x ∈
X} také, že mx(ρ) = TrMxρ, ρ ∈ K. Takáto množina musí spĺňať

∑
xMx ∈ I+K⊥,

kde
K⊥ = {A ∈ B(H), TrAρ = 0, ∀ρ ∈ K}.

Ak má každý afinný funkcionál K → [0, 1] pozitívne rozšírenie na celé B(H),
potom operátory Mx možno vždy vybrať pozitívne. V tomto prípade hovoríme, že
{Mx, x ∈ X} je zovšeobecnená POVM vzhľadom na K.

Veta 5.3.1. Nech K ⊂ S(H) je konvexná množina. Každý afinný funkcionál K →
[0, 1] má pozitívne rozšírenie na celé B(H) práve vtedy, ak uzáver K̄ je sekcia sta-
vového priestoru, teda ak

K̄ = K⊥⊥ ∩ S(H).

Príkladom sekcie stavového priestoru je množina Choiových matíc všetkých ka-
nálov B(H) → B(K). Zovšeobecnené POVM vzhľadom na túto množinu sú práve
procesové POVM. Z toho vyplýva
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Dôsledok 5.3.2. Všetky merania na kanáloch sú dané procesovými POVM, resp.
trojicami (H0, ρ,M) ako v (6).

Kanály na K definujeme ako afinné zobrazenia K → S(K), ktorých rozšírenie
na podpriestor K⊥⊥ je úplne pozitívne. Špeciálnym prípadom sú merania na K:
meranie na K je kanál na K práve vtedy, ak sa dá rozšíriť na meranie na sekcii
generovanej K.

Veta 5.3.3. Každý kanál K → S(K) sa dá rozšíriť na úplne pozitívne zobrazenie
B(H)→ B(K). Úplne pozitívne zobrazenie Φ : B(H)→ B(K) definuje kanál na K
práve vtedy, ak jeho Choiova matica spĺňa

Tr KC(Φ) ∈ τH +K⊥. (8)

kde τH := dim(H)−1IH je maximálne zmiešaný stav.

Úplne pozitívne zobrazenie spĺňajúce podmienku (8) sa nazýva zovšeobecnený
kanál vzhľadom na K.

Poznámka 5.3.4. Ak K = S(H), zovšeobecnené POVM vzhľadom na K sú práve
POVM, podobne zovšeobecnené kanály sú kanály. V tomto prípade je vzťah medzi
meraniami a POVM jedno-jednoznačný. To už však pre všeobecné K neplatí: ak
pre dve zovšeobecnené POVM M a N platí Mi − Ni ∈ K⊥⊥ pre všetky i, potom
popisujú to isté meranie. To znamená, že merania zodpovedajú triedam ekvivalencie
zovšeobecnených POVM. Podobné tvrdenie platí pre vzťah kanálov na K a zovše-
obecnených kanálov.

5.3.2 Kvantové supermapy

Nech K je sekcia S(H0) obsahujúca maximálne zmiešaný stav τH0 . Potom množina
všetkých zovšeobecnených kanálov vzhľadom na K sa pomocou Choiových matíc dá
stotožniť so sekciou stavového priestoru S(K⊗H0), ktorú označíme ako CK(H0,K).
To umožňuje rekurentnú definíciu supermáp, ktoré sú definované podobne ako kvan-
tové komby: množina supermáp CK(H0, . . . ,Hn) je definovaná ako

CK(H0, . . . Hn) = CCK(H0,...Hn−1)(
n⊗
i=1

Hn−i,Hn).

AkK = S(H), potom C(H,K) := CK(H,K) je množina kvantových kanálovB(H)→
B(K) a používame označenie C(H0, . . . Hn) := CK(H0, . . . Hn).

Veta 5.3.5. Nech X ∈ C(H0, . . . Hn).

(i) Ak n = 2N −1, potom existuje ancilárny priestor HA a kanály Φi : B(H2i−2⊗
HA)→ (H2i−1⊗HA) také, že X = C(Φ), kde Φ : B(H0⊗H2⊗· · ·⊗H2N−2)→
B(H1 ⊗H3 ⊗ · · · ⊗ H2N−1) je kanál, zobrazený na obr. 1. To znamená, že X
je kvantový N-komb.
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Obr. 2: Kvantový N -tester
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Obr. 3: 3-tester aplikovaný na 3-comb

(ii) C(H0, . . .H2N) = C(C,H0, . . .H2N). To znamená, že existujú kanály Ψi po-
dobné ako v (i), ale prvý kanál má jednorozmerný vstupný priestor, a teda
zodpovedá stavu. Ak na výstupnú ancilu posledného kanála aplikujeme mera-
nie M , dostaneme testery [14], ktoré zodpovedajú meraniam na N-comboch,
pozri obr. 2, 3.

5.3.3 Bázové normy a rozlíšiteľnosť

V predchádzajúcom odstavci sme videli, že kvantové protokoly určitých typov tvoria
sekcie mnohočasťových stavových priestorov. V tejto časti nás zaujíma diskriminácia
takýchto protokolov, alebo všeobecnejšie diskriminácia prvkov sekcií báz pozitívneho
kužeľa v priestore operátorov na konečnorozmernom Hilbertovom priestore.

Označme reálny vektorový priestor samoadjungovaných operátorov na H ako
Bh(H) a uvažujme usporiadaný vektorový priestor (Bh(H), B(H)+), kde B(H)+ je
konvexný kužeľ pozitívnych operátorov. Stavový priestor S(H) tvorí bázu B(H)+,
inými slovami, S(H) je konvexná podmožina B(H)+, taká, že každý nenulový po-
zitívny operátor sa dá jediným spôsobom napísať ako pozitívny násobok nejakého
stavu. Všetky bázy kužeľa B(H)+ sú tvaru

Kρ = B(H)+ ∩ (c−1I + {ρ}⊥)
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pre nejaký pozitívne definitný operátor ρ ∈ B(H)+, Tr ρ = c. Každý takýto operátor
je jednotkou usporiadania (order unit) na (Bh(H), B(H)+) a funkcia

‖X‖ρ := inf{λ > 0, −λρ ≤ X ≤ λρ}

je norma na Bh(H) (order unit norm). Všimnime si, že ak σ ≥ 0, potom

log(‖σ‖ρ) = Dmax(ρ‖σ)

je max-relatívna entropia σ vzhľadom na ρ, [19]. Duálna norma je bázová norma
(base norm) pre Kρ, definovaná ako

‖X‖Kρ := inf{λ+ µ,X = λσ1 − µσ2, λ, µ ≥ 0, σ1, σ2 ∈ Kρ}.

Nech B je sekcia bázy Kρ, teda nech B = Kρ ∩ B⊥⊥. Budeme tiež predpokladať,
že B obsahuje nejaký striktne pozitívny prvok, vtedy povieme, že B je verná sekcia
bázy. Definujme

B̃ := {b̃ ∈ B(H)+, Tr b̃b = 1, ∀b ∈ B}
OB := {X = X1 −X2, X1 +X2 ∈ B}

Veta 5.3.6. (i) B̃ je verná sekcia bázy B(H)+, ktorá sa nazýva duálnou sekciou
k B.

(ii) OB je jednotková guľa normy, ktorú označíme ako ‖ · ‖B. K nej duálna norma
je ‖ · ‖B̃.

(iii) ‖X‖B = supb̃∈ri(B̃) ‖X‖Kb̃ = infb∈ri(B) ‖X‖b.

(iv) Ak X ≥ 0, potom ‖X‖B = supb̃∈B̃ Tr b̃X = infb∈B 2Dmax(X‖b).

Nech b0, b1 ∈ B. Uvažujme problém testovania hypotézy H0 = b0 oproti alter-
natíve H1 = b1. Testy sú dané afinnými funkcionálmi ϕ : B → [0, 1], kde ϕ(bi)
je interpretované ako pravdepodobnosť zamietnutia H0 ak ”skutočná”hodnota je
b = bi. Nech λ ∈ [0, 1] je apriórna pravdepodobnosť b = b0, potom stredná chyba
testu ϕ je

Pe(ϕ, λ) = λϕ(b0) + (1− λ)(1− ϕ(b1)).

Veta 5.3.7. Optimálna Bayesovská pravdepodobnosť chyby pri testovaní H0 = b0

oproti H1 = b1 je

Pmin
e (λ) = inf

ϕ
Pe(ϕ, λ) =

1

2
(1− ‖λb0 − (1− λ)b1‖B)

kde infimum berieme cez všetky testy na B.

Ako sme videli v predchádzajúcej časti, množina kanálov C(H0,H1) je verná
sekcia bázy B(H1 ⊗H0)+.

Veta 5.3.8. Označme C := C(H0,H1).
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(i) Nech X ∈ Bh(H1⊗H0) a nech Φ je hermitovské zobrazenie B(H0)→ B(H1),
také, že C(Φ) = X. Potom

‖X‖C = ‖Φ‖�

(ii) Duálna sekcia C̃ zodpovedá množine Choiových matíc zmazávacích (erasure)
kanálov φσ : B(H1) → B(H0), σ ∈ S(H0) ktoré zobrazia každý stav v S(H1)
na σ.

Duálnu normu môžeme interpretovať ako maximálnu pravdepodobnosť úspechu
pri testovaní viacnásobných hypotéz.

Veta 5.3.9. Nech E = {λi, ρi}ki=1 je štatistický súbor na priestore K. Položme
H = Ck a XE :=

∑
j λj|j〉〈j| ⊗ ρj, kde vektory |j〉 tvoria kanonickú bázu Ck. Potom

Psucc(E) = ‖XE‖C̃.

Podobné výsledky sa dajú nájsť pre kvantové supermapy. Ďalší výsledok sa týka
existencie testov na kanáloch s maximálne entanglovaným vstupným stavom.

Veta 5.3.10. Nech Φ0, Φ1 sú dva kanály B(H)→ B(K) s apriórnymi pravdepodob-
nosťami λ, 1−λ. Potom existuje optimálny Bayesovský test daný trojicou (H, ψ,M)
s maximálne entanglovaným vstupným stavom ψ práve vtedy, ak platí

Tr K|λC(Φ0)− (1− λ)C(Φ1)| ∝ IH.

6 Závery práce

Hlavné závery práce sa dajú zhrnúť nasledovne:

• Konštrukcie známe z klasickej informačnej geometrie definujú viacero rôznych
invariantných dualistických štruktúr na kvantovej variete D̂n. Požiadavka aby
afinné konexie boli ploché však vytrieďuje jednoparametrickú triedu takýchto
štruktúr. Oproti klasickému prípadu sú navyše hodnoty parametra α obmedzené
na interval [−3, 3].

• Na stavoch von Neumannovej algebry sú α-divergencie pre α ∈ (0, 1) kanonic-
kými divergenciami pre duálne hladké konexie, ktoré vzniknú vnorením do Lp-
priestorov.

• Skonštruovali sme diferencovateľnú štruktúru na množine verných stavov von Ne-
umannovej algebry, ktorá je odvodená z relatívnej entropie. Kanály indukujú kon-
trakcie na príslušných tangenciálnych priestoroch a zachovávajú zodpovedajúcu
parametrizáciu na podmnožinách stavov práve vtedy, ak sú pre ne postačujúce,
teda ak definujú štatistický izomorfizmus.
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• Postačujúcosť kanálov sa dá charakterizovať zachovávaním niektorých verzií mo-
notónnych metrík, SLD metrika medzi ne nepatrí. Zachovávanie L1-normy, resp.
optimálnej Bayesovskej pravdepodobnosti chýb pri testovaní hypotéz charakte-
rizuje postačujúce kanály ak sa vyžaduje pre i.i.d. sekvencie ρ⊗n pre všetky n.
Rovnosť pre n = 1 stačí len pre niektoré špeciálne experimenty, resp. kanály.

• Porovnali sme usporiadanie � a �2 pre binárne experimenty a dokázali sme, že
sú ekvivalentné práve vtedy, ak informatívnejší experiment je klasický.

• Našla sa úplná kvantová verzia randomizačného kritéria pre kanály a štatistické
experimenty, formulovaná pomocou pravdepodobností úspechu testov viacnásob-
ných hypotéz.

• Merania na kanáloch a komboch dané ako afinné zobrazenia na Choiových mati-
ciach zodpovedajú testerom. Tento vzťah vyplýva práve z toho, že komby tvoria
sekciu stavového priestoru, ale nie je jedno-jednoznačný. Diamond norma je rozli-
šovacou normou na kanáloch a má špeciálny tvar tzv. base-section normy. Norma
k nej duálna je tiež base-section norma a dá sa interpretovať ako pravdepodobnosť
úspechu pri testovaní viacnásobných hypotéz. Optimalita maximálne entanglova-
ného stavu ako vstupného stavu pre diskrimináciu kanálov sa dá charakterizovať
pomocou Choiových matíc kanálov.
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8 Geometry of families of states: from classical
to quantum

The difference between the classical and quantum state spaces is already well un-
derstood. While the classical state space is a Choquet simplex, quantum states have
a more complicated structure. In the present thesis, we aim at the study of more
specific properties of parametrized families of states. In the classical case, these pro-
perties are fundamental in theoretical statistics and asymptotic estimation theory,
with applications also in other areas. The quantum case is often quite different and
the properties have to be reformulated in a nontrivial way to recapture the classical
results. The purpose of this work is to gain some understanding of the similarities
and differences between the classical and quantum structures.

We find quantum versions of some of the results of two important classical the-
ories, dealing with parametrized families of probability distributions and their struc-
ture: information geometry and theory of comparison of statistical experiments. As
a tool for some of these tasks, but also as an interesting question in its own right,
the convex structure of the set of quantum channels and its role in discrimination
problems is investigated. The particular tasks solved in the thesis are the following:

• On the manifold of all positive definite complex matrices, we describe dually flat
affine structures with a monotone Riemannian metric.

• On the set of faithful states on a von Neumann algebra, we define a Banach
manifold structure which corresponds to the classical Pistone-Sempi construction.
We investigate its behaviour with respect to quantum channels.

• We define affine connections on the state space of a von Neumann algebra, obtai-
ned by embeddings into noncommutative Lp-spaces. We study their duality and
the corresponding canonical divergences.

• We investigate conditions for sufficiency of a quantum channel with respect to
a set of states, given in terms of some information-theoretical quantities such as
error probabilities of hypothesis testing or quantum Fisher information.

• For binary quantum experiments, we find relations between informativity and
2-informativity, that is, informativity with respect to testing problems.

• We find a fully quantum version of Le Cam’s randomization criterion with a clear
operational interpretation.

• We study measurements and channels on sections of the state space, their convex
structure, the corresponding base norms and their relation to discrimination tasks.
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9 Geometrie der Familien der Zustände: vom
Klassischen zum Quantum

Der Unterschied zwischen den Zustandsräume von Klassischen und Quanten Syste-
men ist bereits gut verstanden. Während der klassische Zustandsraum ein Choquet-
Simplex ist, haben Quantenzustände eine kompliziertere Struktur. Die vorliegende
Dissertation ist dem Untersuchung von spezifischeren Eigenschaften der parametri-
sierten Familien der Zustände gewitmet. Im klassischen Fall sind diese Eigenschaften
in der theoretischen Statistik und der asymptotischen Schätzungstheorie fundamen-
tal, mit Anwendungen auch in anderen Bereichen. Der Quantenfall ist oft ganz
unterschiedlich und die Eigenschaften müssen in einer nicht-trivialen Weise umfor-
muliert werden, um die klassischen Ergebnisse wiederzuerobern. Der Zweck dieser
Arbeit ist es, ein gewisses Verständnis der Ähnlichkeiten und Unterschiede zwischen
den klassischen und Quantenstrukturen zu gewinnen.

Wir finden Quantenversionen einiger der Ergebnisse zweier wichtiger klassischer
Theorien, die sich mit parametrisierten Familien von Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen und ihrer Struktur beschäftigen: Informationsgeometrie und Theorie des Vergle-
ichs von statistischen Experimenten. Als ein Instrument für einige dieser Aufgaben,
aber auch als eine interessante Frage an sich, wird die konvexe Struktur der Quan-
tenkanäle und ihre Rolle bei Diskriminierungsproblemen untersucht. Die folgende
Aufgaben wurden gelöst:

• Wir beschreiben flache dualistische Strukturen mit einer monotonen Riemann-
schen Metrik auf der Mannigfaltigkeit aller positiv definiten komplexen Matrizen.

• Auf dem Mange von allen treuen Zuständen einer von Neumann-Algebra, wir de-
finieren eine Banach-Mannigfaltigkeitsstruktur die dem Klassischen Konstruktion
von Pistone-Sempi entspricht. Wir untersuchen ihr Verhalten unter Quantenka-
näle.

• Wir definieren affine Verbindungen auf dem Zustandsraum einer von Neumann-
Algebra, die durch Einbettungen in nichtkommutative Lp-Raume erhalten wird.
Wir studieren die Dualität und die entsprechenden kanonischen Divergenzen.

• Wir untersuchen die Bedinnungen Suffizienz eines Quantenkanals für eine Fa-
milie von Zuständen, die durch informationstheoretische Größen formuliert wer-
den, wie Fehlerwahrscheinlichkeiten des Hypothesentests oder Quantum-Fisher-
Informationen.

• Für binäre Quantenexperimente finden wir Beziehungen zwischen Informativität
und 2-Informativität.

• Wir iinden eine Volle-Quantum Version von Le Cam’s Randomisierung Kriterium
mit einer klaren operativen Interpretation.

• Wir studieren Messungen und Kanäle auf Teilmengen des Zustandsraums, ihre
konvexe Struktur, die entsprechenden Basisnormen und ihr Verhältnis zu Diskri-
minierungsaufgaben.
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