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Uvod

Plan
@ Definicie, priklady a problémy v topoldgii variet
o Kilasifikacné problémy v topoldgii variet
o Topologické invarianty: homotopické a homologické grupy
@ Veta o s-kobordizme a algebraicka K-tedria

@ Tedria chirurgii a algebraicka L-teéria

o Vysledky a otvorené problémy

Tibor Macko (Bratislava) Topolégia vysoko-rozmernych variet Bratislava 2017 2/33



Variety

Definicia
Nech n > 0. Pod n-rozmernou topologickou varietou rozumieme
topologicky priestor M, ktory je:

@ hausdorffovsky so spocitatel’nou bazou topoldgie

@ n-rozmerny lokalne euklidovsky

Poznamka
@ topologicka varieta = manifold
@ hladka varieta = smooth manifold

@ varieta s hranicou

@ uzavreta varieta = kompaktna varieta bez hranice
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Priklady variet

Priklad
e R" D"
@ S Slx...x Sl §n gm ... x S
° F;, F. . Kleinova fl'asa, Mobiov pasik
@ RP", CP", Gpk(R), Gnk(C)
e O(n), SO(n), U(n), SU(n)
o Mx N, M#N

o Konfiguraéné priestory, fazové priestory a Casopriestor vo fyzike

@ Priestory stratégii v tedrii hier
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Co by sme chceli vediet'?

Otazky

Klasifikacné problémy

Symetrie

°
@ Problém vektorovych poli
°

Klasifikacia zobrazeni
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Klasifikacia pre n < 2

n=20
M=e
n=1
M = St
n=2

M= F; amame x(Ff)=V-E+F=2-2g
alebo

M=F; améme x(F;)=V-E+F=2-g
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Klasifikacia pre n = 3
Toto je t'azsie lebo x(M3) = 0, priklady: S? x ng, S3 RP3, S%2 xSt L

Homotopia
f~g:Z— YakEIH:Zx[O,l]—> Y t.z H|Z><0:fa H|Z><1:g

Fundamentalna grupa priestoru X
m1(X,x0) = {c:[0,1] = X | ¢(0) = ¢(1) = x0}/ =~, ¢ * d = spojenie

Veta (Poincarého hypotéza, Perel'man 2003)
Ak m (M3) =1 tak M = 3.

Veta (Thurstonova geometrizacna domnienka, Perel'man 2003)

M3 mozno jednoznaéne rozloZit' na podvariety, z ktorych kazdd ma jeden z
8 geometrickych typov popisanych Thurstonom.

4
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Sosovkové priestory

Homotopicka ekvivalencia
X~Yakdf: X< Y:gtz. gof~lxafog~ly J

Sosovkové priestory definicia

L(N, k1) = D3/ ~k,s a mame m (L(N, k,1)) = Z/N

Sosovkové priestory priklad
L(7,1,1) ~ L(7,2,1) ale L(7,1,1) 2 L(7,2,1)
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Klasifikacia pre n > 4
Nemozna!

Realizovatel nost’ grap ako m
Yn>4aV¥G=(S|R)tz |S|<o0,|R|<o0I M2tz m(M2L)G

Veta (Novikov)

Neexistuje algoritmus, ktory by rozliSil i st dve konecne prezentované
grupy izomorfné.

Konstrukcia chirurgiou

M2 = (5" x S" 1) #(S' x S"1)
Vre RIF:S'x D" s MZ tz. r=[r] € m(MZ)=F(S)

Mg = (MS N Uperint 7(51 X Dn_l)) U7(51X5n—2) LlreR(D2 X 5n—2)

V.
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Konstrukcia chirurgiou

Figure (Konstrukcia chirurgiou)

M= T?

=
()

M\ (S x Db)

51 51 X Dl

G0 €

M\(Sl X Dl) Usiy st D? x SO
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Invarianty v algebraickej topolégii |

Homotopické grupy
(X, x0) = {c:[0,1]% — X | c(9([0,1]¥)) = x0}/ =, ¢ * d = spojenie

Homotopické grupy sa silny invariant variet
f:M — N je ~ vtedy a len vtedy ak Yk mame 7x(f): m(M) — m(N).

Problém

Tk je t'azké spocitat’ hoci pre k > 2 mame, ze mx(M) je abelovska.

Dévod
Nemame dobry vzt'ah medzi 7Tk(X1 Ux, X2) a TI'k(Xo), 7Tk(X1), 7Tk(X2).
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Invarianty v algebraickej topoldgii Il

Singularny ret’azcovy komplex priestoru X
Ci(X) := Z{o: AK — X) pre kazdé k >0

A Ci(X) = Cr_1(X) def ako dy(0) == 3K o(~1)/(0 0 df)

Ret’azcovy komplex
Mame Ok o k11 = 0 pre kazdé k.

Homologické grupy priestoru X
Hk(X) = Zk(X)/Bk(X) = ker(ak)/im(akﬂ).

Mayer-Vietorisova postupnost’ pre X = Xj Ux, Xo

e — Hk+1(X) — Hk(Xo) — Hk(Xl)EBHk(XQ) — Hk(X) — Hk—l(XO) oo )
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Invarianty v algebraickej topolégii Il

Priesekova forma pre M4
>\M: Hgk(M) X Hgk(M) — 7

Signatiira variety M*
sign(M) := sign(Ay ® R)

Invariancia vzhl'adom na kobordizmus
Ak M*k = 9(V4k+1) tak sign(M) = 0.

Désledok

CP? nie je hranicou Ziadnej 5-rozmernej kompaktnej variety.
J
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Invarianty v algebraickej topolégii IV

Poincarého dualita
Pre orientovatel'nd M" mame [M] € H,(M;Z) a

— N [M]: HY(M; Z) S5 Hy_(M; Z2).
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Invarianty v algebraickej topolégii IV

Poincarého dualita
Pre orientovatel'nd M" mame [M] € H,(M;Z) a

— N [M]: HY(M; Z) S5 Hy_(M; Z2).

Zovseobecnené homologické grupy

Nech E = (E,, sp: S' AE, — Enp1)n>0 je “spektrum” v zmysle tedrie
homotépii. Potom pre

Hi(X; E) := colimp, i n(Xy AEj)

mame Mayer-Vietorisovu postupnost’. Medzi priklady patria kobordizmus
alebo topologicka K-tedria.
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Veta o h-kobordizme

Definicia (Kobordizmus)
M" ~ N" ak existuje V"1 tz. OV = MU N.

Definicia (h-kobordizmus)

M" ~, N™ ak existuje V"t tz. OV =MUNaM<— Va N < V si
homotopické ekvivalencie.

Veta o h-kobordizme (Smale 1962)
Ak n>5a M" ~, N" a m(M) = {1} tak M = N.

Zovseobecnena Poincarého hypotéza (Smale 1961, Freedman 1982)
Akn>4a M~S"tak M Z1gp S".
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Algebraicka K-tedria

Uvazujme asociativny okruh R s 1, napriklad R = ZG.
Definicia K1(R)

Ki(R) := GL(R)/[GL(R),GL(R)] kde GL(R) = colim,GL(n, R)

Definicia Wh(G)
Wh(G) := Ki(ZG)/(£G)

Veta o s-kobordizme
Nech M" je varieta s m;(M) = G a n > 5. Potom mame bijekciu

7 {iso triedy h-kob nad M} <> Wh(G)
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Sosovkové priestory

Veta (folk)

Pre p neparne prvocislo mame surjektivne Wh(Z/p) — Z(P—3)/2,

Klasifikacia SoSovkovych priestorov (Reidemeister, Franz)

L(N, ki,...,kn) 2 L(N,h,...,I,) vtedy a len vtedy ak existuje o:n — n,
c€(Z/N) aei=+1tz ki=¢€i-c lyj€Z/Nprel <i<n

Dokaz vyuziva Reidemeisterovu torziu, ktora je vylepsenim Whiteheadovej
torzie 7 € Wh(G).
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Exotické sféry

Veta (Milnor 1956)

Existuje 7-rozmerna hladka varieta X' taka, Ze

Y 2rop ST ale T 2pe ST

Hirzebruchova veta o signatare (1954)

Z > sign(M) = (L(M), [M]) € Q

Problém
Klasifikacia vsetkych takych X.
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Tedria chirurgii |

Nech X je konegny n-rozmerny geometricky Poincarého komplex.
Pod varietovou truktirou na X rozumieme f: M = X kde M je n-varieta.

Definujme
(fo: My = X) ~ (R: M = X)

ak existuje h: Mg — My t. z.

fLoh~f.
Definicia
Pod struktirnou mnozinou priestoru X rozumieme

SX):={fM= X}/ ~
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Normalové invarianty |

Nech X je kone€ny n-rozmerny geometricky Poincarého komplex.

Pod norméalovym zobrazenim stupna jedna na X rozumieme
(f,F): M — X

kde M je n-varieta a f:vpy — ¢ je bandlové zobrazenie.

f
vmg ——

Il

Mimochodom S(§) ~ vx kde vx je Spivakova normalova fibracia.

f
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Normalové invarianty Il

Nech X je konegny n-rozmerny geometricky Poincarého komplex.

Definujme B B
((fb, fo): Mo — X) ~ ((fl, f1)2 Ml — X)

ak existuje
(F,F): (W; Mo, Mi) — (X x [0,1], X x 0, X x 1)

t. z. prej=0,1

(F,F)oij=(£.F))-

Definicia

Pod normalovymi invariantami na X rozumieme

N(X) :={(f,f): M = X}/ ~

V principe vieme N (X) spocitat’ (Pontrjagin-Thom).
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Chirurgické prekazky |

Nech (f,f): M — X je normalové zobrazenie stupiia jedna.
Ako zmenit’ (f, ) na homotopicki ekvivalenciu?

Chirurgiou: Predpokladajme, ze vieme reprezentovat’ prvok 0 # « € i (f)
ako (pricom q je vlozenie):

Skx pr—k 9

L

Dk+1 x Dn—k X
Q

Skonstruujme:

M = DK+l Sn—k—l Uim(q|5kxsn—k—1) (M — (im(q))).

W = Dk x D"k, M x [0,1],
Toto zniéi .
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Chirurgické prekazky Il

Figure (Normalovy kobordizmus)

w
Dn—k
Dk+1
q(Sk x D"=k)
M x {1}
M x {0}
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Chirurgické prekazky Il

Chirurgia potencialne zmeni H;j(M) pre i = k,k+1an—k,n—k —1.
Preto funguje dobre len pre 2k + 1 < n.

Pre 2k = n a 2k + 1 = n mame vo vseobecnosti prekazky.
Lox(R) := nedeg (—1)*-kvadratické formy modulo hyperbolické formy /R.
Lsi+1(R) := automorf (—1)*-kvadratickych hyperbolickych foriem /R.

Veta (o chirurgickych prekazkach, Wall 1967)

Nech G = m1(X) a nech (f,?)_je norm zobr stupha jedna pricom n > 5.
Potom existuje prvok gsign(f,f) € L,(ZG) t. z. qsign(f,f) = 0 vtedy a
len vtedy ak (f, ) ~ (f/,7) kde ' je homotopicka ekvivalencia.

gsign: NTOP(X) — L,(ZG)
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Chirurgické prekazky IV

Figure (Sacin sfér)

()

M\ (S x Db)

51 51 X Dl

G0 €

M\ (S' x D! U1><51D2X50
S
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Exaktna postupnost’ chirurgii
Nech X je konegny n-rozmerny geometricky Poincarého komplex.
Exaktna postupnost’ chirurgii pre X (dim(X) =n>5, G = m (X))

CNGX X 1) B (26) 2 S(X) — N(X) P [(Z6)

0 - “plumbing”

NTOP(X) = [X;G/TOP] ~ H*(X;Zg), H*(X;Z/2), KO*(X)[1/2].
NOFF(X) 2 [X;G/O] ~ Jp:mSO — 75,
L{(Z) = Z,0,Z>,0
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Vysledky |

Homotopické sféery ©" := SPIFF(Sm)
0 — P — ©" — cokerJ, (0 alebo Z/2)
bP™1  konegna cyklicka grupa, rad znamy Vn # 125
Jn: 7SO — Wf cokerJ, kone€na ab grupa, rad znamy pre n < 60
0,=7pren=126 6,=0 pre n#6,14,30,62,126
0, surjna Z/2 pre n = 6,14,30,62
©" =1,1,7,1,1,1,28,2,8,6,992,1, 3,2, 16256

Kervaire-Milnor (1963), Browder (1969), Hill-Hopkins-Ravenel (2008),...
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Vysledky Il

Priklady pre m; = {1} (Smale, Wall)
STOP(s") = {1} (GPC)
STOP(S" x §™) = L,(Z) ® Lm(Z)
STOP(CP") = @] Lhi(Z)

Priklady pre m # {1} (Browder, Petrie, Wall, Lépez de Medrano)

STOPRP") = (28) &)1 V" 2/

Vlastné &lanky k téme: M (2007) a M-Weiss (2009) o STOP(RP™ x DK).
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Vysledky 1
Falosné sosovkové priestory
@ Ak N je neparne, tak (Wall 1970)
p:STOP(L%Vd—l) i 7(N=1)/2

o Ak N =2K . M, tak (Wall 1970, M-Wegner 2009,2011, M 2013)

p@ty,: STOP(120-1) 5, ZN/2-Y (g7) @l9/? 7,/0mx(212} g|912] 7,15

Probléem sférickych priestorovych foriem (Madsen-Thomas-Wall 1976)

Konecna grupa G pripist'a vol'ni akciu na S?9~! pre nejaké d vtedy a len
vtedy, ak kazda jej podgrupa radu 2p alebo p? pre p prvocislo je cyklicka.
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Vysledky IV

Asférické variety
Varieta M sa nazyva asféricka ak w,(M) =0 pre n # 1.

V tomto pripade musi byt’ w1 (M) = G bez torzie.
Napriklad 7" = (S')" ma m(T") = Z".

Borelova hypotéza

Ak M je asféricka, tak
STOP(M) = {1}.

Met6da na dokaz Borelovej hypotézy

Farrell-Jonesova hypotéza o assembly zobrazeniach. Tato je znama pre
vel'kd triedu grap, napr. pre hyperbolické, CAT(0), riesitel' né grupy a
dobre sa dedi vzhI’adom na mnohé konstrukcie (pozri Bartels-Lueck 2012).

y
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Assembly zobrazenia

Geometrickd exaktna postupnost’ chirurgii ~~
~> Algebraicka exaktnad postupnost’ chirurgii

L (Z]]) —2— STOP(X) —— NTOP(X) %8 ) (714])

J( Zlqsignx :lqsignx J

Los1(Z[r]) —2— Spy1(X) —— Ha(X; Le(1)) 2™ L, (Z[r])

kde Sn+1 = 7T0$(X).
Toto vyuZiva algebraickd tedriu chirurgii (Ranicki).

Vlastné ¢lanky o téme:

Kuehl-M-Mole: The total surgery obstruction revisited (2013)
Crowley-M: The additivity of the p-invariant... (2011)
Adams-Florou-M: L-homology on ball complexes (2017)

Tibor Macko (Bratislava) Topolégia vysoko-rozmernych variet Bratislava 2017 31 /33



Dal’Sie aplikacie a otvorené problémy

Dal'sie aplikacie
@ automorfizmy variet - Madsen-Weiss (2007), Galatius-Randal-Williams
(2014-) (vlastny ¢lanok: Grunewald-Klein-M 2008)
@ skalarna krivost’, C*-algebry - Schick, Stolz, Higson-Roe (2000-)
e topologické (kvantové) tedrie pol'a (Atiyah,Lurie)

Problémy
@ Borelova hypotéza vo vieobecnosti
o Kervaireov invariant v dimenzii 126
o Existencia exotickych asférickych homologickych variet
@ akcie na sacinoch sfér
o grupova v struktira na STOP(X)
@ viac vypoctov STOP(X) pre m;(X) nekoneéné
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Vlastné projekty

Projekty
@ Sy(X) pre konkrétne X (s FMFI UK)
@ S,(X) a su€iny (Adams-Florou-M,M)

@ Borelove variety (Crowley-M)

o Zaklady algebraickej tedrie chirurgii (Crowley-Lueck-M)

Pod’akovanie

Tato praca bola podporovana Agentirou na podporu vyskumu a vyvoja na
zaklade Zmluvy €. APVV-16-0053.
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