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1 Uvod

Teoria pravdepodobnosti a klasickd teoria miery st zalozené na sigma-aditivite, ktora je
prirodzenou vlastnostou ohodnotenia vicsiny prirodovednych pojmov, napriklad objemov
a im pribuznych veli¢in. Humanitné vedy, ekonomické vedy a im pribuzné oblasti kladua do-
raz na interakciu, ktora sa (sigma-)aditivitou modelovat ned4, a tak nutne vyzaduje rozne
zovseobecnenia pravdepodobnosti (miery) a im zodpovedajicich strednych hodnot (integ-
ralov). Zatial ¢o standardné stredné hodnoty st zaloZené na Standardnom nésobeni (¢o je
vynutené distributivnostou vzhladom na aditivitu, ktora je potrebna pre spravnu definiciu
Lebesgueovho-Stieltjesovho integralu), toto uz viac neplati ked je (sigma-)aditivita mier
zoslabend, alebo modifikovana. Preto je pre rozvoj zovsSeobecnenej teorie pravdepodob-
nosti dolezité studium integrélov zalozenych na komutativnych asociativnych funkciach
na jednotkovom intervale.

Zavedenie $tatistickych metrickych priestorov (v sti¢asnosti sa volaju probabilistické
metrické priestory) Mengerom [28] v roku 1942 a skiimanie pribuznych konceptov prinieslo
hlboké poznatky o triangularnych normach a s nimi stvisiacich funkcidch na jednotkovom
intervale. Predovsetkym komutativne a asociativne binarne funkcie na jednotkovom inter-
vale, vratane t-noriem, t-konoriem, uninoriem, nullnoriem a dalSich $pecidlnych funkeii,
boli studované a aplikované v mnohych teoretickych a aplika¢nych oblastiach, napriklad v
oblasti pravdepodobnosti, Statistiky, viac-hodnotovej logiky, teorie rozhodovania, umelej
inteligencie, neurdlnych sieti, spracovani obrazu, fazii dat, ale aj v ekonomike, socidlnych
vedach a mnohych dalsich.

Vdaka asociativite mozno t-normy vnimat ako Specidlne pologrupy na jednotkovom
intervale (Specidlne topologické pologrupy nazyvané [-semigroups v spojitom pripade)
alebo okruhové operacie. Za predpokladu 2-monoténnosti (n-monoténnosti), s neutralnym
prvkom 1, dostaneme binarne (n-arne) kopule, ktoré slizia ako nastroj na modelovanie
stochastickej zavislosti ndhodnych vektorov, t.j. modeluji spojenie medzi 1-rozmernymi
margindlnymi distribu¢nymi funkciami a zdruzenou distribu¢nou funkciou.

Aj ked sa véacsina aplikacii zameriava na spojité t-normy a ich duélne t-konormy, kvoli
ich jednoduchej struktare, veImi rychlo sa pri§lo na to, Ze vypustenie, alebo nahrade-
nie niektorych vlastnosti moéze zlep$it presnost modelu v redlnych aplikdciach. Toto po-
zorovanie viedlo k roznym zovSeobecneniam ako st napriklad nespojité t-normy, semi
t-operatory, pseudo-t-normy, kvézi-kopule, semikopule, overlap funkcie a mnohé dalsie.
Zovseobecnenia monoténnosti viedli k zavedeniu smerovej a slabej monoténnosti a zovse-
obecnenie definiéného oboru, t.j., jednotkového intervalu, ktory tvori ohranic¢enu retaz,
vSeobecnejsimi Struktirami viedlo k zavedeniu t-noriem na ohranicenych ¢iasto¢ne uspo-
riadanych mnozinach a na ohrani¢enych zvizoch.

Zovseobecnenie pozicie neutralneho prvku, alebo anihilatora t-normy viedlo k definicii
uninoriem a nullnoriem [5, 40]. KedZe sa tieto funkcie spravaju inak pod a nad neutral-
nym prvkom (anihilatorom) rychlo sa zistilo, Ze mozu byt vyuZzité v bipolarnej agregacii,
alebo bipolarnej viac-hodnotovej logike [41]. Uninormy a nullnormy sa tiez daju chapat
ako bipolarne t-normy a t-konormy [30]. Z algebraického pohladu st uninormy s neut-



ralnym prvkom vo vnutri jednotkového intervalu jediné binarne operacie x na [0, 1] pre
ktoré sa Struktary ([0, 1], max, %) a ([0, 1], min, *) stavaju distributivnymi komutativnymi
polookruhmi (pozri [12]).

Nedavno Prabhakar Akella [1] zaviedol pojem, ktory spaja uninormy a nullnormy —
n-uninormy. Tento koncept zovSeobeciuje uninormy tak, ze globalny neutralny prvok sa
nahradi n lokdlnymi neutralnymi prvkami. Navy$e, n-uninormy by sme mohli prirovnat k
ordindlnym sta¢tom t-noriem (t-konoriem), kde sa na réznych podoblastiach jednotkového
Stvorca aplikuju rézne t-normy. Rovnako v pripade n-uninoriem sa na réznych podoblas-
tiach jednotkového stvorca aplikujt rézne uninormy. Podobne moézeme n-uninormy prirov-
nat aj k myslienke k-arnych kapacit, zavedenych v [13], ktoré s zaloZené na referen¢nych
trovniach (kategoriach) pre vstupy.

Ako sme uviedli vyssie, nami skimané operacie prispievaju k rozvoju zovSeobecnenej
teorie pravdepodobnosti, kde pri zoslabovani ¢i modifikovani vlastnosti pravdepodobnosti
potrebujeme zaviest integraly zalozene prave na operaciach skimanych v tejto doktorskej
dizerta¢nej praci. Prvé takéto pristupy boli navrhnuté a skimané napriklad v [31, 37].
Integraly zalozené priamo na uninorméch boli navrhnuté napriklad v [19].

2 Struktira a ciele prace

Praca pozostava z jedenastich publikovanych ¢lankov, pozri kapitolu 6 pre tplny zoznam.
élénky st rozdelené do dvoch kapitol. Prva kapitola sa zaoberd uninormami so spoji-
tymi pridruzenymi funkciami a druha n-uninormami so spojitymi pridruzenymi funkciami.
Praca je zamerana na tieto konkrétne ciele:

e Definovat ordinalny stucet uninoriem.

e Popisat pologrupy, z ktorych sa da skonstruovat uninorma pomocou ordinalneho
suctu.
e Ukézat, 7e idempotentné uninormy zodpovedaji Specialnym linedrnym usporiada-

niam na jednotkovom intervale.

e Definovat charakterizujicu multi-funkciu pre uninormy so spojitymi pridruzenymi
funkciami a ukazat jej vztah s mnozinou bodov nespojitosti takejto uninormy.

e Ukézat, Ze kazda uninorma so spojitymi pridruzenymi funkciami sa da vyjadrit ako
ordinalny sucet pologrup odvodenych od spojitych Archimedovskych t-noriem, t-
konoriem, reprezentovatelnych uninoriem a idempotentnych pologrip.

e Definovat z-ordindlny sucet pre ¢iastocne usporiadané mnoziny pologrip.

e Ukézat, ze idempotentné n-uninormy zodpovedaji Specidlnym ¢iastoénym usporia-
daniam na jednotkovom intervale.



e Definovat charakterizujice funkcie pre n-uninormy so spojitymi pridruzenymi fun-
kciami a ukazat ich vztah s mnozinou bodov nespojitosti takejto n-uninormy.

e Ukézat, 7e kazda n-uninorma so spojitymi pridruzenymi funkciami sa da vyjadrit
ako z-ordinélny stcet pologrip odvodenych od spojitych Archimedovskych t-noriem,
t-konoriem, reprezentovatelnych uninoriem a idempotentnych pologrip.

3 Zakladné pojmy a stru¢ny popis skiimanej problema-
tiky

Trianguldrna norma (|28, 36]) je binarna funkcia T': [0,1]* — [0,1], ktora je komuta-
tivna, asociativna, neklesajica v obidvoch stradniciach a méa neutralny prvok 1. Vdaka
asociativite je n-arna forma kazdej t-normy jednoznac¢ne dané a tak mozeme dant t-normu
brat ako agregacni funkciu definovant na (J,, [0, 1]" (pozri [14]). Dualnymi funkciami
k t-normam st t-konormy. Triangularna konorma je binarna funkecia S: [0,1]*> — [0, 1],
ktora je komutativna, asociativna, neklesajica v obidvoch stradniciach a mé& neutralny
prvok 0.

Ordinélne stc¢ty t-noriem, t-konoriem, uninoriem, ako aj konstrukcia pomocou z-ordi-
nalneho stuctu, ktord zavedieme v tejto praci, st zalozené na ordindlnom sicte pologriap
zavedenom Cliffordom v [6]. V nasledovnej vete uvadzame tento vysledok tak, ako bol
formulovany v [18].

Veta 3.1

Nech A # () je dplne usporiadand mnozina a (Gy)aeca S Go = (X4, *o) nech je mnozina
pologriip. Predpokladajme, Ze pre vSetky o, € A s o < 8 sii mnoziny X, a Xz bud
disjunktné, alebo X, N X3 = {xn 3}, kde z, s je zaroven neutrlny prvok G, a anihilator
Gp a kde pre kazdé v € A s o <y < f plati X, = {xn3}. Ak definujeme X = |J X, a

a€cA
binarnu operaciu * na X ako

T,y ak (z,y) € Xy x X,
rxy=<Lux ak (x,y) € Xo x Xgaa <p,
y ak (z,y) € Xo x Xgaa > f,

potom je G = (X, *) pologrupa. Pologrupa G je komutativna vtedy a len vtedy ak pre
kazdé o € A je pologrupa G, komutativna.

Ordinalny sucet t-noriem je potom dany nasledovne (pozri [23]).

Tvrdenie 3.2
Nech K je konecna, alebo spocitatelne nekonecna indexova mnozina a nech (|ag, b|)rex
je systém otvorenych, disjunktnych podintervalov [0, 1]. Nech (T} )kex je Systém t-noriem.



Potom ordinalny sicet T = ({ag, by, Tx) | k € K) dany vztahom

T(e.y) = {ak.%— (b, — ag) T (£, =) ak (z,y) € ar, b,
min(z, y) inak

je t-norma. T-norma T je spojita vtedy a len vtedy ak vSetky t-normy T pre k € K st

Spojité.

Ordinélne stcty t-konoriem vyzeraju podobne, v ich pripade je ale minimum nahradené

maximom.

Charakterizacia v8etkych spojitych t-noriem (t-konoriem) je zalozend na dvoch kon-
Strukciach. Prvy vysledok hovori, Ze kazda spojitd t-norma (t-konorma) sa da vyjadrit
ako ordinélny stacet spojitych Archimedovskych t-noriem (t-konoriem) (pozri [23]). Po-
znamenajme, Ze spojita t-norma (t-konorma) je Archimedovska vtedy a len vtedy ak ma
iba trividlne idempotentné prvky 0 a 1. Druhy vysledok nam hovori, Ze kazda Archimedov-
ska t-norma (t-konorma) sa da reprezentovat pomocou spojitého aditivneho generétora.

Tvrdenie 3.3
Nech t: [0,1] — [0,00] je spojita, ostro klesajica funkcia s t(1) = 0. Potom bindrna
funkcia T': [0,1]* — [0, 1] definovana ako

T(z,y) =t~ (min(t(0),t(z) + t(y)))
je spojita Archimedovska t-norma. Funkcia t sa nazyva aditivny generator t-normy T.

Podobne, aditivny generator spojitej t-konormy S je spojita, ostro rastica funkcia
s: [0,1] — [0,00] kde s(0) = 0. Aditivny generator spojitej Archimedovskej t-normy
(t-konormy) je jednozna¢ne ur¢eny az na kladni multiplikativnu konstantu.

Spojita Archimedovska t-norma 7' (t-konorma S) je bud striktnd, t.j. ostro rastica
na ]0,1]* (na [0,1[%), alebo nilpotentna, t.j. existuje (z,y) € ]0,1[* take, e T(z,y) = 0
(S(z,y) =1).

Triangularna subnorma (pozri [16]) je binarna funkcia M: [0,1]> — [0, 1], ktora je
komutativna, asociativna, neklesajica v oboch stradniciach a je zhora ohrani¢end mini-
mom, t.j. M (z,y) < min(z,y) pre vietky z,y € [0, 1]. Evidentne, kazd4a t-norma je zaroven
aj t-subnorma. Duéalna operacia k t-subnorme je t-superkonorma, ¢o je binarna funkcia
R: [0,1]2 — [0, 1], ktora je komutativna, asociativna, neklesajica v oboch stradniciach
a je zdola ohrani¢end maximom, t.j. R(z,y) > max(z,y) pre vsetky =,y € [0, 1].

Historiu t-noriem (t-konoriem, t-subnoriem), prehlad ich vlastnosti, ich prepojenie s
dalsimi typmi agrega¢nych funkcii, zdkladné aplikacie, prislugnu literatiru, ako aj mnoho
dalgich vysledkov je mozné néjst v dvoch monografiach [3, 18|.

Zovseobecenie umiestenia neutralneho prvku t-normy (t-konormy) viedlo k zavedeniu
uninoriem v [40]. Uninorma je binarna funkcia U: [0, 1> — [0, 1], ktora je komutativna,
asociativna, neklesajica v oboch stradniciach a mé neutralny prvok e € |0, 1[ (pozri aj
[10]). Ak zoberieme uninormu z §irSom zmysle, t.j. ak pre neutralny prvok plati e € [0, 1],



potom trieda uninoriem pokryva aj triedu t-noriem a t-konoriem. Pre kazda uninormu je
hodnota U(1,0) € {0,1} jej anihilatorom. Uninormu nazyvajme konjunktivna (disjunk-
tivna) ak U(1,0) =0 (U(1,0) = 1).

Pre kazdi uninormu U s neutralnym prvkom e € 0,1[, je ztZenie U na [0,e]” t-
normou na |0, 6}2 , t.j. linedrnou transforméaciou nejakej t-normy Ty definovanej na [0, 1]%,
a zizenie U na [e, 1] je t-konorma na [e, 1], t.j. linedrna transformacia nejakej t-konormy
Sy. T-norma Ty a t-konorma Sy sa nazyvaji pridruzené funkcie uninormy U. V pripade
ak pre uninormu mame e = 1 (e = 0) tak sa pridruzend t-norma (t-konorma) rovna
U a pridruzena t-konorma (t-norma) je degenerovana na trividlnu bindrnu opericiu na
bode 1 (0). Mnozinu vSetkych uninoriem so spojitymi pridruzenymi funkciami oznacime
symbolom U.

Pre kazda uninormu U jej monotonnost implikuje min(x,y) < U(x,y) < max(x,y) pre
vietky (z,y) € [0,¢] x [e, 1] U [e, 1] x [0,€].

Uninorma U: [0,1]> — [0, 1] sa nazyva

e internalna ak U(x,y) € {z,y} pre vietky (z,y) € [0,1]?,

e d-internalna ak je internalna a existuje spojita, ostro klesajica funkcia gy : [0,1] —
[0, 1] taka, ze U(x,y) = min(z,y) ak y < gu(x) a U(z,y) = max(x,y) ak y > gu (),

e lokélne internalna na A(e) ak U je internalna na A(e) = [0, ¢e] x [e, 1] U[e, 1] x [0, €],
e idempotentna ak U(z, ) = z pre vSetky = € [0, 1].
Poznamenajme, Ze uninorma je internélna vtedy a len vtedy ak je idempotentné.

Mnozina idempotentnych uninoriem bola charakterizovana v [34].

Veta 3.4

Nech U: [0,1]> — [0,1] je bindrna funkcia. Potom U je idempotentnd uninorma s neut-
ralnym prvkom e € |0, 1] vtedy a len vtedy ak existuje nerastiica funkcia g: [0, 1] — [0, 1],
ktora je Id-symetricka, s g(e) = e, taka, ze

min(z,y) aky < g(z) alebo (y = g(x) a = < g(g(x))),
Ulr,y) = q max(z,y) aky > g(z) alebo (y = g(x) a x> g(g(x))),
x aleboy aky=g(x) az=g(g(x))
a U je komutativna v bodoch (x,y) takych, ze y = g(z) a x = g(g(z)).
Viacero vysledkov o interndlnych a lokalne interndlnych uninorméch sa da najst v
[4, 7,9, 26, 34].
Podobne ako v pripade t-noriem a t-konoriem, daji sa uninormy konstruovat pomocou

aditivnych generatorov (pozri [10]).

Tvrdenie 3.5
Nech f:[0,1] — [—00,00], f(0) = —o0, f(1) = oo je spojitd, ostro rastica funkcia.
Potom je binarna funkcia U: [0,1]*> — [0,1], dan4 vztahom

Ulz,y) = (=) + (),



kde f': [~o00,00] — [0,1] je inverzna funkcia k f, s konvenciou oo + (—o00) = oo
(00 + (—00) = —00), uninormou, ktorii budeme nazyvat reprezentovatelna. Jediny bod
e €10,1[, kde f(e) = 0 je potom neutrdlnym prvkom U.

V [33] (pozri tiez [30]) mozeme néjst uplna charakterizaciu triedy reprezentovatelnych
uninoriem.

Tvrdenie 3.6
Nech U: [0,1]> — [0,1] je uninorma. Potom U je reprezentovatelna vtedy a len vtedy
ak je spojita na [0,1]%\ {(0,1),(1,0)}.

Doterajsie vysledky o uninormach so spojitymi pridruzenymi funkciami zahinaja cha-
rakterizaciu uninoriem so spojitymi Archimedovskymi pridruzenymi funkciami (pozri
|11, 21, 24, 32| a |35] pre diskrétny pripad), uninormy s pridruzenymi funkciami, ktoré
sa daji vyjadrit pomocou (netrividlneho) ordinalneho su¢tu (pozri [8]) a uninormy so
spojitymi pridruzenymi funkciami, ktoré st lokalne internilne na A(e) (pozri [9]).

Ak zovSeobecnime umiestnenie anihilatora t-normy (t-konormy) dostavame sa k null-
normam [5]. Poznamenajme, 7e t-operatory boli nezévisle definované v [25] a v [27] bolo
ukizané, Ze t-operatory a nullnormy sa zhoduji.

Binarna funkcia V': [0,1]> — [0, 1] sa nazyva nullnorma ak je komutativna, asocia-
tivna, neklesajuca v oboch suradniciach a existuje také z € [0,1], ze V(0,2) = = pre
vietky © < z a V(1,z) = x pre v8etky x > z. Monotonnost potom implikuje, Ze z je
anihilator V.

Ak z =0 (z = 1) potom je V t-norma (t-konorma). Kazda nullnorma so z € ]0, 1] je na
[0, 2] linearnou transforméciou nejakej t-konormy a na [z,1]” linearnou transforméciou
nejakej t-normy. Zaroven V(z,y) = V(y,z) = z pre vSetky = € [0,z2] a y € [z, 1] (pozri

[5])-

Dalsfm zovSeobecnenim, ktoré spaja uninormy a nullnormy, st n-uninormy, ktoré za-
viedol Akella v [1].
Nech n € N\ {1} a nech V: [0,1]*> — [0,1] je komutativna binarna funkcia. Potom

{e1,...,en}s . -, sanazyva n-neutralny prvok V ak pre 0 = 2o < z; < --- <z, =1 a
e; € [zi_1,2i], prei=1,...,n plati V(e;, z) = = pre v8etky = € [z;_1, 2] .

Binarna funkcia U™: [0,1]> — [0,1] sa nazyva n-uninorma ak je komutativna, aso-
ciativna, neklesajiuca v oboch suradniciach a ma n-neutralny prvok {ey,...,en}. . 2 .-

Oznacenie U™ bolo pre n-uninormy zavedené v [1| a preto si musime davat pozor, aby sme
ho nezamienali s n-tou mocninou uninormy U.

Zakladnt Struktiru n-uninoriem popisal uz Akella v [1, 2| a charakterizaciu piatich
hlavnych tried 2-uninoriem mozno najst v [42].

Kazda n-uninorma ma okolo hlavnej diagonaly nasledovné funkcie.

Tvrdenie 3.7
Nech U™: [0,1]> —» [0,1] je n-uninorma a nech {ey,...,en}.. ., je jej n-neutralny
prvok. Potom



. Ly . 2 . . . , L. . .
(i) Zizenie U™ na |z;_1,¢;]”, prei =1,...,n, je linedrna transformécia nejakej t-normy.
Tito t-normu budeme oznacovat ako T;.
.. P . 2 . . . ., L . . .
(ii) Zazenie U™ na [e;, z;]” prei = 1,...,n, je linedrna transformécia nejakej t-konormy.
Tito t-konormu budeme oznacovat ako S;.
iy . T, 2 . C e L. . .
(iii) Zuzenie U™ na |z;_1, 2" prei =1,...,n, je linedrna transformacia nejakej uninormy.
Tito uninormu budeme oznacovat U,.
. P . 2 .. . . . . s . . .
(iv) Zazenie U™ na [z, z;)” prei,j € {0,1,...,n}, i < j, je linedrna transformécia nejakej
(j — i)-uninormy.

NavySe, ztizenie U™ na |e;, eiH}Q prei € {1,...,n—1}, je linedrna transformacia nejakej
nullnormy. Z predchadzajiceho vidime, ze Standardni uninormu mézeme tiez chépat ako
l-uninormu.

Pre n € N oznat¢ime mnozinu vSetkych n-uninoriem so spojitymi pridruzenymi t-
normami T}, ..., 7T, a t-konormami Sy, ... ,.S, symbolom U,,.

V zavere eSte pripomenme, ze ak pre 2-uninormu méme e; = 1 dostaneme takzvani
uni-nullnormu, a ak e; = 0 dostaneme takzvant null-uninormu [38].

Nasim cielom je charakterizécia n-uninoriem z U,. Prvym vysledkom v tomto smere
bola charakterizicia uni-nullnoriem so spojitymi Archimedovskymi pridruzenymi fun-
kciami z [39).

Poznamenajme eSte, ze ak budeme hovorit o usporiadani na nejakej podmnozine jed-
notkového intervalu, tak tym budeme vzdy rozumiet standardné usporiadanie (v pripade
ak toto usporiadanie nebude inak Specifikované).

4 Hlavné vysledky prace

4.1 Uninormy so spojitymi pridruzenymi funkciami

Ako sme videli v predchadzajicej ¢asti, na kompletni charakterizéciu spojitych t-noriem
(t-konoriem) potrebujeme iba dve konstrukéné metody. Je to konstrukcia pomocou ordi-
nalnych sictov a konstrukcia pomocou aditivneho generatora. Koncept aditivneho genera-
tora sa dal jednoducho zaviest aj pre uninormy a vedie k reprezentovatelnym uninormam.
Na druhej strane zovSeobecnenie ordinalneho st¢tu pre uninormy nebolo také ocividné.
Predchéadzajice vysledky sa zameriavali len na uninormy, ktorych pridruzené funkcie boli
skonstruované pomocou ordinalnych suctov, ale nie na ordinélny stucet samotnych uni-
noriem. V nasledovnom texte budeme v pripade asociativnej funkcie na danej mnozine
volne zamienat pojmy funkcia a pologrupa, nakolko je pre bindrnu asociativnu funkciu
F na mnozine X pologrupa (X, F') jednozna¢ne dané.

4.1.1 ZovSeobecnené uninormy

V |20] bolo ukadzané, Ze najvSeobecnejsimi pologrupami, pomocou ktorych sa da skon-
Struovat t-norma, pomocou ordindlneho sic¢tu, st t-subnormy. Podobnou analyzou sme
ukazali, ze okrem t-subnoriem, t-superkonoriem a trividlnych pologrip existuju este styri
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druhy pologrip, z ktorych sa da skonStruovat uninorma pomocou ordinalneho sac¢tu. Na-
kolko uninorma sa sprava ako t-norma (t-konorma) na vstupoch mengich (vi¢sich) ako
neutralny prvok, takato pologrupa sa musi spravat ako t-subnorma (t-superkonorma) na
vstupoch mengich (va¢sich) ako neutralny prvok danej uninormy. Ako vidime, tieto po-
logrupy st vzdy definované na dvoch intervaloch, kde jeden obsahuje body mensie ako
neutralny prvok a druhy obsahuje body vicsie ako neutralny prvok danej uninormy.

Definicia 4.1

Komutativna, asociativna bindrna funkcia GU: [0,1]*> — [0, 1], ktora je neklesajica v

oboch stradniciach sa nazyva

(i) zovSeobecnend sub-uninorma ak existuje e € [0, 1] take, ze GU(z,y) < min(z,y) pre
vietky (z,y) € [0,e]*, GU(z,y) > max(z,y) pre vietky (z,y) € le,1]*, GU(z,y) €
[z, y] pre vietky (x,y) € [0,¢e] x Je,1] U e, 1] x [0,¢].

(i) zovseobecnené super-uninorma ak existuje e € [0, 1] také, ze GU (z,y) < min( ,Y) pre
vietky (z,y) € [0,e[*, GU(z,y) > max(z,y) pre vietky (z,y) € [e,1]>, GU(z,y) €
[z,y] pre vietky (x,y) € [0,e] x [e,1] U [e, 1] x [0, ¢].

D4 sa jednoducho vidiet, ze zovSeobecnené sub-uninormy a zovSeobecnené super-uni-
normy sa li§ia iba na mnozine {e} x [0,1] U [0, 1] x {e}.

Definicia 4.2

Binarna funkcia GU: ([a,b]U|c, d])? — ([a,b]U[e,d]), kde a < b < ¢ < d, a,b,c,d € [0,1]
sa nazyva zovSeobecnena kompozitna uninorma ak je komutativna, asociativna, neklesa-
jiica v oboch stradniciach a ziZenie GU na [a, b’ je t-subnorma (na [a, b]?), zizenie GU
na [c,d]” je t-superkonorma (na [c,d]”) a GU(x,y) € [z,y] pre vietky (z,y) € [a,b] X [c, d]
a vietky (z,y) € [c,d] X [a,b].

étvrty’m druhom polograp, ktoré vedti k uninormam pomocou ordindlneho stctu si
potom uninormy samotné. Samozrejme, ked chceme konstruovat uninormy pomocou vys-
Sie definovanych pologrip (okrem zovseobecnenych kompozitnych uninoriem), musime
pouzit transforméciu, ktora nam prevedie dana funkciu z intervalu [0,1] na mnozinu
la,b] U {v} U ]c,d], pre nejaké vhodné v € [b,c]. Preto budeme pouzivat nasledovni
transforméciu.

Pre Tubovolné 0 < a <b<c<d<1,ve€lbc| abode € ]0,1] definujeme funkciu
f:10,1] — [a,b] U {v} U]e,d], vztahom

(b—a)-Z4+a akxel0e,
flx)=<wv ak v =e, (1)

d— 1(:”—(dc) inak.

)
Potom f je linearna na [0, e[ ako aj na |e, 1] a teda je to po Castiach linearna bijekcia z
[0,1] do ([a,b[ U {v} U]c,d]). Nech GU: [0,1]> — [0,1] je binarna funkcia. Pomocou f
mozeme definovat binarnu funkciu GUgde. ([a,b[U{v}U]e, d])* — ([a,b[U{v} U]c, d])
ako

GU™(w,y) = f(GU(f ™ (2), [T (®))- (2)
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Podobne, pomocou inverznej funkcie f~! mozeme transformovat binirnu funkciu defi-
novant na ([a, b[U{v}U]e, d])? na binarnu funkciu definovant na [0, 1]2. KedZe f je rastiica
bijekcia, zachovava komutativitu, asociativitu, aj monoténnost. Navyse, ak e je neutralny
prvok GU potom v je neutralny prvok GU»"“?. To znamené, 7e ak je GU uninorma na
[0,1]% potom GU2*%4 je komutativna, asociativna, funkcia na ([a,b[ U {v} U]c,d])?, ne-
klesajica v oboch siiradniciach, a v je jej neutralny prvok. V takomto pripade budeme
hovorit, ze GU"* je uninorma na ([a, b[U {v} U]c, d])?. Poznamenajme, 7e ak b = ¢ = v
potom je f spojitd, po ¢astiach linedrna transformacia z [0, 1] na [a, d] taka, ze f(e) = v.

Podobne mézeme transformovat aj zovieobecnené sub-uninormy (super-uninormy).

Tymto sme popisali vSetky pologrupy, z ktorych sa daji kon§truovat uninormy pomo-
cou ordinalneho sic¢tu. V naSej préaci sa ale zameriavame hlavne na uninormy so spoji-
tymi pridruzenymi funkciami, ktoré si nutne spojité na diagonélne d: [0,1] — [0, 1],
d(z) = U(x,x). V takomto pripade sa tieto pologrupy na vstupoch mensich (vic¢sich) ako
neutralny prvok spravaju ako t-norma (t-konorma). Preto sme sa v prvej ¢asti zamerali
na ordinalny stet uninoriem (vratane t-noriem, t-konoriem a trivialnych pologrup).

4.1.2 Ordinalny sti¢et uninoriem

V pripade ordinalneho si¢tu uninoriem st pologrupy definované na mnozine ([ay, bx| U
{ve} U]ex, di])®. Aby bola vysledna operacia U asociativna musi byt v, anihilatorom
zazenia U na [by, ck]2 . Kvoli monotonnosti potom plati U (b, cx) = vg.

Ak pre nejaké k € K mame a, = by (¢x = dy,), zodpoveda dany sé¢itanec t-konorme Sy
(t-norme T}, ). V tomto pripade sa ziZenie t-konormy S}, (t-normy 7}) na ]0,1]* ([0, 1[%)
linearne transformuje na Jeg, di)” ([ax, be[*) a neutdlny prvok 0 (1) sa transformuje na ne-
utralny prvok vg. Lahko sa d4 vidiet, Ze bod v, mozeme z takéhoto s¢itanca bez problémov
vynechat a vysledni uninormu to neovplyvni.

Priklad 4.3
e Nech U; a Uj st dve uninormy s neutralnymi prvkami z |0, 1] a nech e € ]0, 1[. Nech
a,b € [0,1] st dva body také, ze 0 < a < e < b < 1. Potom ordinalny sacet pologrip
G1 a Gq, kde G; zodpoveda uninorme U; na |a, 6}2 , tj G1 o= ([a,b], (Uy)»eet)
a Gy zodpoveda uninorme U, na ([0,a[ U {v} U b, 1])?, t.j. G2 = ([0,a[ U {v} U
16, 1], (U3)2%1) je uninormou s neutrdlnym prvkom e vtedy a len vtedy ak 2 < 1 a
v = (U1)¢*"(a,b).

e Nech U je uninorma s neutralnym prvkom z |0,1[, nech T je t-norma a nech
e € ]0,1[. Nech bod a € ]0,e[. Potom ordindlny sicet pologrip G; a Gs, kde
G4 zodpoveda uninorme U na [a,1]%, t.j. Gy = ([a,1], (U)>**!) a G, zodpoveda
t-norme T na ([0,a[U {v} U1, 1])2, t.j. G2 = ([0, a[ U {v}, (T)%*11) je uninormou
s neutralnym prvkom e vtedy a len vtedy ak 2 < 1 a v = (U)**%!(a, 1).

Poznamenajme, ze v mdzeme z pologrupy G vynechat a preto staci brat Gy =
([0,a[,T7), kde T* je linearna transformacia T'[ ;2 na [0, al®.
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Ordinalny sucet dvoch uninoriem mozeme rozsirit na ordinalny sudet spocitatelného
po¢tu uninoriem. Najskor si definujeme vSetko potrebné.

Definicia 4.4

Nech e € [0,1] a nech K je indexova mnozina, ktora je bud kone¢nd, alebo spocitatelne
nekonefna. Nech (Jag, bp|)ker je systém disjunktnych otvorenych podintervalov (ktoré
mozu byt aj prazdne) intervalu [0, e] takych, Ze |J,cj [ar,be] = [0,e]. Podobne, nech
(lex, di]) ek je systém disjunktnych otvorenych podintervalov (ktoré mozu byt aj prazdne)
intervalu [e, 1] takych, Ze |J,cx [cr, di] = [e,1]. Dalej, nech st tieto dva systémy anti-
komonoténne, t.j. b, < a; vtedy a len vtedy ak ¢, > d; pre vSetky i,k € K. Oznacime
K, = {k’ e K | ]ak,bk[ 75 (Z)} a K* = {/{7 e K ’ ]Ck,dk[ 75 (Z)} Nech (Uk)kEK*ﬁK* je mnozina
uninoriem na [0, 1]?, ktoré maji neutralny prvok v ]0,1[, nech (Uy)kex,\k+ je mnoZina
t-noriem na [0,1]* a nech (Ug)pex\k. je mnozina t-konoriem na [0, 1]°.

Oznacime By = {by | k € K}\{ar | k€ K.} aCy ={cx | k € K} \{dy | k € K*}.
Kedze K je spocitatelna, kazdé b € B\ {e} je hromadnym bodom mnoziny {ay | k € K.}
(a podobne pre ¢ € Cy\{e}). Definujeme funkcie g: Bi\{e} — [e, 1], h: Ci1\{e} — [0, €]
také, ze ak pre b € By \ {e} mame b = iﬁnoo ag, pre k; € K,, potom

g(b) = lim d,. (3)

11— 00

Podobne ak pre ¢ € C \ {e} mame ¢ = lim dy, pre k; € K*, potom
71— 00

h(c) = lim ay,. (4)

71— 00

Nakoniec oznaéime B = {b € By \ {e} | g(b) € C1 \ {e}}, C = {c € C1\ {e} | h(c) €
By \ {e}}.

Ak g(b) ¢ C1\{e} pre nejaké b € By\{e} (h(c) ¢ Bi\{e} pre nejaké c € C1\{e}) potom
je hodnota U(b,g(b)) (U(c,h(c))) jasne dan&d monotonnostou U. Preto treba $pecialne
definovaf iba pripady ked b € B, ¢ € C.

Tvrdenie 4.5 5
Zoberme vsetky pojmy zavedené v Definicii 4.4. Dalej, nech n: B — BUC' je I'ubovolna
funkcia taka, ze pre b € B plati

n(b) € {b,9(b)}.

Potom je ordindlny sucet U¢ = ({(ay, bg, ¢k, di, Ug) | k € K)¢ dany nasledovnym vztahom
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uninorma: U¢(x,y) =

Y ak x = e,
x aky=e,
(Up)getecede(z,y)  ak (v,y) € (lar, be[ Uler, di])* k € K. N K,
(Uk) " (, y) ak (,y) € ([ax, be[Ulex, di))*, k € K.\ K,
(Ur)= (2, y) ak (z,y) € (lag, bp[U]er, di])?, k € K™\ K.,
x ak y € [by, i), @ € ag, di] \ [br, &x] . k € K. U K™,
y ak x € [bg, ck],y € [ag, di| \ [bk, ci] , k € K, U K*,
min(z, y) ak (z,y) € [, \ (b, c[* U {(b, ¢), (c.D)}),
kdebe B, c=g(b),z+y <c+b,
max(z, y) ak (2,9) € b, \ (b, 2 U {(b, ), (D)D),
kdebe B,c=g(b),x+y >c+0b,
n(b) ak (z,y) = (b,c) alebo (x,y) = (¢,b), b € B, ¢ = g(b),
min(z, y) ak (x,y) € {b} x [b,c]U[b,c] x {b} a
be B\ (BU{e}),c=g(b),
max(x,y) ak (x,y) € {c} x [b,cJU[b,c] x {c} a
L ce Cy\ (CU{e}),b=nhlc),

kde vy, = ¢ (vx = by) ak existuje i € K také, ze b, = a;, ¢, = d; a U, je disjunktivna
(konjunktivna) uninorma; vy, = e ak ¢ = by; vy = n(by) ak by € B, vy = by, ak by €
Bi\ (BU{e}), v = ¢ ak ¢ € C1\ (CU{e}); (U)o je dand vztahom (2), (Uy)™*
((U,)+% ) je linedrna transformécia Uy na [ay, bp]” ([ck, di]?)-

4.1.3 Ordinalne suc¢ty reprezentovatelnych uninoriem

Pre kazdu reprezentovatelni uninormu U s neutralnym prvkom e € |0, 1] plati, ze k Tu-
bovolnému z € |0, 1] existuje prave jedno y € |0, 1] také, ze U(z,y) = e. Zaroven, U je
spojita na celom jednotkovom §tvorci okrem bodov (0,1),(1,0). Preto vieme definovat
spojiti, ostro klesajucu funkciu r: [0, 1] — [0, 1], taku, Ze jej graf pokryva vsetky body
nespojitosti U, t.j., 7(0) = 1 a r(1) = 0, a ak U(z,y) = e pre nejaké x,y € ]0, 1] potom
r(z) =y a r(y) = z. Podobny vysledok sme ukazali aj pre ordindlne sucty reprezentova-
telnych uninoriem.

Tvrdenie 4.6

Nech U: [0,1)> — [0,1] je uninorma. Ak U je ordinélny sii¢et reprezentovatelnych uni-
noriem, t.j. ak U = ({a, by, ¢, di, Ug) | k € K), pre nejaké vhodné systémy (Jay, b[)rex
a (Jcg, di|)rer kde ap < by a ¢ < dy pre vSetky k € K a (Uy)rex je mnozZina reprezen-
tovatelnych uninoriem, potom existuje spojita, ostro klesajica funkcia r: [0,1] — [0, 1]
kder(0) =1, r(e) =e ar(l) =0 takd, Ze U je spojita na [0,1] \ {(z,r(z)) | = € [0, 1]}.
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Poznamenajme, 7ze U nie je nespojitd na celej mnozine {(z,r(z)) | € [0,1]}. Ta-
kychto funkcii » moze existovat viacero, ale ak pridame poziadavku, tak ako v pripade
reprezentovatelnych uninoriem, 7e ak U(x,y) = e pre nejaké x,y € |0, 1[ potom r(z) =y
a r(y) = z, tak potom je funkcia r uréena jednoznacne.

Neskor ukdzeme podobny vysledok aj vSeobecne pre uninormy so spojitymi pridruze-
nymi funkciami (pozri Vetu 4.12). Funkcia 7, ktora spliia podmienku r(z) =y a r(y) =
pre vietky =,y € 10, 1] kde U(z,y) = e, deli jednotkovy §tvorec na dve ¢asti: na mnozinu,
kde uninorma dosahuje hodnoty mensie ako neutralny prvok a na mnozinu, kde uninorma
dosahuje hodnoty vicsie ako neutralny prvok.

Dalej ozname mnozinu vietkych uninoriem U takych, e U(z,0) = 0 pre vSetky x €
[0,1] a U(z,1) = 1 pre v8etky = € |0, 1] symbolom N

Tvrdenie 4.7
Nech U: [0,1]*> — [0,1] je uninorma, U € U a U ¢ N. Potom sa U da vyjadrit ako
ordindlny sicet uninormy a t-normy (t-konormy).

Tento vysledok dokazuje, Ze ordinélny sucet reprezentovatelnych uninoriem vzdy patri
do mnoziny V. Obidva tieto vysledky, t.j. Tvrdenia 4.6 a 4.7, platia v8ak aj pre ordinalny
stcet d-internalnych uninoriem.

Tvrdenie 4.8

Nech U: [0,1]> — [0, 1] je uninorma, U € U NN a nech existuje spojita, ostro klesajiica
funkcia r: [0,1] — [0,1], r(0) = 1, r(e) = e a r(1) = 0 takd, Ze U je spojita na [0,1] \
{(z,r(x)) | = € [0,1]}. Potom sa U d& vyjadrit ako ordinalny sicet reprezentovatelnych
a d-internalnych uninoriem.

Z predchadzajtuceho vidime, ze uninorma U € UNN sa d4 vyjadrit ako ordindlny stcet
reprezentovatelnych a d-interndlnych uninoriem vtedy a len vtedy ak existuje spojita,
ostro klesajica funkcia r z Tvrdenia 4.8.

Navyse, uninorma U € U NN sa da vyjadrit ako ordinalny sucet reprezentovatelnych
uninoriem vtedy a len vtedy ak existuje spojita, ostro klesajuca funkcia r z Tvrdenia 4.8
a U ma spocitatelne vela idempotentnych bodov.

Predpoklad U € UNN moZzeme pritom vynechat, lebo ak pre uninormu existuje spojit4,
ostro klesajuca funkcia r z Tvrdenia 4.8 tak evidentne ma spojité pridruzené funkcie a da
sa Tahko ukazat, Ze z Tvrdenia 4.7 potom vyplyva U € N, kedZe v opacnom pripade by
r bud nebola spojita, alebo by nebola ostro klesajuca.

4.1.4 Idempotentné uninormy

Pre idempotenté uninormy sme ukazali nasledovné vysledky.

Tvrdenie 4.9
Nech U: [0,1]> — [0,1] je idempotentnd uninorma. Potom sa ([0,1],U) da vyjadrit ako
ordindlny sucet trividlnych pologrip ({z},1d) pre x € [0, 1].
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Usporiadanie, ktoré vedie k idempotentnej uninorme pomocou ordinalneho stuc¢tu tri-
vidlnych pologrip sa da charakterizovat nasledovne.

Tvrdenie 4.10
Nech P je indexovd mnoZina izomorfna s [0,1] cez izomorfizmus ¢. Pre vsetky p € P
oznacime X, = {z} ak p(p) = x. Nech e € [0, 1] a nech < je iipIné usporiadanie na P. Ak
([0,1],U) je ordinédlny sticet pologrip {(X,,1d)},ep vzhladom na usporiadanie <, potom
U je idempotentnd uninorma s neutralnym prvkom e vtedy a len vtedy ak si nasledovné
dve podmienky splnené:

(i) p1 < pa pre vSetky p1,ps € P také, ze X,, = {z1}, X,, = {2}, 21 < 22 a 21,29 €

[07 e] Y
(ii) p1 < po pre vSetky p1,ps € P také, ze X, = {y1 }, Xp, = {2}, 1 > v ay1, 12 € [e, 1].

Tieto dva vysledky tplne charakterizujt konstrukciu idempotentnych uninoriem pomo-
cou ordinalnych suctov. Vidime teda, Ze existuje vzajomne jednozna¢né zobrazenie medzi
idempotentnymi uninormami a $peciadlnymi tplnymi usporiadaniami na [0, 1].

4.1.5 Charakterizujica multi-funkcia a mnoZzina bodov nespojitosti

V pripade ordindlnych suc¢tov reprezentovatelnych uninoriem bola mnozina ich bodov
nespojitosti pokryta spojitou, ostro klesajicou funkciou r kde r(0) = 1, r(1) =0 ar(z) =
y, r(y) = = pre vSetky x,y € |0, 1] také, ze U(x,y) = e. Tento fakt nas inspiroval k §tudiu
mnoziny bodov nespojitosti vSetkych uninoriem so spojitymi pridruzenymi funkciami.
Tu sa nam podarilo ziskat podobné vysledky s tym, Ze pre vSeobecn uninormu U € U
funkcia r nie je funkcia s hodnotami v redlnych &islach, pretoze jej graf moze obsahovat
aj vertikalne Casti. Preto vo v8eobecnosti musime pracovat s multi-funkciami.

Definicia 4.11
Zobrazenie p: [0,1] — P([0,1]) sa nazyva multi-funkcia na [0, 1]. Takdto multi-funkcia
priraduje kazdému z € [0,1] podmnozinu [0, 1], t.j. p(x) € [0,1]. Ak je < standardné
usporiadanie na [0, 1], tak sa multi-funkcia p nazyva

(i) nerastiica ak pre v8etky xy, 29 € [0,1], 21 < 29, plati y; > yo pre vietky y; € p(z1) a

vietky yo € p(x2), t.j. kardinalita Card(p(z1) Np(zs)) < 1,

(ii) symetricka ak y € p(z) vtedy a len vtedy ak x € p(y) pre vSetky =,y € [0, 1].
Graf multi-funkcie p budeme oznacovat symbolom G(p), t.j. (xz,y) € G(p) vtedy a len
vtedy ak y € p(x).

Multi-funkcia p: [0,1] — P([0,1]) sa nazyva u-surjektivna ak pre vsetky y € [0, 1]

existuje x € [0, 1] také, ze y € p(x). Da sa l'ahko vidiet, ze symetrickd multi-funkcia p je
u-surjektivna ak p(z) # 0 pre vsetky x € [0, 1].

Veta 4.12

Nech U: [0,1]> — [0,1] je uninorma, U € U. Potom existuje symetrické, u-surjektivna,
nerastiica multi-funkcia r na [0,1] takd, Ze U je spojita na [0,1]* \ G(r) a U(x,y) = e
implikuje (z,y) € G(r) pre vietky (z,y) € [0, 1]%
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Pre kazdé = € [0,1] je r(x) uzavrety interval (vratane jednoprvkovych). Navyse, U
nemusi byt nespojita vo vsetkych bodoch z G(r). V skuto¢nosti, U je spojita vo vsetkych
bodoch (z,y) € [0,1]% pre ktoré plati U(x,y) = e. U je tiez spojita vo vietkych bodoch
(0,2),(x,0) kde > inf{t € [0,1] | U(t,0) > e} a vo vSetkych bodoch (1,z), (z,1) kde
x<sup{t €[0,1] | U(t,1) < e}.

Existencia multi-funkcie z Vety 4.12 ndm vo vS8eobecnosti nezarucuje, Ze uninorma mé
spojité pridruzené funkcie. Vieme ale ukézat, Ze uninorma U € U je v kazdom bode
(z,y) € [0,1]* bud zlava spojité, alebo sprava spojita (alebo spojitd). Dostaneme teda
nasledovny vysledok.

Veta 4.13

Nech U: [0,1]2 — [0, 1] je uninorma. Potom U € U vtedy a len vtedy ak U je spojita na
[0, 12\ G(r), kde r je symetrickd, u-surjektivna, nerastica multi-funkcia taka, ze U(z,y) =
e implikuje (z,y) € G(r), a v kazdom bode (z,y) € [0,1]* je uninorma U bud zlava
spojita, alebo sprava spojita (alebo spojita).

Funkcia r z predchadzajicej vety sa nazyva charakterizujica multi-funkcia. Podobne
ako v pripade ordinélnych suctov reprezentovatelnych uninoriem, aj vo vSeobecnosti deli
graf charakterizujucej multi-funkcie uninormy U € U jednotkovy §tvorec (bez samotného
grafu) na dve ¢asti: nad (pod) grafom charakterizujiicej multi-funkcie dosahuje uninorma
U hodnoty vyssie (nizsie) ako jej neutralny prvok. Preto v pripade idempotentnych uni-
noriem graf charakterizujicej multi-funkcie obsahuje graf nerastiicej funkcie g z Vety 3.4.

Graf charakterizujicej multi-funkcie uninormy U € U sa da rozdelit na maximalne
horizontalne, maximalne vertikdlne a maximalne ostro klesajice tseky. Navyse, hrani¢né
body tychto tisekov st vzdy idempotentné body danej uninormy. Ukézali sme, 7e horizon-
talne tseky (na [0, e]) zodpovedaju t-normovym séitancom, vertikalne seky zodpovedaja
t-konormovym séitancom a ostro klesajice tiseky, ako sme ukazali vyssie, zodpovedaji
sCitancom, ktoré su zlozené z reprezentovatelnych a d-internalnych uninoriem.

4.1.6 Rozklad uninoriem so spojitymi pridruzenymi funkciami pomocou or-
dinalneho stctu

Kazda spojita t-norma (a podobne pre t-konormy) sa da vyjadrif ako ordinalny sucet
(podla Clifforda) idempotentnych a Archimedovskych polograp (t-noriem). Preto sme
cheeli ukazat podobny vysledok aj pre uninormy so spojitymi pridruzenymi funkciami.
Ako sme videli vySssie, idempotentné uninormy sa daja rozlozit na ordinalny sucet trivial-
nych pologrip. Naproti tomu sa Archimedovské t-normy, t-konormy a reprezentovatelné
uninormy daju rozlozit iba tak, Ze sa oddelia hrani¢né body.

Za¢nime s uninormami, ktoré maji spojité Archimedovské pridruzené funkcie.

e Ak st obe pridruzené funkcie nilpotentné tak podla [21, 22| plati U € U, U
Unax- Kazda takito uninorma sa da vyjadrit ako ordinalny stucet pologrip G; =
([0, Ulpgep): G2 = ({e},1d) a Gz = (Je, 1], Ul 4p2), kde 1 <3 <2 ak U € Upin
3<1<2ak U € Upax.
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e Ak st obe pridruzené funkcie striktné tak podla [21, 22| mame 7 moznosti ako U
vyzerd. Ak je U reprezentovatelna tak sa da vyjadrit ako ordinélny sucet pologrup
Gy = ({0},1d), Gy = (10,1[,Ulg,p), Gz = ({1},1d), kde 1 < 3 < 2 ak je U
konjunktivna a 3 < 1 < 2 ak je U disjunktivna.

Ak U nie je reprezentovatelna tak sa da vyjadrit ako ordinalny sucet pologrup
Gi = ({0}7Id)7 Gy = (}076[7U|]0,e[2)’ Gy = ({6}7Id>’ Gy = (]671[7U|]e,1[2) a G5 =
({1},1d). Monotonnost implikuje 1 < 2 < 3 a 5 < 4 < 3. Preto dostavame Sest
roznych usporiadani na prislu$nej indexovej mnozine, kazdé zodpovedajice jednej
forme uninormy so striktnymi pridruzenymi funkciami z [21].

e Ak je Ty nilpotentnd a Sy je striktna potom sa U dé vyjadrit ako ordinalny sucet
styroch pologrip Gi = ([0, e[, Ul ), Go = ({e},1d), Gz = (Je, 1[, Uy 12) a G4 =
({1},1d). Monoténnost implikuje 1 < 2 a4 <3 < 2. Ak 1 <4 < 3 < 2 potom
U € Unin- Ak 4 <3 <1 <2potom U € Upax aak 4 <1 <3< 2potom U(l,x) =1
pre vietky x € [0,1] a U(z,y) = min(x,y) pre vietky x < e <y < 1.

e Ak je Ty striktna a Sy je nilpotentna potom sa U dé vyjadrit ako ordinalny sucet
pOlOgI‘flp G = ({0}7 Id)a Gy = (]07 6[7U|]0,e[2>7 G3 = ({6},Id) aGy= (]67 1] ) U|]e,1]2)‘
Monoténnost implikuje 1 <2 <3 a4 <3. Ak 1 <2< 4 <3 potom U € Up;,. Ak
4<1<2<3potom U € Upax aak 1 <4 <2< 3potom U(0,z) =0 pre vietky
z € [0,1] a U(x,y) = max(z,y) pre vietky 0 < z < e < y.

Tu vidime, Ze kazd4 uninorma so spojitymi Archimedovskymi pridruzenymi funkciami
sa da rozlozit pomocou ordindlneho siactu a preto zakladnymi stavebnymi kamenmi na
konstrukciu takychto uninoriem nebudd uninormy, ale pologrupy z nasledovnej definicie.
Poznamenajme, Ze podla vzoru ordinalnych suctov t-noriem (a reprezentécie spojitych
t-noriem z [23]) nebudeme idempotentné pologrupy rozkladat na trividlne pologrupy.

Definicia 4.14
Nech pre a,b,c,d € [0,1] plati a < b < c < d, v € [b,c]. Potom
(i) pologrupa (Ja,b[U {v} U]e,d[, *) sa nazyva reprezentovatelna ak je % izomorfné cez
(2) so zlzZenim reprezentovatelnej uninormy na |0, 1[*,
(ii) pologrupa (]a,b[, *) sa nazyva t-striktna, ak je * linedrne izomorfné so zizenim strikt-
nej t-normy na |0, 1[*,
(iii) pologrupa (]c,d[, *) sa nazyva s-striktné ak je % linedrne izomorfna so zizenim strikt-
nej t-konormy na 0, 1[*,
(iv) pologrupa ([a,b[,*) sa nazyva t-nilpotentna ak je % linedrne izomorfna so zuzenim
nilpotentnej t-normy na [0, 1[2,
(v) pologrupa (]e,d],*) sa nazyva s-nilpotentna ak je * linearne izomorfné so ziZenim
nilpotentnej t-konormy na |0, 1]2 ,
(vi) pologrupa (]a,b[ U |e,d[, *) sa nazyva d-internalna pologrupa ak je * izomorfna cez
(2) so zuzenim d-internalnej uninormy na (]0, 1]\ {e})?,
(vii) pologrupa (]a,b[,*) sa nazyva t-internilna ak * = min,
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(viii) pologrupa (]c,d[, %) sa nazyva s-internalna ak * = max.

Rozklad uninormy U € U na pologrupy z Definicie 4.14 (a trividlne pologrupy) je
trochu technicky naro¢ny. Nepojdeme preto velmi do detailov a napiSeme len, Ze pomo-
cou usporiadania indukovaného charakterizujicou multi-funkciou U a pomocou delenia
jednotkového intervalu indukovaného charakterizujicou multi-funkciou a mnozinou idem-
potentnych bodov U vieme ukézat nasledovny vysledok.

Veta 4.15
Nech U € U. Potom sa U da vyjadrit ako ordinalny sii¢et pologriip, ktoré sii bud trivialne,
alebo st jedného z 6smych druhov pologrip definovanych v Definicii 4.14.

Ukézali sme aj opa¢ny vysledok a sice, Ze pomocou 6smych druhov pologrip z Defini-
cie 4.14, trividlnych pologrip a vhodného usporiadania na prislusnej indexovej mnozine
(ktoré zachovava monoténnost vyslednej operacie) vieme vzdy skonstruovat uninormu so
spojitymi pridruzenymi funkciami pomocou ordinalneho stc¢tu (podla Clifforda).

4.1.7 Uninormy spojité na [0,e[> U]e, 1]°

Charakterizécia uninoriem so spojitymi pridruzenymi funkciami sa dé rozsirit aj na nie-
ktoré uninormy spojité na [0, e[*Ule, 1]° . Takéto uninormy nemusia maf spojité pridruzené
funkcie a vo vSeobecnosti sa nedaji rozlozit pomocou ordinalneho suc¢tu. Preto vieme ob-
dobné vysledky ziskat iba pre uninormy, ktoré si kancelativne na niektorych §pecidlnych
podoblastiach jednotkového Stvorca. Vo vSeobecnosti vieme ukézat, ze pridruzené funkcie
kazdej uninormy spojitej na [0, e[> U e, 1]° s odvodené od spojitej t-subnormy a spojitej
t-konormy. Aby sme to ukazali, potrebujeme zaviest pojem projekcia t-normy (t-konormy)
spojitd na hranici, ktory bol zavedeny v [15] a opravena definicia je nasledovna.

Definicia 4.16
Nech T je t-norma. Potom sa funkcia Mr: [0,1]2 — [0, 1] dana vztahom

(T(x,y) ak (z,y) € [0,1[",
lim T(u,y) akz=1y<1,
u—>1-
Mr(z,y) = lim T(z,u) akz<1,y=1,
u—>1-
lim T(u,v) akx=y=1
u—>1"
\v—17

nazyva projekcia t-normy 7' spojita na hranici.

Takato projekcia t-normy spojitd na hranici nemusi byt vzdy asociativna a preto sme
ukazali nasledovné.

Tvrdenie 4.17
Pre t-normu T': [0,1]*> — [0, 1] je jej projekcia spojita na hranici My t-subnormou vtedy
a len vtedy ak sii nasledovné dve podmienky splnené:
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(i) pre vsetky x,y € [0,1] bud T(up,x) = lim T(u,z) pre nejaké uy € [0,1[, alebo

u—1-

T(a,y) = lim T(v,y), prea= lim T(u,x),
v—ra~ u—1-
(ii) bud lim T(u,u) = 1, alebo T(ug,vy) = lim T(u,u) pre nejaké uy,vo € [0,1[,
u—>1-

u—>1-

alebo pre vsetky x € [0, 1] plati T(b,z) = lirr; T(v,x), preb= lim T(u,u).
v—b~ u—>1-

Doésledok 4.18
Nech T': [0,1)> — [0, 1] je t-norma, ktora je zlava spojita na |0, 1[2 . Potom je jej projekcia
spojita na hranici My t-subnorma.

Pre uninormy spojité na [0, 6[2 Ule, 1}2 je potom My, vzdy spojita t-subnorma a pro-
jekcia Sy spojitd na hranici je spojita t-superkonorma.

Ak Ty nie je spojita tak jej projekcia spojita na hranici je spojita t-subnorma, ktora
nie je t-norma, a preto sa podla |17, 29| d4 vyjadrit ako ordinalny sicet spojitych Archi-
medovskych t-noriem a spojitej Archimedovskej t-subnormy. Preto ak Ty nie je spojita
potom sa dé vyjadrit ako ordinalny sucet spojitych Archimedovskych t-noriem, spojitej
Archimedovskej t-subnormy ztzenej na [0, 1[> a trivialnej pologrupy na {1}. Podobne sa
da rozlozit Sy .

Najskor sa zamerajme na pripad ked si obidve pridruzené funkcie Archimedovské. Za
predpokladu kancelativity dostavame nasledovné.

Tvrdenie 4.19

Nech U: [0,1)*> — [0,1] je uninorma taka, ze Mr, je spojitd, kancelativna t-subnorma,
ktora nie je t-norma a Mg, je spojita, kancelativna t-superkonorma, ktorad nie je t-
konorma. Potom existuje rastici izomorfizmus ¢: [0,1] — [0,1] taky, ze U(z,y) =
¢ N (UP(p(x),¢(y))) pre vietky (z,y) € [0,1]?, kde UP je uninorma tak, ze Mr,, = %!
a Mg, = oty

Tvrdenie 4.20

Nech U: [0,1]> —> [0,1] je uninorma také, e My, je spojitd, kancelativna t-subnorma,
ktora nie je t-norma a Mg, je spojitd kancelativna t-konorma. Potom existuje rastici
izomorfizmus ¢: [0,1] — [0,1] taky, Zze U(z,y) = ¢ (UPT(p(z),(y))) pre vsetky
(z,y) € [0,1]*, kde UPT je uninorma taka, ze My, ., = %% a Mg, ,, =x+y—x-y.

Tvrdenie 4.21
Nech U: [0,1]> — [0, 1] je uninorma taka, ze My, je spojita, kancelativna t-norma a Mg,
je spojita, kancelativna t-superkonorma, ktora nie je t-konorma. Potom existuje rastiici
izomorfizmus ¢: [0,1] — [0,1] taky, Ze U(z,y) = ¢ {(UPS(p(z),¢(y))) pre vietky
(z,y) €10,1)%, kde UPS je uninorma taka, 7e Mz, ,, =z -y a Mg, ,, = Hit-;ﬂ

Tieto tri vysledky popisuji hodnoty uninormy spojitej na [0, e[*UJe, 1], ktora ma kan-
celativne, Archimedovské pridruzené funkcie, na [0, 6}2 a na e, 1}2. Nasledovny vysledok
popisuje hodnoty uninormy na zvysku jednotkového Stvorca.
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Tvrdenie 4.22
Nech U: [0,1]* —> [0, 1] je uninorma s neutralnym prvkom e € |0, 1| taka, Zze My, a Mg,
st spojité a kancelativne. Potom plati prave jedno z nasledovnych siedmych tvrdeni.

(1) U e Z/{min,

e Tu(e ) ak (z,y) € [0,¢]”,
r—e —€ 2
U(z,y) = e+ (1—e) Su(iz =) ak(x,y)€le 1],
1 ak x =1 alebo y = 1,
min(, ) inak,
(iid)
e-Ty(%,%) ak (z,y) € [0,¢]?,
U(i[} y) — €+(1—€>-SU(§::E7Z{:E) ak (1‘7y) e [6,1]2’
, 1 akx=1,y>0aleboy=1,2>0,
min(z, y) inak,
(iv) U € Unax,
(v)
e-Ty(%,%) ak (z,y) € [0, €],
r—e —€ 2
U(z,y) = et (l—e)-Su(i=. =) ak(zy) €le 1],
0 ak x =0 aleboy = 0,
max(z, y) inak,
(vi)
e Tule ) ak (z,y) € [0,¢],
U(i[} y) — €+(1—6>-SU(:§:27Z{:2) ak (,’1}7y) e [6,1]2’
) 0 akr =0,y <1aleboy =0,z <1,
max(z, y) inak,

(vil) U je reprezentovatelna.

Pre kombinaciu (spojitej) nilpotentnej pridruzenej funkcie a nespojitej kancelativne;j
pridruzenej funkcie dostavame nasledovné vysledky.

Tvrdenie 4.23

Nech U: [0,1] — [0,1]* je uninorma s neutrdlnym prvkom e € |0,1] takd, ze My, je
spojita, kancelativna t-subnorma a Sy je nilpotentna t-konorma. Potom plati prave jedno
z nasledovnych troch tvrdeni:

(1) U e Z/{min7
(i) U € Unax,
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(i)

e Tu(g, 9 ak (z,y) € [0,€]”,
Ulz,y) = e+ (1—e) Su(f=, =) ak(x,y)e[Ql]Q?

0 ak © =0 aleboy = 0,

max(, y) inak.

Tvrdenie 4.24
Nech U: [0,1] —> [0,1]? je uninorma s neutrdlnym prvkom e € |0,1] takd, ze Mg,
je spojita kancelativna t-superkonorma a Ty je nilpotentna t-norma. Potom plati prave
jedno z nasledovnych troch tvrdeni:

(i) U ¢ L{min,

(i) U € Umax,
(iii)

G'TU(%v%) ak (r,y) € [()’6]2’
U(z,y) = e+ (1—e)- Sy(2,2)  ak (z,y) € [e, 1)°,

1 ak x =1 aleboy =1,

min(z, y) inak.

V pripade, Ze niektord z pridruzenych funkcii nie je Archimedovska budeme uvazovat
tri pripady:

1. Ak Ty (Sy) je nespojita a prislusnd t-subnorma (t-superkonorma), ktora nie je
t-norma (t-konorma), z rozkladu My, (Mg, ) pomocou ordindlneho sictu, je kance-
lativna.

2. Ak Ty je spojita t-norma a Sy je nespojita a prislusna t-superkonorma, ktoré nie
je t-konorma, z rozkladu Mg, pomocou ordinalneho sictu, je kancelativna.

3. Ak Sy je spojita t-konorma a Ty je nespojita a prislusna t-subnorma, ktora nie je
t-norma, z rozkladu My, pomocou ordinalneho sictu, je kancelativna.

Vo vsetkych troch pripadoch vieme najst idempotentné body a € [0,¢], b € [e, 1]
také, Ze zizenie U na [a,b]” je uninorma (alebo t-norma, alebo t-konorma) s Archime-
dovskymi pridruzenymi funkciami (a teda ju vieme charakterizovat pomocou predcha-
dzajucich vysledkov) a ztzenie U na [0, a]2 ([b, 1]2) je linearna transformécia spojitej
t-normy (t-konormy). Navyse, mnozina ([0, a[ U {U(a,b)} U]b,1])? je uzavreta vzhladom
na U. Ak je bod U(a,b) neutralnym prvkom ztazenia U na ([0,a[ U {U(a,b)} U b, 1])?
potom sa ([0, 1], U) da vyjadrit ako ordinélny stucet polograp G; = ([0,a] U {U(a,b)} U
10,11, Ul (j0,aiuiv@piupa))2) @ G2 = ([a,b], U’p,bﬁ)» kde 1 < 2 a G je transformécia uni-
normy so spojitymi pridruzenymi funkciami pomocou (1).
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Ak bod U(a,b) nie je neutralnym prvkom zizenia U na ([0,a[ U {U(a,b)} U ]b,1])?
tak je situacia trochu komplikovanejsia. Aj v tomto pripade ale vieme podobne ako v
predchadzajicej ¢asti ukazat, ze U sa d& vyjadrit ako ordinalny sicet pologriap z Definicie
4.14, trividlnych pologrip a jednej alebo dvoch dalsich pologrip, kde jedna zodpoveda
zuzeniu spojitej t-subnormy a druhd zodpoveda zazeniu spojitej t-konormy.

Z tychto vysledkov vidime, Ze uninormy spojité na [0, e[>U]Je, 1]* maji podobna Struk-
tiru ako uninormy so spojitymi pridruzenymi funkciami, okrem pripadu ked rozklad Mr,,
(Mg, ) pomocou ordinalneho sactu obsahuje t-subnormu (t-superkonormu), ktora nie je
t-norma (t-konorma) a nie je kancelativna.

4.2 n-Uninormy so spojitymi pridruzenymi funkciami

n-Uninormy zovSeobeciiuji uninormy, pri¢om moézeme povedat, Ze si zlozené z unino-
riem niz§ich radov, ktoré su dokopy spojené ¢iasto¢ne lokdlnym anihildtorom a ¢iastocne
pomocou ordinalneho suc¢tu. Tento fakt nés inSpiroval k zavedeniu konstrukcie pomocou
z-ordinalneho suctu, ktora rozsiruje Cliffordov ordinalny stcet aj na ¢iasto¢ne usporiadané
indexové mnoziny. Pomocou tejto konstrukcie potom vieme rozsirit vysledky z predcha-
dzajicej ¢asti aj na n-uninormy so spojitymi pridruzenymi funkciami. Tak ako v pripade
uninoriem z U aj tu budeme rozoberat charakterizujice (multi-)funkcie n-uninoriem ako
aj ich rozklad pomocou z-ordindlneho suc¢tu na pologrupy z Definicie 4.14 a trividlne

pologrupy.

4.2.1 Z-ordinalny stcet a n-uninormy so spojitymi pridruzenymi funkciami

Z-ordinalny sicet je definovany v nasledovnej vete.

Veta 4.25

Nech A a B sii dve indexové mnoziny také, 7e ANB =0 aC = AUB # (). Nech (G4)acc
kde G, = (X4, *4) je systém pologriip a nech C je ¢iastocne usporiadana relaciou < tak,
ze (C, =) je dolny polozvéz. Nech kazda pologrupa G, pre a € A mé anihildtor z,, a
nech pre vsetky o, € C také, ze o a 3 st neporovnatelné plati o A § € A. Nech pre
vSetky o, € C, a # B, sit mnoziny X, a Xz bud disjunktné, alebo X, N X5 = {z, 3}
V druhom pripade budeme predpokladat, Ze pre vsetky v € C, ktoré su neporovnatelné
saApplatiaNy=F Ny aprekazdé vy € C'kdea NP <~y <aaleboaNp <y <0
plati X, = {z,3}. Navyse,

(i) ak a A B € A potom x4 5 = zonp je anihildatorom oboch pologrip Gz a Gy;

(ii) ak « A f = o € B potom z, 5 je zdrovenl anihilatorom pologrupy Gg a neutralnym
prvkom pologrupy G,.
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Oznacme X = |J X, a definujme bindrnu operaciu « na X vztahom
acC

(x,y) € Xo X X,

x ak (z,y) € Xo x X, a# f,aaNf=ac B,
(z,y) € Xa X Xg,a# f,aaNp=/p€B,
(r,y) € Xa X Xg,a# B, aaNf=v€ A

Potom je G = (X, %) pologrupa. Pologrupa G je komutativna vtedy a len vtedy ak je pre
kazdé o € C' pologrupa G, komutativna.

Mnozinu A z predchadzajucej vety budeme nazyvat vetviaca mnozina. Ak je vetviaca
mnozina prazdna, t.j. ak A = () potom je mnoZina C' = B tplne usporiadana a z-ordinalny
sticet je v tomto pripade zhodny so standardnym Cliffordovym ordinalnym sic¢tom.

Ak x € X, N X3 pre nejaké o, f € C' potom modzeme podmienku av Ay = 5 A~y pre
vietky v € C neporovnatelné s o A 8 nahradit (pre niektoré alebo vsetky také v € C)
podmienkou X, = {zangn-}-

Koncept z-ordinalneho suctu je pre nas dolezity najméi preto, lebo ndm umoznuje
konstruovat neklesajice funkcie F': [0,1]> — [0,1], F(0,0) = 0, F(1,1) = 1, ktoré
maju anihildtor vo vnutri jednotkového intervalu, pokym v pripade ordinélneho sic¢tu bol
anihilator takejto funkcie vzdy len na jeho okrajoch, t.j. v 0 alebo v 1. Takto napriklad
mozeme konstruovat nullnormy a n-uninormy.

Podobne ako pre uninormy, aj pre n-uninormy vieme ukazat nasledovné.

Tvrdenie 4.26
Nech U™: [0,1]*> —> [0,1] je idempotentnd n-uninorma. Potom sa ([0,1],U") d4 vyjadrit
ako z-ordinalny sucet trivialnych pologrip ({x},1d) pre z € [0, 1].

Ciasto¢né usporiadania, ktoré definuju idempotentné n-uninormy pomocou z-ordinal-
neho suctu trivialnych pologrip st popisané v nasledovnom tvrdeni.

Tvrdenie 4.27
Nech P je indexovd mnoZina izomorfna s [0,1] cez izomorfizmus ¢. Pre vietky p € P

oznac¢ime X, = {x} ak ¢(p) = x. Nech ey, ... en,21,..., 221 € [0,1], 0 = 29 < 21 <
o< zp=1 6 € [z_1,2z] prei=1,...,n. Oznac¢ime A = {q1,...,qu-1}, kde X, = {z}
pret =1,....n—1a B = P\ A. Nech = je ¢iastocné usporiadanie na P také, Ze

vSetky podmienky Vety 4.25 st splnené. Ak ([0,1],U"™) je z-ordindlny sticet pologrip
{(X,,1d) },ep voci ¢iastocnému usporiadaniu < potom je U™ idempotentnd n-uninorma

s n-neutralnym prvkom {ei,... ey}, .., vtedy a len vtedy ak si splnené nasledovné
podmienky:
(i) a1 < ag pre vSetky ay,ay € P také, 7e X,, = {x1}, Xo, = {22}, v1 < 29 a 21,29 €
[zi_1,€e], prei=1,...,n.
(ii) b1 < by pre vSetky by, by € P také, Ze Xy, = {y1}, Xo, = {42}, 1 > 2 a y1, 42 € [ei, 2]
prei=1,...,n.
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(iii) Pre a,b € P, X, = {z}, X, = {y}, st a a b neporovnatelné vtedy a len vtedy ak
existujei € {1,...,n — 1} také, 7e ¢; < a, ¢; < b a z; € |min(z,y), max(z, y)|.

(iv) a1 a ag si porovnatelné pre vsetky ay,as € P také, ze X,, = {x1}, Xo, = {22}, kde
(x1,29) € [zi_l,zi]2 prei=1,...,n.

Ukazali sme tiez, ze idempotentné n-uninorma zodpoveda ¢iastoénému usporiadaniu,
ktoré pripomina binarny strom, kde uzly tohto stromu zodpovedaji deliacim bodom
21y ey 21

Pri popise Struktiry n-uninoriem z U, hraju dolezitt dlohu n-uninormy z takzvanej
Triedy 1, t.j. také pre ktoré U"(0,1) = z, pre nejaké k € {1,...,n — 1}. n-Uninorma
U" € U, z Triedy 1 ma velmi jednoduchi Struktiru: jej zizenie na [0, z]” je linedrna
transformacia nejakej k-uninormy z Uy, jej zizenie na [z, 1}2 je linearna transformécia
nejakej (n — k)-uninormy z U, a na zvysku jednotkového Stvorca mé tato n-uninorma
hodnotu z.

Pre vietky U™ € U,, plati U™(eq, e,,) = zx, pre nejaké k € {1,...,n—1}. Bod z je potom
anihilitorom ztzenia U™ na [ey, e,]” a pre vietky = € [0,1] plati U™(z, z,) € {z, z}. Ak
definujeme

xo = inf{x € [0,1] | U"(z, z) = 21} (5)

Yo =sup{y € [0,1] | U"(y, zx) = 21} (6)

potom je zuzenie U™ na [zo,yo]” (alebo na |zg, yo[*, alebo na [zo, yo[>, alebo na |zo, yo]*)
linedrnou transforméaciou nejakej n-uninormy z Triedy 1, ktord mé spojité pridruzené
funkcie (alebo jej ztZenia na ]0,1[*, alebo na [0,1[%, alebo na ]0,1]%). Vidime teda, 7e v
jadre kazdej n-uninormy z U,, je n-uninorma z Triedy 1.

Veta 4.28

Nech U™: [0,1]? — [0, 1] je n-uninorma a nech U™ € U,,. Ak U"(zq,vo) = 2x potom sa U™
da vyjadrit ako ordinalny sticet pologrupy Gy = ([0, zo[U{2k }Ulyo, 1], U™|([0.20[Utzx Ulv0,1])2)
a pologrupy Gz = ([zo,yo|, U"|(;, 2): kde G2 je linedrne izomorfnd s n-uninormou z
Triedy 1 a Gy je izomorfna pomocou (1) s uninormou so spojitymi pridruzenymi funkciami.
Usporiadanie pologrip v tomto ordinalnom sicte je 1 < 2.

Ak U™(xo,y0) € {0,Y0} definujeme

o y1 =sup{y € [yo, 1] | U"(x0,y) = w0} ak U™ (w0, yo) = o,

o x; = inf{z € [0,z0] | U"(yo,z) = yo} ak U"(xo,%0) = o

V takomto pripade mézeme nase vysledky zhrnat v nasledovnej vete.

Veta 4.29

Nech U™ € Un, Un(l’(),yo) = Xp a Un(yl,lfo) = Xy (Un<5(70,y0) = Yo a U”(xl,yo) = yo)
Potom sa U™ da vyjadrit ako ordinalny siicet pologrupy, ktora je linedrnou transforma-
ciou (ztiZenia) n-uninormy z Triedy 1 na interval [zo,y0)* ([zo,vo[”, %0, %0)”, 10, wo[*) a
nanajvys dvoch inych pologrip.
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e NajmenSia z tychto pologriip v zodpovedajiicom iiplnom usporiadani je vZzdy polog-
rupa, ktora je izomorfnd cez (1) s uninormou so spojitymi pridruzenymi funkciami.

o Ak U™(x0,y0) = xo, U™ (2K, %0) = Yo, Y1 = Yo potom tento ordinalny siic¢et obsahuje
aj pologrupu ({yo},1d).

o Ak U™(xo,Yy0) = Yo, U™(2k, x0) = o, T1 = X9 potom tento ordindlny sicet obsahuje
aj pologrupu ({zo},1d).

e Ak y; > yo (r1 < xy) potom tento ordinalny sii¢et obsahuje aj pologrupu, ktora je
linedrne izomorfna so (zuzenim) spojitej t-konormy (t-normy).

Ak U™(y1,m0) = 1 (U™(x1,y0) = x1) dostaneme podobné vysledky, ale tu nie je naj-
mensia pologrupa izomorfna s uninormou, ale so zov§eobecnenou kompozitnou uninormou
so spojitymi pridruzenymi funkciami (vid Definicia 4.2). Takato pologrupa sa da tiez vy-
jadrit ako ordinélny sucet pologrip z Definicie 4.14 a trivialnych polograp.

7. predchadzajtcej vety vyplyva, Zze n-uninormy z Triedy 1 hraja pri charakterizacii
n-uninoriem doélezita tlohu. Ich Struktdra je pritom, podobne ako v pripade nullnoriem,
Tahko vyjadriteIné pomocou z-ordinélneho suctu. To je dévod aby sme si polozZili otazku,
¢i sa da kazda n-uninorma z U, vyjadrit ako z-ordinalny sucet pologrip z Definicie 4.14
a trividlnych pologrup. Tuto otdzku za chvilu kladne zodpovieme.

4.2.2 Charakterizujtce funkcie n-uninoriem so spojitymi pridruzenymi fun-
kciami

Charakterizujiica funkcia uninormy U so spojitymi pridruzenymi funkciami tzko stavisi s
bodmi (z,y) € [0,1]?, pre ktoré plati U(z,y) = e. Pre takito uninormu a bod z € [0,1]
existuje maximalne jeden bod y € [0, 1] taky, ze U(z,y) = e. Toto v8ak neplati v pripade n-
uninoriem so spojitymi pridruzenymi funkciami a preto najskor musime pokryt prislusné
anomalne pripady. Ako prvé poznamenajme, 7e ak pre n-uninormu plati e; = e; 1 pre
nejaké i € {1,...,n — 1}, tak je dand n-uninorma zaroven aj (n — 1)-uninorma a preto
sa budeme zameriavat iba na n-uninormy pre ktoré plati e; < ey < -+ < e,. f)alej mame
nasledovné vysledky.

Tvrdenie 4.30
Nech U™: [0,1]*> — [0,1] je n-uninorma, U" € U,. Ak U"(z,y;) = U"(z,y2) = €; pre
nejaké x,y1,y2 € [0,1], y1 < y2, ai € {1,...,n} potom e; € {z;_1, 2;}.

Veta 4.31

Nech U™: [0,1]* — [0,1] je n-uninorma, U™ € U,. Ak pre nejaké i € {1,...,n} plati
e; = z;prej € {1,...,n—1} potom U" je (n —1)-uninorma z U, 1y s (n — 1)-neutralnym
prvkom {e1, ..., € 1,€i41, -\ Cnlar izt zjhrzn-

Tieto vysledky ukazuju, ze ak U"(x,y1) = U™(x,y2) = e; pre nejaké z,y;,y, € [0, 1],
Y1 < Yo potom sa rad uninormy da znizit. Opakovanym pouzitim tychto vysledkov mozeme
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kazdd n-uninormu U" z U,, zredukovat na m-uninormu U™ z U,, taku, ze ak e} je i-ty
lokalny neutralny prvok U™ potom e} € {z |, 2} implikuje e € {0,1}. m-Uninormu
U™ budeme nazyvat redukovana forma n-uninormy U™ (alebo kratko redukovana m-
uninorma).

Pre redukovant n-uninormu U™ a x,y;,y2 € [0,1], y1 < yo, rovnost U™(z,y1) =
U™(xz,y2) = e; pre nejaké ¢ € {1,...,n} implikuje ¢; € {0,1}, t.j. i € {1,n}. Kedze
e; = 0 (e, = 1) je neutralny prvok U™ na [0, z1] ([2,_1,1]) plati U"(x,0) > 0 pre vSetky
z > 0 (U"(z,1) < 1 pre vSetky = < 1). Preto pre redukované n-uninormy pre vSetky
i€ {l,...,n} avsetky x € [0, 1] existuje nanajvys jedno y € [0, 1] také, ze U™(x,y) = e;.
Kvoli spomenutym faktom sa v tejto Casti zameriame len na redukované n-uninormy.

Teraz uz mozeme definovat charakterizujice funkcie a charakterizujice multi-funkcie
pre n-uninormy z U,

Definicia 4.32
Nech U™: [0, 1]> — [0, 1] je redukovan& n-uninorma, nech U™ € U, anech i € {1,...,n}.
Definujme funkciu g;: [0,1] — [0, 1] vztahom

gi(z) =sup{t € [0,1] | U™(x,t) < e;},
kde sup () = 0. Funkcia g; sa bude nazyvat i-ta charakterizujica funkcia n-uninormy U™.
Pre charakterizujicu funkciu g; pre i € {1,...,n} plati, ze
e ¢, je nerastica,
e gi(ei) = e,
e Ak e; = 0 potom g¢;(z) = 0 pre vsetky = € [0, 1].
e Ak e, =1 potom g,(x) =1 pre v8etky z € [0, 1].
e UM(x,t) < e; pre vietky t < g;(x) a U™(z,t) > e; pre vSetky ¢t > g;(x).

Definicia 4.33
Nech U™: [0,1]> — [0,1] je redukovana n-uninorma, U" € U,, a nech i € {1,...,n}.
Definujme charakterizujicu multi-funkciu r;: [0, 1] — P([0, 1]) vztahom

.
li (€ ,1 kz= 07
i 0.1 s
ri(z) =< [0, lim gi(t)} ak z =1,
1
lim g;(¢t), lim gi(t)l inak.
\ [t—zT t—rax~

Potom g;(z) € r;(x) pre vietky = € [0,1], 7 € {1,...,n} a ak je g; spojitda v z € |0, 1]
pre nejaké i € {1,...,n} Potom r;(z) = {g:(z)}.
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Veta 4.34
Charakterizujiica multi-funkcia r; redukovanej n-uninormy U™ € U,, je nerastiica, symet-
rickd a u-surjektivna (pozri Definiciu 4.11) pre vSetky i = 1,...,n. Navyse, nad (pod)
grafom charakterizujicej multi-funkcie r; nadobtiida n-uninorma U™ hodnoty vécsie (men-
sie) ako e;.

Lahko sa ukaze, ze U™(x,y) = e; implikuje (z,y) € G(r;) pre vietky ¢ € {1,...,n}.
Navyge, kazdy bod nespojitosti redukovanej n-uninormy U" sa d& pokryt grafom aspon
jednej charakterizujicej multi-funkcie.

Veta 4.35
Nech U™: [0,1)> — [0, 1] je redukovana n-uninorma a nech U™ € U,,. Ak (zq,yo) € [0,1]?
n
je bod nespojitosti U™ potom (xg,yo) € |J G(r;).
i=1
Obratene, ak chceme ukédzat, ze redukovan& m-uninorma patri do U,,, nesta¢i na to
podmienka, ze vSetky body nespojitosti si pokryté symetrickymi, u-surjektivnymi, ne-
rastacimi multi-funkciami r; na [0,1], kde U"(z,y) = e; implikuje (z,y) € G(r;) pre
1 = 1,...,n. Neplati ani tvrdenie, ako v pripade uninoriem so spojitymi pridruzenymi
funkciami, Ze taka uninorma je v kazdom bode jednotkového $tvorca bud zlava, alebo
sprava spojita (alebo spojita). Plati ale nasledovné tvrdenie.

Tvrdenie 4.36

Nech U™: [0,1]> — [0, 1] je redukovand n-uninorma, U™ € U, a nech (zo,y0) € [0, 1]%.
Ak existuje prave jedno i € {1,...,n} také, Ze (xo,y0) € G(r;) potom U™ je zlava, alebo
sprava spojita (alebo spojitd) v (zo, yo).

Potom dostavame ziadany vysledok.

Veta 4.37
Nech U™: [0,1]*> — [0,1] je redukovana n-uninorma. Nech U™ je spojita na [0,1]* \

n
U G(r;), kde r; je symetrickd, u-surjektivna, nerastiica multi-funkcia na [0,1] takd, Ze
=1

[j”(x,y) = e¢; implikuje (z,y) € G(r;) pre i = 1,...,n. NavySe, nech U" je bud zlava
spojitd, alebo sprava spojita (alebo spojitd) v kazdom bode (zg,yo) € [0,1]?, pre ktory
existuje prave jedno i € {1,...,n} kde (xg,yo) € G(r;). Potom U™ € U,,.

4.2.3 Rozklad n-uninoriem so spojitymi pridruZenymi funkciami pomocou
z-ordinalneho stcétu

V poslednej casti prace sme ukézali rozklad n-uninoriem so spojitymi pridruzenymi fun-
kciami pomocou z-ordinalneho stuc¢tu na pologrupy z Definicie 4.14 a trividlne pologrupy.
Nakolko najjednoduchs$ie n-uninormy z Triedy 1 st nullnormy, prvé vysledky sa venuju

im. Kazda nullnorma s anihildtorom 2z sa d& vyjadrit ako z-ordindlny sucet troch po-
logrip: G = ([0,2],5%), Ga = ([2,1],T*) a G3 = ({z},1d), kde S* (T*) je linearna
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transformacia pridruzenej t-konormy (t-normy) na interval [0, z] ([z,1]), vetviaca mno-
zina je A = {3} a prislusné ¢iasto¢né usporiadanie je dané vztahom 1 A 2 = 3. Kazda
spojita t-norma (t-konorma) sa da vyjadrit ako ordinalny sucet spojitych Archimedov-
skych t-noriem (t-konoriem). Navyse, spojitd Archimedovska t-norma (t-konorma) sa po-
mocou ordinalneho (z-ordinalneho) suc¢tu da rozlozit iba na jednu netrividlnu a jednu,
alebo dve trividlne pologrupy, ktoré zodpovedaji koncovym bodom 0 a 1. Preto v nasle-
dovnom vysledku povieme, ze pologrupa je odvodené od spojitej Archimedovskej t-normy
(t-konormy) ak vznikne zo spojitej Archimedovskej t-normy (t-konormy) vynechanim jed-
ného, alebo oboch koncovych bodov. Takéto pologrupy evidentne patria medzi pologrupy
z Definicie 4.14.

Veta 4.38

Nech V: [0,1]> — [0,1] je nullnorma s anihilditorom z € ]0,1[, ktord ma spojité pri-
druzené funkcie. Potom sa V' da vyjadrit ako z-ordindlny sticet pologriip odvodenych od
spojitych Archimedovskych t-noriem, spojitych Archimedovskych t-konoriem a idempo-
tentnych t-noriem a t-konoriem (vratane trividlnych pologrip).

Pre hodnoty n-uninoriem so spojitymi pridruzenymi funkciami mozeme ukézat nasle-
dovné.

Tvrdenie 4.39
Nech U™: [0,1]* — [0, 1] je n-uninorma a nech U™ € U,,. Nech x € |z;_1, z;[ ay € |zj_1, 2]
pre nejaké i,j € {1,...,n}, i < j, kde U"(e;, ej) = 2. Potom plati:
(i) Ak x > e; ay < e; potom U™(x,y) = z.
(i) Ak z < e; ay <e; potom U"(z,y) = U"(x, z,) € {z, 2}
(iii) Ak x > e; ay > e; potom U"(z,y) = U™(y, z) € {y, 21}
(iv) Ak x <e; ay > e; potom

= Zk, ak Un(.fE,Zk) = Zr a Un(y,zk> = Zk,

(z,9)

o UM(z,y) =z, ak U"(x,z) =z a U"(y, z1) = 2,
( y) =Y, ak Un(x7zl€> =2z a Un(y’ Zk) =Y,
(z,9)

€ [z,e;[U{z} Ulej,y| ak U(x, 2z) =z a U™y, 2) = y.

V predchadzajucich vysledkoch sme videli, Ze v jadre kazdej n-uninormy U" € U, je
n-uninorma U z Triedy 1, t.j. taka, ze U’(0,1) = z; pre nejaké k € {1,...,n — 1}
(pozri Vety 4.28, 4.29), ktora je so zvyskom spojena pomocou ordinalneho suc¢tu. Takéato
n-uninorma z Triedy 1 ma podobnu Struktiaru ako jej Specialny pripad — nullnorma, t.j.
dé sa vyjadrit ako z-ordinalny stucet pologrupy definovanej na [0, zx| (ktora je linedrnou
transformaciou k-uninormy), pologrupy definovanej na [z, 1] (ktora je linedrnou transfor-
méaciou (n — k)-uninormy) a trividlnej pologrupy ({zx},Id). Tym padom uz mame vsetko
pripravené na rozklad 2-uninoriem. Pre n > 2 potom pouzijeme indukciu. Vynechame
detaily a spomenieme len, Ze pre 2-uninormy z Us pripomina ¢iastocné usporiadanie pri-
slusného z-ordinalneho sacétu strom s dvoma vetvami a jednym uzlom (deliacim bodom),
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ktory zodpovedéa pologrupe ({z},1d). Pologrupy, ktoré si v danom ¢iasto¢nom uspo-
riadani mensie ako ({z},1d) patria do rozkladu tej Casti 2-uninormy, ktord zostane ak
sa odstrani z jadra prislugna 2-uninorma U2 z Triedy 1. Jedna vetva stromu zodpoved4
prvej pridruZenej uninorme 2-uninormy U? a druhéd vetva zodpovedéa druhej pridruZene;
uninorme U2,

Veta 4.40

Nech U?: [0,1] — [0,1] je 2-uninorma, U? € Us. Potom sa U? d& vyjadrit ako z-ordinélny
sii¢et pologrip z Definicie 4.14 a trivialnych pologrip, kde vetviaca mnozina A zodpoveda
deliacemu bodu z; a (C, %) ma Struktiru bindrneho stromu.

Pre v§eobecnti n-uninormu z U, zodpoveda najmensi uzol (deliaci bod) z vetviacej
mnoziny A, v prislusnom ¢iasto¢nom usporiadani, deliacemu bodu z, = U™(eq, e,). Po-
dobne ako v pripade 2-uninoriem, aj tu pologrupy, ktoré st mensie ako ({2}, Id) patria do
rozkladu tej casti n-uninormy, ktora zostane ak sa odstrani z jadra prislusna n-uninorma
U? z Triedy 1. Nad ({z},1d) st dve vetvy (ktoré sa mozu este dalej vetvit), jedna zod-
poveda linearnej transformacii (ziZenia) k-uninormy na interval [xg, zx] (Jzo, 2x]) a druha
zodpoveda linedrnej transformécii (ztZenia) (n — k)-uninormy na interval [zx, yo| ([2k, yo|),
kde ¢ a yo st definované v (5) a (6).

Indukciou mozeme dalej kazdu z tychto vetiev vyjadrit ako z-ordinalny sucet pologrip
z Definicie 4.14 a trividlnych pologrup.

Veta 4.41

Nech U™: [0,1] — [0,1] je n-uninorma, U" € U,. Potom sa U™ d4 vyjadrit ako z-
ordinalny stucet pologrip z Definicie 4.14 a trividlnych pologrip, kde vetviaca mnozina A
zodpoveda uzlom (deliacim bodom) z1, . .., z,—1 a (C, <) mé Struktiru binarneho stromu.

5 Zavery prace

Hlavné zavery prace modzeme zhrnit do nasledovnych bodov:

e Popisali sme vSetky pologrupy, ktoré sa daju pouzit na konstrukciu uninoriem po-
mocou ordindlnych suctov. Tieto pologrupy zahfiiaji uninormy a zovSeobecnené
uninormy a pologrupy, ktoré z nich mézeme ziskat odtrhnutim jedného, alebo oboch
koncovych bodov (pripadne aj deliaceho bodu e).

e Zaviedli sme ordinalny sucet uninoriem a ukazali sme, Ze v pripade uninoriem treba
¢ast pod neutralnym prvkom a ¢ast nad neutralnym prvkom transformovat oddelene.

e Uninorma sa dé vyjadrit ako ordinalny sucet reprezentovatelnych a d-internalnych
uninoriem vtedy a len vtedy ak sa jej mnozina bodov nespojitosti da pokryt grafom
ostro klesajucej funkcie definovanej na jednotkovom intervale. Takéto uninorma sa
da vyjadrit ako ordinalny sicet reprezentovatelnych uninoriem ak maé spocitatelnu
mnozinu idempotentnych bodov.
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Kazda idempotentna uninorma sa da vyjadrit ako ordindlny stcet trividlnych polog-
rap. V praci sme popisali aj zodpovedajice tplné usporiadania, pomocou ktorych sa
da skonstruovat idempotentna uninorma ako ordinalny sucet trivialnych pologrip.

Pre kazdd uninormu so spojitymi pridruzenymi funkciami sme ukazali, Ze jej mno-
7ina bodov nespojitosti sa da pokryt grafom symetrickej, u-surjektivnej, nerasttce;j
charakterizujucej multi-funkcie. Opac¢ny vysledok vo v§eobecnosti neplati, ale ak sa
mnozina bodov nespojitosti uninormy da pokryt grafom takejto charakterizujtce;j
multi-funkcie a navysSe je uninorma v kazdom bode jednotkového $tvorca bud zlava,
alebo sprava spojita (alebo spojitd) potom ma spojité pridruzené funkcie.

Ukézali sme rozklad uninormy so spojitymi pridruzenymi funkciami. Kazda takato
uninorma sa da vyjadrit ako ordinélny stucet Archimedovskych, reprezentovatelnych
a idempotentnych polograp.

Podarilo sa nam ukazat podobni charakterizaciu aj pre uninormy spojité na [0, 6[2 U
le, 1]2 za predpokladu, zZe jedina pologrupa v rozklade pridruzenej t-normy (t-konor-
my) pomocou ordinalneho suctu, ktora nezodpovedé t-norme (t-konorme), t.j. je to
t-subnorma (t-superkonorma), je kancelativna.

Zaviedli sme z-ordinalny sucet pologrip, ktory nadm umoziuje konstruovat nekle-
sajuce funkcie F: [0,1]2 — [0,1], F(0,0) = 0, F(1,1) = 1, ktoré maju anihilator
vo vnutri jednotkového intervalu, pokym v pripade ordinalneho stc¢tu bol anihilator
takejto funkcie vzdy len na jeho okrajoch, t.j. v 0 alebo v 1. Takto napriklad mozeme
konstruovat nullnormy a n-uninormy.

Kazdé idempotentnd n-uninorma sa da vyjadrit ako z-ordindlny sicet trividlnych
pologrip. V praci sme popisali aj zodpovedajtice ¢iasto¢né usporiadania, pomocou
ktorych sa da skonStruovat idempotentna n-uninorma ako z-ordinélny sucet trivial-
nych polograp.

Ukazali sme, Ze v jadre kazdej n-uninormy so spojitymi pridruzenymi funkciami je
n-uninorma z Triedy 1, ktora je so zvySkom spojend pomocou ordindlneho stactu.

Pre kazdi nm-uninormu so spojitymi pridruzenymi funkciami sme ukazali, Ze ak
UM(x,y1) = U(x,y2) = e; pre nejaké x,y1,y2 € [0,1], 11 < yo a i € {1,...,n}
potom sa rad uninormy da zredukovat. Mnozinu bodov nespojitosti kazdej redu-
kovanej n-uninormy so spojitymi pridruzenymi funkciami vieme pokryt grafmi n
symetrickych, u-surjektivnych, nerasticich charakterizujucich multi-funkcii, ktoré
stvisia s lokdlnymi neutralnymi bodmi e;. Opaény vysledok vo vSeobecnosti neplati,
ale ak sa mnozina bodov nespojitosti n-uninormy dé& pokryt grafmi takychto cha-
rakterizujucich multi-funkcii a navyse je n-uninorma v kazdom bode jednotkového
Stvorca, ktory je pokryty grafom iba jednej charakterizujicej multi-funkcie, bud
zlava, alebo sprava spojita (alebo spojita) potom ma spojité pridruzené funkcie.
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e Ukazali sme rozklad n-uninormy so spojitymi pridruzenymi funkciami. Kazda takato
n-uninorma sa dé vyjadrit ako z-ordinalny stucet Archimedovskych, reprezentovatel-
nych a idempotentnych pologrip, pri¢om vetviaca mnozina A zodpoveda deliacim
bodom zi, ..., z,-1 a (C, <) ma Struktiuru binédrneho stromu.

Kompletna charakterizacia (spojitych) t-noriem je dolezity vysledok, ktory ulah¢uje na-
hl'ad na struktaru inferenéného aparatu pouzivaného v mnohych aplikaciach, medzi inym
aj v probabilistickych metrickych priestoroch, ¢i v pripade neaditivnych mier a integ-
ralov, ktoré v zovSeobecnenej teoérii pravdepodobnosti umoznuji modelovanie interakcie
pri vypocte strednej hodnoty. V pripade neaditivnych integralov t-normy a im pribuzné
operéicie nahradzaju Standardné nasobenie. Dalsimi takymito operdciami si uninormy,
ktoré st skiimané v tejto doktorskej dizertacnej praci. Hlavnou prednostou uninoriem je
ich vyuzitie v pripade préace na bipolarnej skale. Z pohladu aplikécii je asi najzaujimavej-
Sia trieda uninoriem so spojitymi pridruzenymi funkciami, nakol'ko je dostato¢ne Siroka,
pricom si zaroven zachovava dostato¢ne pekné vlastnosti. Preto tejto triede venovalo po-
zornost vela autorov, ale dosiahnuté vysledky zahfiiali len $pecidlne pripady. Kompletna
charakterizacia tejto triedy uninoriem bola popisana az v ¢lankoch, ktoré su sucastou
tejto doktorskej dizertacnej prace.

Pri dalSom rozsirovani bipolarnej $kaly sa dostavame k pristupu, kde prislu$né binarna
funkcia v danom neaditivnom integrali mé odlisné vlastnosti v zavislosti na konkrétnej po-
doblasti jednotkového Stvorca, t.j. vstupné hodnoty st rozdelené na tzv. referencné drovne
(kategorie). Tento pristup nas prividza k n-uninormam, ktoré zovSeobeciiuji uninormy a
v pripade spojitych pridruzenych funkcii st tiez kompletne charakterizované v tejto préci.
Podobne ako v pripade uninoriem, doposial boli charakterizované iba Specialne pripady.
Tato doktorska dizertacna praca teda prispieva k rozvoju zovseobecnenej tedrie prav-
depodobnosti, konkrétne k rozvoju znalosti o neaditivnych mierach a integraloch, ktoré
modeluja stredntt hodnotu v pripade interakcie.
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7 The structure of uninorms with continuous underly-
ing triangular norms and conorms and their genera-
lizations

The classes of t-norms and t-conorms are prominent examples of associative functions on
the unit interval. Generalization of the position of the neutral element or the annihilator
of a t-norm yielded the definition of uninorms and nullnorms, which can be taken as
bipolar t-norms and t-conorms. Further generalization which brings together uninorms
and nullnorms are n-uninorms which generalize uninorms in such a way that the global
neutral element is replaced by n local neutral elements. Thus in the case of n-uninorms
on distinct subareas of the unit square different uninorms can be applied.
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The characterization of all continuous t-norms (t-conorms) is based on two construction
methods. The first result shows that each continuous t-norm (t-conorm) is equal to an
ordinal sum of continuous Archimedean t-norms (t-conorms). The second result shows
that each continuous Archimedean t-norm (t-conorm) has a continuous additive generator.
While the concept of an additive generator was easily introduced also for uninorms and
yields representable uninorms, generalization of the ordinal sum construction for uninorms
was not so evident. The results known so far were based merely on the ordinal sum
decomposition of underlying functions of uninorms and not uninorms themselves.

The aim of this work is to introduce ordinal sum of uninorms, to introduce z-ordinal
sum construction which extends the Clifford’s ordinal sum to partially ordered families of
semigroups, and using these concepts to offer a complete characterization of uninorms and
n-uninorms with continuous underlying functions. Particularly, we study their continuity
on the whole unit square and their decomposition into irreducible sets via the ordinal sum
(z-ordinal sum) construction. The tasks solved in this thesis are the following:

e Definition of the ordinal sum construction for uninorms.
e Description of semigroups that yield a uninorm via the ordinal sum construction.

e The one-to-one correspondence between idempotent uninorms and special linear
orders on the unit interval is shown.

e The characterizing set-valued function of a uninorm with continuous underlying
functions is defined and its relation to the set of points of discontinuity of the given
uninorm is shown.

e [t is shown that each uninorm with continuous underlying functions can be expressed
as an ordinal sum of semigroups related to continuous Archimedean t-norms, t-
conorms, representable uninorms and idempotent semigroups.

e Definition of the z-ordinal sum construction for partially ordered families of semig-
roups.

e The one-to-one correspondence between idempotent n-uninorms and special partial
orders on the unit interval is shown.

e The characterizing (set-valued) functions of an n-uninorm with continuous under-
lying functions are defined and their relation to the set of points of discontinuity of
the given n-uninorm is shown.

e [t is shown that each n-uninorm with continuous underlying functions can be expres-

sed as a z-ordinal sum of semigroups related to continuous Archimedean t-norms,
t-conorms, representable uninorms and idempotent semigroups.
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8 Die Struktur von Uninormen mit zugrundeliegenden
stetigen t-Normen und t-Conormen und ihrer Verall-
gemeinerungen

Die Klassen von t-Normen und t-Conormen sind herausragende Beispiele fiir assozia-
tive Funktionen im Einheitsintervall. Die Verallgemeinerung der Position des neutralen
Elements oder des Nullelements einer t-Norm fiihrte zur Definition von Uninormen und
Nullnormen, die als bipolare t-Normen und t-Conormen angesehen werden kénnen. Eine
weitere Verallgemeinerung, die Uninormen und Nullnormen verbindet, sind n-Uninormen,
bei denen das globale neutrale Element durch n lokale neutrale Elemente ersetzt wird.
Somit kénnen im Fall von n-Uninormen auf verschiedenen Teilbereichen des Einheitsqu-
adrats unterschiedliche Uninormen betrachtet werden.

Die Charakterisierung aller stetigen t-Normen (t-Conormen) basiert auf zwei Konstruk-
tionen. Einerseits entspricht jede stetige t-Norm (t-Conorm) einer Ordinalsumme stetiger
archimedischer t-Normen (t-Conormen), und andererseits besitzt jede stetige archimedis-
che t-Norm (t-Conorm) einen stetigen additiven Generator. Wihrend das Konzept eines
additiven Generators auch flir Uninormen leicht eingefiihrt werden kann und reprisen-
tierbare Uninormen liefert, war eine Verallgemeinerung der Ordinalsummenkonstruktion
fiir Uninormen nicht so offensichtlich. Die bisher bekannten Ergebnisse basierten ledig-
lich auf der Ordinalsummenzerlegung der zugrundeliegenden Funktionen und nicht der
Uninormen selbst.

Das Ziel dieser Doktorarbeit war es, eine Ordinalsumme von Uninormen einzufiihren,
z-Ordinalsummenkonstruktion, die die Ordinalsumme von Clifford auf partiell geordnete
Familien von Halbgruppen erweitert einzufiihren, und diese Konzepte zu verwenden, um
eine vollstdndige Charakterisierung von Uninormen und n-Uninormen mit zugrundelie-
genden stetigen Funktionen zu erhalten. Insbesondere untersuchen wir ihre Stetigkeit
auf dem gesamten Einheitsquadrat und ihre Zerlegung in irreduzible Mengen iiber die
Konstruktion der Ordinalsumme (z-Ordinalsumme). Folgende Probleme wurden in dieser
Doktorarbeit behandelt und geldst:

e Definition der Ordinalsummenkonstruktion fiir Uninormen.

e Beschreibung von Halbgruppen, die iiber die Ordinalsummenkonstruktion eine Uni-
norm ergeben.

e Die Existenz einer bijektiven Beziehung zwischen idempotenten Uninormen und
speziellen linearen Ordnungen im Einheitsintervall wird bewiesen.

e Die charakterisierende mengenwertige Funktion einer Uninorm mit zugrundeliegen-
den stetigen Funktionen wird definiert und ihre Beziehung zur Menge der Unstetig-
keitspunkte der gegebenen Uninorm wird untersucht.

e [s wird gezeigt, dass jede Uninorm mit zugrundeliegenden stetigen Funktionen als
eine Ordinalsumme von Halbgruppen dargestellt werden kann, die sich auf stetige ar-
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chimedische t-Normen, t-Conormen, reprisentierbare Uninormen und idempotente
Halbgruppen beziehen.

Definition der 2z-Ordinalsummenkonstruktion fiir partiell geordnete Familien von
Halbgruppen.

Die Existenz einer bijektiven Beziehung zwischen idempotenten n-Uninormen und
speziellen Teilordnungen im Einheitsintervall wird bewiesen.

Die charakterisierenden (mengenwertigen) Funktionen einer n-Uninorm mit zugrun-
deliegenden stetigen Funktionen werden definiert und ihre Beziehung zur Menge der
Unstetigkeitspunkte der gegebenen n-Uninorm wird untersucht.

Es wird gezeigt, dass jede n-Uninorm mit zugrundeliegenden stetigen Funktionen als
2-Ordinalsumme von Halbgruppen dargestellt werden kann, die sich auf stetige ar-
chimedische t-Normen, t-Conormen, reprisentierbare Uninormen und idempotente
Halbgruppen beziehen.
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