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Autoreferat dizertacnej prace

Uvod

Je mozné konzistentne a efektivne matematicky uchopit neurcitost? Azda uz tu sa
hodi neurcitd — mozno povedat fuzzy alebo dokonca aj kvantova — odpoved: ano aj
nie. Moja dizerta¢na préca je snahou prispiet k pozitivnej odpovedi na fu.
Dizertatné praca NEURCITOST, STRUKTURY A KATEGORIE sa venuje zo-
vSeobecnene]j teorii pravdepodobnosti, v ktorej je klasicky pravdepodobnostny pries-
tor (pozri [20]) nahradeny zovseobecnenym pravdepodobnostnym priestorom. Am-
biciou zovSeobecnenej tedrie pravdepodobnosti je do modelu zahrniut okrem aspektu
nahodnosti aj fuzzy aspekt, ¢im mozno na skimany jav poskytntut komplexnejsi
pohlad. Ide vlastne o jednu z reflexii na navrh L. Zadeha (pozri [31]). V teorii fi-
guruji zovieobecnené ndhodné udalosti z mnoziny M(A) vietkych A-meratelnych
funkcii do jednotkového intervalu, ktorych miera je urcend pravdepodobnostnym
intergralom (vzhladom k pravdepodobnostnej miere), pricom A je o-pole mno-
zin. Literattura tykajtica sa zovSeobecnenej teérie pravdepodobnosti je rozsiahla,
k tejto téme existuje mnoho roznych pristupov, casto s paralelnymi vysledkami.
Lenze pri opisovani pouzivanych §truktur a ich vzajomnych vztahov sa ¢asto za-
chadza do detailov (napr. [9], [17], [24]) a s narastajicim mnozstvom informécii
sa vlastne zneviditelhuje podstata. Preto R. Fri¢ a M. Papco boli presvedceni, 7e
kategoridlny pristup k danej problematike by umoznil dat podstatnu ¢ast vysledkov
do perspektivy a zorientovat sa v nich vdaka unifikujicej teorii, v ktorej kolmo-
gorovovska klasika figuruje ako Specialny pripad. Z hladiska metodického pristupu
dizerta¢na praca pokracuje v duchu kategoridlneho pristupu R. Frica a M. Papca
k zovSeobecnenej teorii pravdepodobnosti (pozri [13], [16], [14]). Na rozdiel od ich
modelovania ndhodnych udalosti prostrednictvom D-posetov (pozri |7], [22]) fuzzy
podmnozin univerza, v tejto praci st na takyto ucel vyuzivané A-posety, zavedené
V. Skiivankom (pozri [29]). Cast vysledkov mozZno povazovat za reformulaciu tvr-
deni spominanych autorov prave v jazyku A-posetov. Vzhladom na istu pridana
hodnotu takéhoto pristupu jazyk A-posetov je uplatneny aj v novych tvrdeniach.
Sucasnou ambiciou je ukazat, ze tedria kategorii (pozri [1]), jej postupy a konstrukcie
st vhodnymi nastrojmi na skiimanie zovseobecnej (fuzzy) teorie pravdepodobnosti

a umoznuju ju dat do kontextuélneho ramca s inymi modelmi pravdepodobnosti.



To moéze pomoct nielen najst dostatoény argument odévodnujici Zadehovo ponatie
(pozri [31]), ale aj v snahe predstavit ucelenej$i matematicky pristup k neurcitosti
a pravdepodobnosti (pozri [28], [26]).

Dizertacna praca sa deli na Styri kapitoly:

Prva kapitola je priblizenim matematického chépania neurcitosti v minulosti
a dnes. V druhej kapitole ¢itatel najde teoretické vychodiska dizertacnej prace. Ide
najmé o zakladné pojmy z fuzzy logiky a teodrie kategérii a vysvetlenie zovSeobecne]
teorie pravdepodobnosti, ako aj vysledky autorov, ktori tuto tému skumali predo
mnou a v ktorych praci pokrac¢ujem. Zamerom dalsich dvoch kapitol je predsta-
vit dosiahnuté vysledky, ktoré boli aj publikované v dvoch ¢lankov, ktorych kopie
st priloZzené na konci prace (pozri 2], [3]). V tretej kapitole vysvetlujem, preco
je pravdepodobnostny integral vhodnym a prirodzenym rozsirenim pravdepodob-
nostnej miery. Ide najmé o opis komplexného dovodu zalozeného na kategoridlnom
pristupe k pravdepodobnosti a uplatiiovanie prirodzenej poziadavky lepSieho rozho-
dovania o neurcitych javoch. Stvrta kapitola je venovana zovSeobecneniu stochas-

tickej (ne)zavislosti a podmienej pravdepodobnosti.

Ciele

Hlavnym cielom dizerta¢nej prace bolo prispiet k vybudovaniu suvislej zovseobec-
nenej teérie pravdepodobnosti v jazyku A-posetov pomocou elementarnych metdd
teorie kategorii.

Dosiahnutiu hlavného ciela napomohlo splnenie tychto ¢iastkovych cielov:

e Pontknut ¢itatelovi prehladny nacrt roznych typov a spésobov modelovania

neurcitosti.

e Porovnat jednotlivé struktiry pouzivané roznymi autormi v modelovani poj-
mov zovieobecnenej tedrie pravdepodobnosti. Ukdzat, preco si na to A-posety

vhodnou S$truktarou.

e Opisat zékladnu kategoriu a jej podkategorie, v ktorej vSetky pojmy a kon-
strukcie klasickej (Kolmogorovej) teorie pravdepodobnosti st obsiahnuté ako

Specialny pripad.



e Ukazat, preco je pravdepodobnostny integral vhodnym a prirodzenym rozsi-

renim pravdepodobnostnej miery.

e Studovat a opisat stochastickt nezavislost, zavislost a podmienent pravdepo-

dobnost v zov8eobecnenej tedrii pravdepodobnosti.

e Hladat dalSie perspektivy badania v tejto oblasti.

Hlavné vysledky
Pravdepodobnostny integral ako linearizacia ndhodnych udalosti

Nech TA je kategoria, v ktorej st objektmi IA-posety a morfizmami si sekven¢ne
spojité A-homomorfizmy.

K opisu prechodu od klasického pravdepodobnostného priestoru (€2, A, p) k zo-
vSeobecnenému pravdepodobnostnému priestoru (2, M(A), [(.)dp) v jazyku teorie

kategorii bolo potrebné zaviest eSte nasledujice podkategorie kategorie TA:

e LLTA, v ktorej objektmi st Lukasiewiczove klany,

e ELIA, v ktorej objektmi st extremélne FLukasiewiczove klany (najmensie alebo

najvicsie prvky v ekvivalentnej triede),

o FELLIA, v ktorej objektmi st plné FLukasiewiczove klany.

V dizertacnej préci boli opisané, vysvetlené a dokézané nasledujiice tézy:

ELIA je minimalna kategoria, v ktorej mozno opisat prechod od klasickej ku

zovseobecnenej pravdepodobnosti.

e Klasicky pravdepodobnostny priestor (€2, A, p) a fuzzy pravdepodobny pries-
tor (Q, M(A), [(.)dp) sa modelmi tedrie pravdepodobnosti, ktorych zakladné

pojmy je mozné definovat vo vnutri kategorie EILIA.

e V tejto kategorii st o-algebry udalosti A a meratelné fuzzy udalosti M(A)

objektmi a morfizmy sa nazyvaji pozorovatelné.

e Pravdepodobnostné miery a zovSeobecnené pravdepodobnostné miery (prav-

depodobnostné integraly) st morfizmami.



e Pravdepodobnostnd miera aj pravdepodobnostny integral st ,linearizacie®
nédhodnych udalosti charakterizované fundamentalnou vlastnostou pravdepo-

dobnosti — aditivitou, pricom ,linearizacia“ poméaha robit rozhodnutia.

e A a M(A) maju inicidlnu $truktiru vzhladom na pravdepodobnostné miery

a pravdepodobnostné integraly.

o (2, M(A), [(.)dp) je minimdlnym kategoridlnym rozsirenim (£2, A, p), pricom

rozsirenie je charakterizované ako kategoriilna epireflexia.

e Pomocou epireflexie kazdému zakladnému pojmu z klasickej teodrie pravdepo-

dobnosti koresponduje jeho fuzzyfikovany pojem v podkategérii FELIA.

V kategorii FELIA je mozné definovat kanonickym spodsobom asymetrickt

stochasticku zavislost a nezavislost a podmieneni pravdepodobnost.

Najskor bolo potrebné sformulovat a dokazat viaceré tvrdenia, ktoré veda k hlav-
nému vysledku. Na tomto mieste je uvedeny len vyber najdolezitejSich tvrdeni ve-
dicich k opisu prechodu z (2, A,p) do (2, M(A), [(.)dp) v pojmoch kategoridlne;]

epireflexie.

Lema 1. (V dizertdcii lema 1.) Nech A a B si polia podmnozin €2, resp. =. Nech
h je A-homomorfizmus z B do A, ktoré si aj A-posety. Potom h je booleovskij

homomorfizmus.

Lema 2. (V dizertdcii lema 5.) Nech A je o-pole podmnoZin Q a nech h je sekvencne

spojity A-homomorfizmus z A do M(T). Potom h je pravdepodobnostnd miera.

Nasledujuca veta hovori o rozsirovani pravdepodobnostnej miery a znazoriuje

ju komutativny diagram na obr. 1.

Veta 1. (V dizertdcii veta 2.) Nech A je o-pole podmnoZzin 2 a nech h je sekvencne
spojity A-homomorfizmus z A do M(T). Potom ezistuje prave jeden sekvencne

spojity A-homomorfizmus h,, z M(A) do M(T), ktory rozsiruje h na M(A).



Obr. 1

7 tychto viet vyplyva dolezité spominané tvrdenie, Ze pravdepodobnostny integ-

ral je aditivna linearizacia ndhodnych udalosti:

Dosledok 1. (V dizertdcii dosledok 1.) Nech A je o-pole mnoZin a nech L je zo-
brazenie z M(A) do [0,1]. Potom si nasledujice tvrdenia ekvivalentné:
(i) L je aditivna linearizdcia.

(ii) Ezistuje prdve jedna pravdepodobnostnd miera p na A takd, Ze L = [(.)dp.

Dalsim krokom bolo dokézat vetu o jednoznacnom rozsireni sekven¢ne spojitych
A-homomorfizmov, ¢o vedie ku spominanej epireflexii. Podstatnym sposobom sa
vyuzivaja vysledky o rozsirovani pravdepodobnostnej miery na pravdepodobnostny

integral.

Veta 2. (V dizertdcii veta 3.) Nech A a B si polia podmnozin Q, resp. =. Nech h
je sekvenéne spojity A-homomorfizmus z A do M(B). Potom existuje prdve jeden
sekvencne spojity A-homomorfizmus hy,, z M(A) do M(B), ktory rozsiruje h na
M(A).

A h » M(B)
# //,>r
ld ) - S
M(A) hun(.) = h=(.)

Dosledok 2. (V dizertdcii déosledok 2.) Nech A a B si polia podmnozin ), resp.

=. Nech h je sekvencne spojityy A-homomorfizmus z A do B. Potom existuje jeding



sekvencne spojity A-homomorfizmus h., z M(A) do M(B) taky, Ze h(A) = h,,(A)
pre vSetky A € A.

Vsetky tvrdenia vedu ku kla¢ovému tvrdeniu o epireflektivnej podkategorii,
ktord je velmi dolezitym pojmom v tedrii kategorii (pozri [1]). Zakladné pojmy
klasickej pravdepodobnostnej téorie st reflektované (cez epireflektor) do ich fuzzy-

fikacie, pozri obr. 3.

ELIA

FELIA:

Veta 3. (V dizertacii veta 4.) FELIA je epirefiektivnou podkategdriou kategorie
ELIA, kde M(A) je epireflezia A, M(B) je epireflexia B, M(T) je epireflexia T,
J(O)d je epireflezia p a hy, je epireflezia h.

Pre kategoriu ELLIA platia dolezité zavery:

e Pozorovatelné si morfizmy v ELIA. Kazdej pozorovatelnej h : A — M(B)
zodpoveda prave jedna pozorovatelna h,, : M(A) — M(B), ktora rozsi-
ruje h, pricom klasicki pozorovatelnt z A do B moZno povaZovat za pozoro-

vatelni h z A do M(B) (cez vnorenie B — M(B)).

e Pravdepodobnostné miery a pravdepodobnostné integraly st prave pozorova-

telné do M(T).

o M(A) je epireflexou A a M(A) nesie inicidlnu struktaru A-posetu vzhladom

na pravdepodobnostné integraly.

e Pravdepodobnostné integraly st prave aditivne linearizicie ndhodnych uda-

losti.



Li(r) ; La(r)
# #
AP L AxBe ™ B
Obr. 4

e Prechod od (2, A, p) ku (2, M(A), [(.)dp) je zdovodneny kategoridlnymi ar-

gumentmi.

Stochasticka nezavislost

V klasickej tedrii pravdepodobnosti je stochastickd nezavislost vzdy symetricka.
Nech (2 x Z,A x B) je su¢inom meratelnych priestorov (2,A) a (Z,B),
t. j. A x B je najmengia o-algebra podmnozin 2 x =, ktora obsahuje vsetky ob-
dlzniky A x B;A € A,B € B. Nech pr; : Q xZ — Q, pr, : QX Z — Z su
zvyCajné meratelné projekcie (pry(w,&) = w, pry(w,&) =&, w € Q, £ € Z) a nech
pri : A — AxBaprf : B— AXB si prislusné meratelné vzorové zobrazenia.
Nech A € A, B € B. Potom, prj (A) = AxZapry (B) = QxB.Prer € P(AxB),
zlozenie r o pri” a r o pry definuje lateralne zobrazenia L; : P(A x B) — P(A)
a Ly : P(A x B) — P(B). Kazdy ,suc¢inovy“ experiment (2 x Z, A x B, r) teda
definuje dva ,lateralne“ experimenty (2, A, Li(r)) a (£, B, Lao(r)) (pozri obr. 4).

Definicia 1. (V dizertacii definicia 25.) Nech (22, A,p) a (£, B, q) su klasické na-
hodné experimenty. Nech r € P(A x B) a nech Li(r) = p, Ls(r) = q. Potom sa

(Q x E, A x B,r) nazyva klasicky zdruzeny experiment.

Definicia 2. (V dizertacii definicia 26.) Nech (2 x =, A x B, r) je klasickym zdruZe-

nygm experimentom (2, A,p) a (£, B, q) anech r = pxq. Potom (2, A,p) a (£,B,q)

sa nazyvaju stochasticky nezdvislé v (2 x Z, A x B,r).

Dizertac¢né praca pouziva iny pristup — pomocou kategorialnych metéd — k ski-
maniu stochastickej nezavislosti a podmienenej pravdepodobnosti. V praci je ukéa-
zané, 7e fuzzyfikacia klasickej teérie pravdepodobnosti umoziuje modelovat asy-

metrickt stochastickti nezévislost. Stochastickd nezavislost a zavislost st skimané



pomocou pojmu stochastického kanéla, ktory hra klic¢ova ulohu v takto vybudova-

nej tedrii a prinasa novy pohlad na skiimanid problematiku.

Definicia 3. (V dizertacii definicia 27.) Nech (€2, A) je meratelny priestor. Potom
(2, M(A)) nazyvame priestor udalosti a (Q, M(A), [(.)dp), p € P(A), nazyvame
experiment. Ak (2, A, p) je klasicky experiment, tak hovorime, ze (2, M(A), [(.)dp)

je jeho fuzzyfikaciou.

Nech (2, M(A), [(.)dp) je experiment a nech (=, M(B)) je priestor udalosti.
Nech g : M(B) — M(A) je pozorovatelna. Pre kazdy pravdepodobnostny integ-
ral p = [(.)dp na M(A), je zlozenie p o g dvoch pozorovatelnych pozorovatelna,
¢ize pravdepodobnostny integral § = [(.)dg na M(B). Toto vytvara Statistické
zobrazenie T, : P(A) — P(B), ktoré sprostredkovane zobrazuje p na g = T,(p).

,Stochasticky kanal“ je kanal, ktorym ,stochastické informacie“ pradia z jed-
ného priestoru udalosti do iného priestoru udalosti. V klasickom pripade, dvojice
(f, f7) spliaju acel a v zovieobecnenom pripade dualne zobrazenia (pozri [15]) po-
zorovatelnda ¢ : M(B) — M(A) a prislusné Statistické zobrazenie
T, : P(A) — P(B) hraji kl'acovi rolu.

Definicia 4. (V dizertacii definicia 29.) Nech (2, M(A)) a (2, M(B)) sua priestory
udalosti, nech g : M(B) — M(A) je pozorovatelna a nech 7, : P(A) — P(B) je

korespondujice Statistické zobrazenie. Potom sa (g, T},) nazyva stochasticky kandl.

Priestory udalosti zovSeobeciiuji meratelné priestory a Statistické zobrazenie zo-
vSeobeciiuji meratelné zobrazenia. Na vybudovanie pojmu asymetrickej nezavislosti

potrebujeme definovat zdruzeny experiment.

Definicia 5. (V dizertacii definicia 28.) Nech (Q, M(A), [(.)dp) a (2, M(B), [(.)dg)
si dva experimenty. Potom (Q x Z,M(A x B), [(.)dr), kde r € P(A x B)

a Li(r) = p, Lo(r) = q, nazyvame zdruZeny experiment.

Poznamenajme, ze laterdlne zobrazenia L, : P(A x B) — P(A)
a Ly : P(A x B) — P(B) zovSeobeciiuju projekcie pr; : Q@ x = — Q
a pry, : 2 x = — Z=. Duélne zobrazenia st definované kanonickym sposobom.
Pre u € M(A), definuyjme @ € M(A x B) takto: pre w € Q,& € =, polozme
(w,€) = u(w) a ozna¢me e; : M(A) — M(A x B) vysledné kanonické vno-

renie posielajice u do u; es : M(B) — M(A x B) je definované analogicky
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Obr. 5

(0(w, &) = v(£)). Zjavne, e a ey st pozovatelné. Nech T,, a T,, st prislugné Statis-
tické zobrazenia. Lahko sa overi, ze Ly = T,,, Ly = T.,, [udp = [udr,u € M(A),
a [vdg = [odr,v € M(B).

Klucova pre mnaSe skumanie je tato otéazka: Ako pozorovatelna
g: M(B) — M(A), resp. prislusny stochasticky kanal (g,T}), ovplyviiuje zdru-
Zzeny experiment (2 x =, M(A x B), [(.)dr)?

Nech (©,A), (Z,B), (A, C) st meratelné priestory, nech f : M(A) — M(C)
ag : M(B) — M(C) su pozorovatelné, nech 7, : P(C) — P(A)
aT,:P(C) — P(B) su prislusné statistické zobrazenia. Nech pre A € A je ) Di-
racova pravdepodobnostna bodova miera (6,(C) =1 pre C € C a 0,(C) = 0 inak).

Nech T¢(9y) x T,(0y) je prislusna sac¢inova pravdepodobnostné miera na A x B.

Nech pre u € M(A x B),

®) )N = [wd(T)6) x ). A€ A
a nech h: M(A x B) — [0,1]* je uréené predpisom (®).

Propozicia 1. (V dizertdcii propozicia 1.)
(i) Zobrazenie h je pozorovatelnd z M(A x B) do M(C).
(i) Nech ey : M(A) — M(A x B) a ey : M(B) — M(A x B) si kdnonické

vnorenia. Potom hoe; = f a hoey =g.

Definicia 6. (V dizertacii definicia 30.) Nech f : M(A) — M(C)
a g : M®B) — M(C) st pozorovatelné. Potom pozorovatelna
h : M(A x B) — M(C) definovana pomocou (®) sa nazyva sucin pozorova-

telngjch f a g; budeme ju oznacovat ako f ® g.



P(A) +2— P(A x B) -2 P(B)

# #
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Obr. 6

Konstrukciu stc¢inu pozorovatelnych schematizuje komutativny diagram na ob-

rézku 5.

Propozicia 2. (V dizertdcii propozicia 2.) Nech f ® g : M(A x B) — M(C) je
sucin pozorovatelngch a nech Trgy @ P(C) — P(A x B) je prislusné Statistické
zobrazenie. Potom:
(1) Pre kazdé A € A, A je nosnd mnoZina C , plati Trgy(0x) = Tr(0x) x T,(0y).
(ii)) Nech A = Q, C = A a nech [ je identickou pozorovatelnou
id : M(A) — M(A). Potom pre kazdé w € Q plati Tiagy(d) = 0w X Ty(dy,).

Propozicia 3. (V dizertacii propozicia 23.) Nech id : M(A) — M(A) je iden-
tickd pozorovatelnd, nech g : M(B) — M(A) je pozorovatelnd, nech
Tia : P(A) — P(A) a T, : P(A) — P(B) su prislusné statistické zobraze-
nia. Potom ezistuje jediné Statistické zobrazenie T : P(A) — P(A x B) také, Ze

diagram na obr. 6 komutuje a T = Tiqgg.

Dosledok 3. (V dizertdcii dosledok 4.)

(i) Ezistuje jedind takd pozorovatelnd h : M(A x B) — M(A), Ze diagram na
obr. 7 komutuje a h =id ®g.

(ii) Pre kazdé p € P(A) existuje jediné také r € P(A x B), Ze T =po (id®g).

Definicia 7. (V dizertacii definicia 31.) Nech (Q, M(A), [(.)dp) a (£, M(B), [(.)dq)
st experimenty, nech id : M(A) — M(A) je identickd pozorovatelna, nech
g : M(B) — M(A) je pozorovatelnia, nech Ty : P(A) — P(A)
a T, : P(A) — P(B) st prislusné statistické zobrazenia. Nech T,(p) = ¢
a r = Tiagy(p). Potom sa trojica (2 x £, M(A x B), [(.)dr) sa nazyva g-zdruzeny
experiment experimentov (Q, M(A), [(.)dp) a (2, M(B), [(.)dq).
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Teraz je mozné dat vSeobecni ODPOVED na dant OTAZKU. Speciﬁckejéia
odpoved bude neskor.

Nech (@ x E, M(A x B), [(.)dr) je zdruzeny experiment (2, M(A), [(.)dp)
a (2, M(B), [(.)dg). Nech g : M(B) — M(A) je pozorovatelna a nech (g,7T},) je
prislusny stochasticky kanal taky, ze T,(p) = g¢. Potom pravdepodobnost
r € P(A x B) je jednozna¢ne determinovana v takomto zmysle: Tiqg, je jediné
Statistické zoprazenie T'z P(A) do P(A x B) také, ze Ly oT =T, LyoT =T,
a1 = Tiage(p). Jednoducho povedané, (2 x =, M(A x B), [(.)d(Tiagy(p))) je jediny
zdruzeny experiment, ktory ,zohladiuje stochasticky kanal“ (g,T;), T,(p) = q.

Pozndmka 1. (V dizertacii poznamka 5.) Hovorime, ze ak L, o T = T,
T :P(A) — P(A x B), tak T, je faktorizované cez P(A x B); suciny a faktori-
zacie Statistickych zobrazenf boli studované v [4], [5], [11], kde M; (2, A) oznacuje

mnozinu vSetkych pravdepodobnostnych mier na A.

Nech (Q, M(A), [(.)dp) a (E,M(B), [(.)dg) si ndhodné experimenty, nech
g : M(B) — M(A) je pozorovatelna, a nech (g,T,) je prislusny stochasticky
kanal taky, ze T,(p) = ¢. Je rozumné tvrdit, ze M(B) je g-nezavislé na M(A),
ak prenesena stochastickd informacia § = [(.)dg o priestore udalosti (2, M(B))
,nediskrimuje® vol'bu stochastickej informacie o (2, M(A)). Presnejsie, ked Sog =g
pre kazdé s € P(A) alebo, ekvivalentne, T,(s) = ¢ pre kazdé s € P(A). Taky sto-
chasticky kanal moze byt charakterizovany ako degenerovany (g-hodnotovy). Nasle-
dujuca propozicia opisuje takéto kanaly.

Pre u € M(B) a w € Q, definujme (g(u))(w) = [udq. To definuje zobrazenie g
z M(B) do [0, 1]%.
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Propozicia 4. (V dizertdcii propozicia 4.)
(i) g je pozorovatelnd do M(A).
(11) Ty(s) = q pre vsetky s € P(A).

Definicia 8. (V dizertacii definicia 32.) Nech (2, M(A)) a (2, M(B)) su priestory
udalosti, nech g : M(B) — M (A) je pozorovatelna, nech 7T} je prislusné statistické
zobrazenie. Nech ¢ € P(B). Ak T, (s) = ¢ pre vietky s € P(A), tak g a T, nazyvame

degenerovaneé.

Propozicia 5. (V  dizertdcii  propozicia 5.) Nech (2, M(A), [(.)dp)
a (2, M(B), [(.)dq) si experimenty. Nech id : M(A) — M(A) (si) je iden-
tick(é)d pozorovateln(é)d, nech g : M(B) — M(A) je degenerovand pozorova-
telnd, nech id®g : M(A x B) — M(A) je ich sicin, nech Tia, T,, a Tiag, st
prislusné Statistické zobrazenia. Predpokladajme, Ze T,(p) = q € P(B). Potom pre
vietky s € P(A) plati Tiagy(s) = s X q.

Definicia 9. (V dizertacii definicia 33.) Nech (Q, M(A), [(.)dp) a (2, M(B), [(.)dgq)
s experimenty, nech ¢ : M(B) — M(A) je pozorovatelna a nech
T, : P(A) — P(B) je prislusné Statistické zobrazenie také, ze Ty(p) = ¢q. Ak T,
je degenerované, potom hovorime, ze experiment (2, M(B), [(.)dq) je stochasticky

g-nezdvisly na experimente (Q, M(A), [(.)dp).

7 propozicie 5 vyplyva nasledujica ODPOVED (8pecifickd). Predpokladajme, ze
experiment (2, M(A), [(.)dp) je stochasticky g¢-nezavisly na experimente
(E,M(B), [(.)dq), t.j. (9.T,) je degenerovany stochasticky kanal, a T,(p) = g¢.
Potom, pre vietky s € P(A) plati Tiqgg(s) = s x T,(s) = s x q. Specialne,
Tiagg(p) =P X ¢-

Definicia 10. (V dizertacii definicia 34.) Nech (2, M(A), [(.)dp) a (2, M(B), [(.)dq)
st experimenty. Nech g : M(B) — M(A) a f : M(A) — M(B) st pozorova-
telné. Ak ¢ a f st degenerované, tak hovorime, ze (2, M(A), [(.)dp)
a (2, M(B), [(.)dq) st stochasticky nezduvislé.

Dosledok 4. (V dizertdcii dosledok 5.) Nech (2, M(A), [(.)dp) a (E, M(B), [(.)dq)
st experimenty a nech (2, A,p) a (£,B,q) su prislusné klasické ndhodné experi-

menty. Nech g : M(B) — M(A) je pozorovatelnd a nech T, : P(A) — P(B) je
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prislusné Statistické zobrazenie také, Ze T,(p) = q. Nech (QAx =, M(AxB), [(.)dr) je
g-zdruZeny experiment experimentov (Q, M(A), [(.)dp) a (E, M(B), [(.)dq) a nech
(Q x Z, A x B,r) je prislusny zdruzeny klasicky ndhodny experiment.

Ak (2, M(B), [(.)dq) je g-nezdvisly na (Q, M(A), [(.)dp), t.j. ak stochasticky
kandl (g,T,) je degenerovany, tak (2, A,p) a (Z,B, q) su stochasticky nezdvislé v ich

klasickom zdruzenom ndhodnom experimente (2 x =, A x B, r).

Poznamka 2. (V dizertacii poznamka 6.) Nech s dva klasické nahodné experi-
menty (Q,A,p) a (£,B,q) stochasticky nezavislé v ich zdruzenom klasickom po-
kuse (2% E, A x B, r). Potom r = px q. Nech (Q, M(A), [(.)dp), (E, M(B), [(.)dq)
a (QxZ, M(AxB), [(.)dr) st ich prislusné fuzzyfikicie. Poznamenajme, Ze z pred-
pokladov nevyplyva existencia pozorovatelnej g : M(B) — M(A), resp.
f: MA) — M(B), a ze medzi (2, A,p) a (£,B,q) ,neexistuje ziadna sto-
chastickd vizba“. Ak totiz nastal klasicky vysledok w € €, resp. £ € =, tak
z pry(w, &) = w, resp. pry(w,&) = &, vyplyva, ze v ,protifahlom® pokuse mohol
nediskriminovane nastat ktorykoI'vek vysledok £ € =, resp. w € €). Podobne, ak na-
stane udalost A € A, resp. B € B, pricom p(A) = r(A X =), resp. ¢(B) = r(B x ),
tak to nediskriminuje udalosti a ich pravdepodobnosti v ,,protifahlom® experimente.
»Neexistencii“ stochastickej vizby medzi (2, A,p) a (=, B, q) ,zodpovedaju“ dege-
nerované pozorovatelné g : M(B) — M(A) a f : M(A) — M(B), pricom
T,(p) = q, Tt(q) = p. To ale znamenad, 7Ze stochastickd nezavislost klasickych experi-
mentov (2, A,p) a (£,B,q) je implicitnou kvalitou explicitne definovanej stochas-
tickej nezavislosti experimentov (2, M(A), [(.)dp) a (2, M(B), [(.)dq), ktora je

vyjadrena v jazyku degenerovanych pozorovatelnych.

Podmienena pravdepodobnost

Uvazujme o g-zdruzenom experimente (2 x 2, M(A x B), [(.)dr) dvoch experimen-
tov  (Q,M(A), [()dp) a (E,M(B), [(.)dg). Podla propozicie 3 je
7 =po (id®g) v zdruzenom experimente jednozna¢ne determinovany. V tejto Casti
prediskutujeme, ako 7  reflektuje  ,stochasticki  zavislost/nezavislost“
(E,M(B), [()dg) od (Q,M(A), [(.)dp). Najmid nas zaujima konstrukcia
spravdepodobnosti R(u|v) udalosti v € M(B) podmienenej udalostou v € M(A)“.
Pouzitim vnoreni e¢; : M(A) — M(A x B), e : M(B) — M(A x B), budeme
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chapat podmienent udalost u|v ako udalost es(u)|e;(v) v zdruZenom experimente
(2xZE, M(A xB), [(.)dr) a ukdzeme, Ze to vedie ku prirodzenej konstrukcii R(u|v).
Ked je stochasticky kanal (g,7,) degenerovany, r = p x ¢, vtedy z experimentu
(2, M(A), [(.)dp) do experimentu (2, M(B), [(.)dq) ziadna relevantna stochasticka
informacia nepradi a potom je prirodzené definovat R(u|v) = 7(ea(u)) = g(u) = [udg.
Pre u € M(B) oznatme @ = ey(u) € M(A x B), t.]., @(w,§) = u(§),w € Q,
€ € Z,apre v € M(A) oznatme ¥ = e;(v) € M(A x B), t.j., 9(w,§) = v(w),
w € Q¢ € Z Pre w € M(A x B) kazdda dvojica ((w,§),a),
0 < a < w(w,§&) moze byt povazovana za ,fuzzy vysledok podporujici w*, mno-
zina M, = {((w,£),a);0 < a < w(w,&)} moéze byt povazovana za mnozinu vset-
kych fuzzy vysledkov podporujicich w a f wdr meria ,,akd velkd“ je mnoZina M,,.
Pre B € B poloime g = es(xg) = xaxz € M(A x B). Potom mnozina
Mypo = Mg = Mg N My = {(w,§),a);0 <a <d(w,§),§ € B} moze byt pova-
zované za ,mnozinu vSetkych fuzzy vysledkov podporujicich x5 za podmienky 0.

Pre 0 < [odr = [vdp, definujme

Ratunlo) = D2

Pre kazdi v € M(A),0 < [odr = [vdp, R(xp|v) definuje pravdepodobnostnu

mieru Rg(.|v) na B, R(.|v) je pozorovatelna do M(T), a teda modze byt jednoznacne

rozSirend na pozorovatelni z M(B) do M(T). Toto rozsirenie ma tvar

_Jasar
[odr

a predstavuje jedint prirodzeni definiciu zovSeobecnej podmienej pravdepodobnosti

(+)  R(ulv) yue M(B),

zalozenej na stochastickom kandli (g,7,) a prislusnom g-zdruzenom experimente.

Definicia 11. (V dizertacii definicia 35.) Nech (Q x =, M(A x B), [(.)dr) je
g-zdruzeny experiment experimentov (Q, M(A), [(.)dp) a (2, M(B), [(.)dq). Nech
ve M(A),0 < [odr = [vdg. Potom pozorovatelna R(.|v) : M(B) — M(T) de-
finovanti pomocou (%) nazyvame pravdepodobnost na M(B) podmienend udalostou
ve M(A).

Pre zovSeobecnené pravdepodobnostné domény (MV-algebry, Lukasiewiczove
klany, D-posety, ...) dalsia bindrna operacia ,,su¢in“ bola Studovana priméarne v spo-
jeni so zdruzenymi pozorovatel nymi, stochastickou nezavislostou, podmienenou stred-

nou hodnotou a podmienenou pravdepodobnostou, napr. v [27], [8], [30], [18], [28],
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[23], [10], [19], [6], [21]. Je zname (pozri [28], [23]), Ze v plnom Lukasiewiczovom
klane sa ,,sa¢in“ redukuje na zvyc¢ajny bodovy sucin funkcii.

Poznamenajme, 7Ze konstrukcia zovSseobecnenej podmienej pravdepodobnosti pre
MV-algebry a D-posety je zalozend na operacii saéinu. V [23], [10] pre
u,v € M(A),0 < [udp, je P(v|u) definované cez ([v.udp)/([udp). Nase kon-
strukcie plne podporuja ,,podmienovanie cez suc¢in®“ a, ¢o je dolezitejsie, tvrdime, ze

pre plné Lukasiewiczove klany ,,podmiefiovanie cez sac¢in® je kadnonické.

Lema 3. (V dizertdcii lema 10.) Nech R(.|v) : M(B) — M(T) je pravdepodob-
nost na M(B) podmienend udalostou v e M(A),0 < [odr = [vdp, definovand po-
mocou (). Potom pre kazdé uw € M(B) plati [a.0dr = [g(u).vdp a [odr = [vdp.

Nasledujtci Specidlny pripad je zaujimavy. Uvazujme g-zdruZeny experiment
experimentov (Q, M(A), [(.)dp) a (2, M(B), [(.)dg), pri¢om st tieto experimenty
identické a g = id je identickd pozorovateIna. Nech v € M(A),0 < [vdp. Potom

pre kazdé u € M(A) plati
~ Juvdp
~ Judp

aprev=xa4,u=xp,A4, B¢ A p(A) >0 dostaneme

R(ulv)

Jvdp — p(A)

Nakoniec si v§imnime, ze zvycajny pristup k nezévislosti cez podmienend prav-

Rulv) Juwdp  p(BN A)'

depodobnost je kompatibilny s nagim pristupom cez stochastické kanaly. Naozaj,
ak g : M(B) — M(A) je degenerovana pozorovatelnd, tak p X ¢ = po (id ®g)
a R(ulv) = [udg, ve M(A),0 < [vdp.
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Sthrn v anglickom jazyku

The present dissertation is devoted to investigation of generalized probability the-
ory via categorical methods. It offers an answer to L. Zadeh’s challenge to cons-
truct a fuzzified probability theory, namely, we present a minimal categorical (epi-
reflective) extension of kolmogorovian approach. Probability integral is perceived
as a linearization of random events. We present our results related to stochastic
(in)dependence and conditional probability in generalized probability space. We
provide appropriate background information, results and their summary. Our pre-
sentation could serve in teaching probability theory and mathematical structures,
as well as to provide inspiration for future research in the area of mathematical and

philosophical foundations of probability theory.
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