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Autoreferát dizerta£nej práce

Úvod

Je moºné konzistentne a efektívne matematicky uchopi´ neur£itos´? Azda uº tu sa

hodí neur£itá � moºno poveda´ fuzzy alebo dokonca aj kvantová � odpove¤: áno aj

nie. Moja dizerta£ná práca je snahou prispie´ k pozitívnej odpovedi na ¬u.

Dizerta£ná práca NEUR�ITOS�, �TRUKTÚRY A KATEGÓRIE sa venuje zo-

v²eobecnenej teórii pravdepodobnosti, v ktorej je klasický pravdepodobnostný pries-

tor (pozri [20]) nahradený zov²eobecneným pravdepodobnostným priestorom. Am-

bíciou zov²eobecnenej teórie pravdepodobnosti je do modelu zahrnú´ okrem aspektu

náhodnosti aj fuzzy aspekt, £ím moºno na skúmaný jav poskytnú´ komplexnej²í

poh©ad. Ide vlastne o jednu z re�exií na návrh L. Zadeha (pozri [31]). V teórii �-

gurujú zov²eobecnené náhodné udalosti z mnoºinyM(A) v²etkých A-merate©ných

funkcií do jednotkového intervalu, ktorých miera je ur£ená pravdepodobnostným

intergrálom (vzh©adom k pravdepodobnostnej miere), pri£om A je σ-pole mno-

ºín. Literatúra týkajúca sa zov²eobecnenej teórie pravdepodobnosti je rozsiahla,

k tejto téme existuje mnoho rôznych prístupov, £asto s paralelnými výsledkami.

Lenºe pri opisovaní pouºívaných ²truktúr a ich vzájomných vz´ahov sa £asto za-

chádza do detailov (napr. [9], [17], [24]) a s narastajúcim mnoºstvom informácií

sa vlastne znevidite©¬uje podstata. Preto R. Fri£ a M. Pap£o boli presved£ení, ºe

kategoriálny prístup k danej problematike by umoºnil da´ podstatnú £as´ výsledkov

do perspektívy a zorientova´ sa v nich v¤aka uni�kujúcej teórii, v ktorej kolmo-

gorovovská klasika �guruje ako ²peciálny prípad. Z h©adiska metodického prístupu

dizerta£ná práca pokra£uje v duchu kategoriálneho prístupu R. Fri£a a M. Pap£a

k zov²eobecnenej teórii pravdepodobnosti (pozri [13], [16], [14]). Na rozdiel od ich

modelovania náhodných udalostí prostredníctvom D-posetov (pozri [7], [22]) fuzzy

podmnoºín univerza, v tejto práci sú na takýto ú£el vyuºívané A-posety, zavedené

V. Sk°ivánkom (pozri [29]). �as´ výsledkov moºno povaºova´ za reformuláciu tvr-

dení spomínaných autorov práve v jazyku A-posetov. Vzh©adom na istú pridanú

hodnotu takéhoto prístupu jazyk A-posetov je uplatnený aj v nových tvrdeniach.

Sú£asnou ambíciou je ukáza´, ºe teória kategórií (pozri [1]), jej postupy a kon²trukcie

sú vhodnými nástrojmi na skúmanie zov²eobecnej (fuzzy) teórie pravdepodobnosti

a umoº¬ujú ju da´ do kontextuálneho rámca s inými modelmi pravdepodobnosti.
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To môºe pomôc´ nielen nájs´ dostato£ný argument odôvod¬ujúci Zadehovo po¬atie

(pozri [31]), ale aj v snahe predstavi´ ucelenej²í matematický prístup k neur£itosti

a pravdepodobnosti (pozri [28], [26]).

Dizerta£ná práca sa delí na ²tyri kapitoly:

Prvá kapitola je priblíºením matematického chápania neur£itosti v minulosti

a dnes. V druhej kapitole £itate© nájde teoretické východiská dizerta£nej práce. Ide

najmä o základné pojmy z fuzzy logiky a teórie kategórií a vysvetlenie zov²eobecnej

teórie pravdepodobnosti, ako aj výsledky autorov, ktorí túto tému skúmali predo

mnou a v ktorých práci pokra£ujem. Zámerom ¤al²ích dvoch kapitol je predsta-

vi´ dosiahnuté výsledky, ktoré boli aj publikované v dvoch £lánkov, ktorých kópie

sú priloºené na konci práce (pozri [2], [3]). V tretej kapitole vysvet©ujem, pre£o

je pravdepodobnostný integrál vhodným a prirodzeným roz²írením pravdepodob-

nostnej miery. Ide najmä o opis komplexného dôvodu zaloºeného na kategoriálnom

prístupe k pravdepodobnosti a uplat¬ovanie prirodzenej poºiadavky lep²ieho rozho-

dovania o neur£itých javoch. �tvrtá kapitola je venovaná zov²eobecneniu stochas-

tickej (ne)závislosti a podmienej pravdepodobnosti.

Ciele

Hlavným cie©om dizerta£nej práce bolo prispie´ k vybudovaniu súvislej zov²eobec-

nenej teórie pravdepodobnosti v jazyku A-posetov pomocou elementárnych metód

teórie kategórií.

Dosiahnutiu hlavného cie©a napomohlo splnenie týchto £iastkových cie©ov:

• Ponúknu´ £itate©ovi preh©adný ná£rt rôznych typov a spôsobov modelovania

neur£itosti.

• Porovna´ jednotlivé ²truktúry pouºívané rôznymi autormi v modelovaní poj-

mov zov²eobecnenej teórie pravdepodobnosti. Ukáza´, pre£o sú na to A-posety

vhodnou ²truktúrou.

• Opísa´ základnú kategóriu a jej podkategórie, v ktorej v²etky pojmy a kon-

²trukcie klasickej (Kolmogorovej) teórie pravdepodobnosti sú obsiahnuté ako

²peciálny prípad.
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• Ukáza´, pre£o je pravdepodobnostný integrál vhodným a prirodzeným roz²í-

rením pravdepodobnostnej miery.

• �tudova´ a opísa´ stochastickú nezávislos´, závislos´ a podmienenú pravdepo-

dobnos´ v zov²eobecnenej teórii pravdepodobnosti.

• H©ada´ ¤al²ie perspektívy bádania v tejto oblasti.

Hlavné výsledky

Pravdepodobnostný integrál ako linearizácia náhodných udalostí

Nech IA je kategória, v ktorej sú objektmi IA-posety a mor�zmami sú sekven£ne

spojité A-homomor�zmy.

K opisu prechodu od klasického pravdepodobnostného priestoru (Ω,A, p) k zo-

v²eobecnenému pravdepodobnostnému priestoru (Ω,M(A),
∫
(.)dp) v jazyku teórie

kategórií bolo potrebné zavies´ e²te nasledujúce podkategórie kategórie IA:

• LIA, v ktorej objektmi sú �ukasiewiczove klany,

• ELIA, v ktorej objektmi sú extremálne �ukasiewiczove klany (najmen²ie alebo

najvä£²ie prvky v ekvivalentnej triede),

• FELIA, v ktorej objektmi sú plné �ukasiewiczove klany.

V dizerta£nej práci boli opísané, vysvetlené a dokázané nasledujúce tézy:

• ELIA je minimálna kategória, v ktorej moºno opísa´ prechod od klasickej ku

zov²eobecnenej pravdepodobnosti.

• Klasický pravdepodobnostný priestor (Ω,A, p) a fuzzy pravdepodobný pries-

tor (Ω,M(A),
∫
(.)dp) sú modelmi teórie pravdepodobnosti, ktorých základné

pojmy je moºné de�nova´ vo vnútri kategórie ELIA.

• V tejto kategórii sú σ-algebry udalostí A a merate©né fuzzy udalosti M(A)

objektmi a mor�zmy sa nazývajú pozorovate©né.

• Pravdepodobnostné miery a zov²eobecnené pravdepodobnostné miery (prav-

depodobnostné integrály) sú mor�zmami.
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• Pravdepodobnostná miera aj pravdepodobnostný integrál sú �linearizácie�

náhodných udalostí charakterizované fundamentálnou vlastnos´ou pravdepo-

dobnosti � aditivitou, pri£om �linearizácia� pomáha robi´ rozhodnutia.

• A aM(A) majú iniciálnu ²truktúru vzh©adom na pravdepodobnostné miery

a pravdepodobnostné integrály.

• (Ω,M(A),
∫
(.)dp) je minimálnym kategoriálnym roz²írením (Ω,A, p), pri£om

roz²írenie je charakterizované ako kategoriálna epire�exia.

• Pomocou epire�exie kaºdému základnému pojmu z klasickej teórie pravdepo-

dobnosti kore²ponduje jeho fuzzy�kovaný pojem v podkategórii FELIA.

• V kategórii FELIA je moºné de�nova´ kanonickým spôsobom asymetrickú

stochastickú závislos´ a nezávislos´ a podmienenú pravdepodobnos´.

Najskôr bolo potrebné sformulova´ a dokáza´ viaceré tvrdenia, ktoré vedú k hlav-

nému výsledku. Na tomto mieste je uvedený len výber najdôleºitej²ích tvrdení ve-

dúcich k opisu prechodu z (Ω,A, p) do (Ω,M(A),
∫
(.)dp) v pojmoch kategoriálnej

epire�exie.

Lema 1. (V dizertácii lema 1.) Nech A a B sú polia podmnoºín Ω, resp. Ξ. Nech

h je A-homomor�zmus z B do A, ktoré sú aj A-posety. Potom h je booleovský

homomor�zmus.

Lema 2. (V dizertácii lema 5.) Nech A je σ-pole podmnoºín Ω a nech h je sekven£ne

spojitý A-homomor�zmus z A doM(T). Potom h je pravdepodobnostná miera.

Nasledujúca veta hovorí o roz²irovaní pravdepodobnostnej miery a znázor¬uje

ju komutatívny diagram na obr. 1.

Veta 1. (V dizertácii veta 2.) Nech A je σ-pole podmnoºín Ω a nech h je sekven£ne

spojitý A-homomor�zmus z A do M(T). Potom existuje práve jeden sekven£ne

spojitý A-homomor�zmus hm zM(A) doM(T), ktorý roz²iruje h naM(A).
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A M(T) ≡ [0, 1]

M(A)

h

∃!hm

#

Obr. 1

Z týchto viet vyplýva dôleºité spomínané tvrdenie, ºe pravdepodobnostný integ-

rál je aditívna linearizácia náhodných udalostí:

Dôsledok 1. (V dizertácii dôsledok 1.) Nech A je σ-pole mnoºín a nech L je zo-

brazenie zM(A) do [0, 1]. Potom sú nasledujúce tvrdenia ekvivalentné:

(i) L je aditívna linearizácia.

(ii) Existuje práve jedna pravdepodobnostná miera p na A taká, ºe L =
∫
(.)dp.

�al²ím krokom bolo dokáza´ vetu o jednozna£nom roz²írení sekven£ne spojitých

A-homomor�zmov, £o vedie ku spomínanej epire�exii. Podstatným spôsobom sa

vyuºívajú výsledky o roz²irovaní pravdepodobnostnej miery na pravdepodobnostný

integrál.

Veta 2. (V dizertácii veta 3.) Nech A a B sú polia podmnoºín Ω, resp. Ξ. Nech h

je sekven£ne spojitý A-homomor�zmus z A do M(B). Potom existuje práve jeden

sekven£ne spojitý A-homomor�zmus hm z M(A) do M(B), ktorý roz²iruje h na

M(A).

A M(B) [0, 1]Ξ

M(A)

h e

id

#

?hm
hΞ

#

A M(B)

M(A) hm(.) = hΞ(.)

h

id
∃!hm

#

Obr. 2

Dôsledok 2. (V dizertácii dôsledok 2.) Nech A a B sú polia podmnoºín Ω, resp.

Ξ. Nech h je sekven£ne spojitý A-homomor�zmus z A do B. Potom existuje jediný
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sekven£ne spojitý A-homomor�zmus hm zM(A) doM(B) taký, ºe h(A) = hm(A)

pre v²etky A ∈ A.

V²etky tvrdenia vedú ku k©ú£ovému tvrdeniu o epire�ektívnej podkategórii,

ktorá je ve©mi dôleºitým pojmom v teórii kategórií (pozri [1]). Základné pojmy

klasickej pravdepodobnostnej téorie sú re�ektované (cez epire�ektor) do ich fuzzy-

�kácie, pozri obr. 3.

FELIA

ELIA

T ≡ {0, 1} A B

M(T) ≡ [0, 1] M(A) M(B)

# #

#

p h

hm
∫
(.)dp

Obr. 3

Veta 3. (V dizertácii veta 4.) FELIA je epire�ektívnou podkategóriou kategórie

ELIA, kdeM(A) je epire�exia A,M(B) je epire�exia B,M(T) je epire�exia T,∫
(.)d je epire�exia p a hm je epire�exia h.

Pre kategóriu ELIA platia dôleºité závery:

• Pozorovate©né sú mor�zmy v ELIA. Kaºdej pozorovate©nej h : A −→M(B)

zodpovedá práve jedna pozorovate©ná hm : M(A) −→ M(B), ktorá roz²i-

ruje h, pri£om klasickú pozorovate©nú z A do B moºno povaºova´ za pozoro-

vate©nú h z A doM(B) (cez vnorenie B ↪→M(B)).

• Pravdepodobnostné miery a pravdepodobnostné integrály sú práve pozorova-

te©né doM(T).

• M(A) je epire�exou A aM(A) nesie iniciálnu ²truktúru A-posetu vzh©adom

na pravdepodobnostné integrály.

• Pravdepodobnostné integrály sú práve aditívne linearizácie náhodných uda-

lostí.
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[0, 1]

A A×B B
pr1
← pr2

←

L1(r)
r

L2(r)

##

Obr. 4

• Prechod od (Ω,A, p) ku (Ω,M(A),
∫
(.)dp) je zdôvodnený kategoriálnymi ar-

gumentmi.

Stochastická nezávislos´

V klasickej teórii pravdepodobnosti je stochastická nezávislos´ vºdy symetrická.

Nech (Ω × Ξ,A × B) je sú£inom merate©ných priestorov (Ω,A) a (Ξ,B),

t. j. A × B je najmen²ia σ-algebra podmnoºín Ω × Ξ, ktorá obsahuje v²etky ob-

d¨ºniky A × B;A ∈ A, B ∈ B. Nech pr1 : Ω × Ξ −→ Ω, pr2 : Ω × Ξ −→ Ξ sú

zvy£ajné merate©né projekcie (pr1(ω, ξ) = ω, pr2(ω, ξ) = ξ, ω ∈ Ω, ξ ∈ Ξ) a nech

pr←1 : A −→ A×B a pr←2 : B −→ A×B sú príslu²né merate©né vzorové zobrazenia.

Nech A ∈ A, B ∈ B. Potom, pr←1 (A) = A×Ξ a pr←2 (B) = Ω×B. Pre r ∈ P(A×B),

zloºenie r ◦ pr←1 a r ◦ pr←2 de�nuje laterálne zobrazenia L1 : P(A × B) −→ P(A)

a L2 : P(A ×B) −→ P(B). Kaºdý �sú£inový� experiment (Ω × Ξ,A ×B, r) teda

de�nuje dva �laterálne� experimenty (Ω,A, L1(r)) a (Ξ,B, L2(r)) (pozri obr. 4).

De�nícia 1. (V dizertácii de�nícia 25.) Nech (Ω,A, p) a (Ξ,B, q) sú klasické ná-

hodné experimenty. Nech r ∈ P(A × B) a nech L1(r) = p, L2(r) = q. Potom sa

(Ω× Ξ,A×B, r) nazýva klasický zdruºený experiment.

De�nícia 2. (V dizertácii de�nícia 26.) Nech (Ω×Ξ,A×B, r) je klasickým zdruºe-

ným experimentom (Ω,A, p) a (Ξ,B, q) a nech r = p×q. Potom (Ω,A, p) a (Ξ,B, q)

sa nazývajú stochasticky nezávislé v (Ω× Ξ,A×B, r).

Dizerta£ná práca pouºíva iný prístup � pomocou kategoriálnych metód � k skú-

maniu stochastickej nezávislosti a podmienenej pravdepodobnosti. V práci je uká-

zané, ºe fuzzy�kácia klasickej teórie pravdepodobnosti umoº¬uje modelova´ asy-

metrickú stochastickú nezávislos´. Stochastická nezávislos´ a závislos´ sú skúmané
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pomocou pojmu stochastického kanála, ktorý hrá k©ú£ovú úlohu v takto vybudova-

nej teórii a priná²a nový poh©ad na skúmanú problematiku.

De�nícia 3. (V dizertácii de�nícia 27.) Nech (Ω,A) je merate©ný priestor. Potom

(Ω,M(A)) nazývame priestor udalostí a (Ω,M(A),
∫
(.)dp), p ∈ P(A), nazývame

experiment. Ak (Ω,A, p) je klasický experiment, tak hovoríme, ºe (Ω,M(A),
∫
(.)dp)

je jeho fuzzy�káciou.

Nech (Ω,M(A),
∫
(.)dp) je experiment a nech (Ξ,M(B)) je priestor udalostí.

Nech g :M(B) −→M(A) je pozorovate©ná. Pre kaºdý pravdepodobnostný integ-

rál p =
∫
(.)dp na M(A), je zloºenie p ◦ g dvoch pozorovate©ných pozorovate©ná,

£iºe pravdepodobnostný integrál q =
∫
(.)dq na M(B). Toto vytvára ²tatistické

zobrazenie Tg : P(A) −→ P(B), ktoré sprostredkovane zobrazuje p na q = Tg(p).

�Stochastický kanál� je kanál, ktorým �stochastické informácie� prúdia z jed-

ného priestoru udalostí do iného priestoru udalostí. V klasickom prípade, dvojice

(f, f→) sp¨¬ajú ú£el a v zov²eobecnenom prípade duálne zobrazenia (pozri [15]) po-

zorovate©ná g : M(B) −→ M(A) a príslu²né ²tatistické zobrazenie

Tg : P(A) −→ P(B) hrajú k©ú£ovú rolu.

De�nícia 4. (V dizertácii de�nícia 29.) Nech (Ω,M(A)) a (Ξ,M(B)) sú priestory

udalostí, nech g :M(B) −→M(A) je pozorovate©ná a nech Tg : P(A) −→ P(B) je

kore²pondujúce ²tatistické zobrazenie. Potom sa (g, Tg) nazýva stochastický kanál.

Priestory udalostí zov²eobec¬ujú merate©né priestory a ²tatistické zobrazenie zo-

v²eobec¬ujú merate©né zobrazenia. Na vybudovanie pojmu asymetrickej nezávislosti

potrebujeme de�nova´ zdruºený experiment.

De�nícia 5. (V dizertácii de�nícia 28.) Nech (Ω,M(A),
∫
(.)dp) a (Ξ,M(B),

∫
(.)dq)

sú dva experimenty. Potom (Ω × Ξ,M(A × B),
∫
(.)dr), kde r ∈ P(A × B)

a L1(r) = p, L2(r) = q, nazývame zdruºený experiment.

Poznamenajme, ºe laterálne zobrazenia L1 : P(A × B) −→ P(A)

a L2 : P(A × B) −→ P(B) zov²eobec¬ujú projekcie pr1 : Ω × Ξ −→ Ω

a pr2 : Ω × Ξ −→ Ξ. Duálne zobrazenia sú de�nované kánonickým spôsobom.

Pre u ∈ M(A), de�nujme ũ ∈ M(A × B) takto: pre ω ∈ Ω, ξ ∈ Ξ, poloºme

ũ(ω, ξ) = u(ω) a ozna£me e1 : M(A) −→ M(A × B) výsledné kánonické vno-

renie posielajúce u do ũ; e2 : M(B) −→ M(A × B) je de�nované analogicky
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M(A) M(A×B) M(B)

M(C)

e1 e2

f

#

h g

#

Obr. 5

(ṽ(ω, ξ) = v(ξ)). Zjavne, e1 a e2 sú pozovate©né. Nech Te1 a Te1 sú príslu²né ²tatis-

tické zobrazenia. �ahko sa overí, ºe L1 = Te1 , L2 = Te2 ,
∫
udp =

∫
ũdr, u ∈ M(A),

a
∫
vdq =

∫
ṽdr, v ∈M(B).

K©ú£ová pre na²e skúmanie je táto otázka: Ako pozorovate©ná

g : M(B) −→ M(A), resp. príslu²ný stochastický kanál (g, Tg), ovplyv¬uje zdru-

ºený experiment (Ω× Ξ,M(A×B),
∫
(.)dr)?

Nech (Ω,A), (Ξ,B), (Λ,C) sú merate©né priestory, nech f : M(A) −→ M(C)

a g : M(B) −→ M(C) sú pozorovate©né, nech Tf : P(C) −→ P(A)

a Tg : P(C) −→ P(B) sú príslu²né ²tatistické zobrazenia. Nech pre λ ∈ Λ je δλ Di-

racova pravdepodobnostná bodová miera (δλ(C) = 1 pre C ∈ C a δλ(C) = 0 inak).

Nech Tf (δλ) × Tg(δλ) je príslu²ná sú£inová pravdepodobnostná miera na A × B.

Nech pre u ∈M(A×B),

(⊗) (h(u))(λ) =

∫
ud(Tf (δλ)× Tg(δλ)), λ ∈ Λ,

a nech h :M(A×B) −→ [0, 1]Λ je ur£ené predpisom (⊗).

Propozícia 1. (V dizertácii propozícia 1.)

(i) Zobrazenie h je pozorovate©ná zM(A×B) doM(C).

(ii) Nech e1 : M(A) −→ M(A × B) a e2 : M(B) −→ M(A × B) sú kánonické

vnorenia. Potom h ◦ e1 = f a h ◦ e2 = g.

De�nícia 6. (V dizertácii de�nícia 30.) Nech f : M(A) −→ M(C)

a g : M(B) −→ M(C) sú pozorovate©né. Potom pozorovate©ná

h : M(A × B) −→ M(C) de�novaná pomocou (⊗) sa nazýva sú£in pozorova-

te©ných f a g; budeme ju ozna£ova´ ako f ⊗ g.
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P(A) P(A×B) P(B)

P(A)

L1 L2

Tid

#

T∃!
Tg

#

Obr. 6

Kon²trukciu sú£inu pozorovate©ných schematizuje komutatívny diagram na ob-

rázku 5.

Propozícia 2. (V dizertácii propozícia 2.) Nech f ⊗ g :M(A×B) −→M(C) je

sú£in pozorovate©ných a nech Tf⊗g : P(C) −→ P(A × B) je príslu²né ²tatistické

zobrazenie. Potom:

(i) Pre kaºdé λ ∈ Λ, Λ je nosná mnoºina C , platí Tf⊗g(δλ) = Tf (δλ)× Tg(δλ).
(ii) Nech Λ = Ω, C = A a nech f je identickou pozorovate©nou

id :M(A) −→M(A). Potom pre kaºdé ω ∈ Ω platí Tid⊗g(δω) = δω × Tg(δω).

Propozícia 3. (V dizertácii propozícia 23.) Nech id : M(A) −→ M(A) je iden-

tická pozorovate©ná, nech g : M(B) −→ M(A) je pozorovate©ná, nech

Tid : P(A) −→ P(A) a Tg : P(A) −→ P(B) sú príslu²né ²tatistické zobraze-

nia. Potom existuje jediné ²tatistické zobrazenie T : P(A) −→ P(A × B) také, ºe

diagram na obr. 6 komutuje a T = Tid⊗g.

Dôsledok 3. (V dizertácii dôsledok 4.)

(i) Existuje jediná taká pozorovate©ná h : M(A × B) −→ M(A), ºe diagram na

obr. 7 komutuje a h = id⊗g.
(ii) Pre kaºdé p ∈ P(A) existuje jediné také r ∈ P(A×B), ºe r = p ◦ (id⊗g).

De�nícia 7. (V dizertácii de�nícia 31.) Nech (Ω,M(A),
∫
(.)dp) a (Ξ,M(B),

∫
(.)dq)

sú experimenty, nech id : M(A) −→ M(A) je identická pozorovate©ná, nech

g : M(B) −→ M(A) je pozorovate©ná, nech Tid : P(A) −→ P(A)

a Tg : P(A) −→ P(B) sú príslu²né ²tatistické zobrazenia. Nech Tg(p) = q

a r = Tid⊗g(p). Potom sa trojica (Ω × Ξ,M(A ×B),
∫
(.)dr) sa nazýva g-zdruºený

experiment experimentov (Ω,M(A),
∫
(.)dp) a (Ξ,M(B),

∫
(.)dq).
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M(A) M(A×B) M(B)

M(A)

M(T)

e1 e2

id

#

id⊗g∃! g

#

p

Obr. 7

Teraz je moºné da´ v²eobecnú ODPOVE� na danú OTÁZKU. �peci�ckej²ia

odpove¤ bude neskôr.

Nech (Ω × Ξ,M(A × B),
∫
(.)dr) je zdruºený experiment (Ω,M(A),

∫
(.)dp)

a (Ξ,M(B),
∫
(.)dq). Nech g :M(B) −→M(A) je pozorovate©ná a nech (g, Tg) je

príslu²ný stochastický kanál taký, ºe Tg(p) = q. Potom pravdepodobnos´

r ∈ P(A × B) je jednozna£ne determinovaná v takomto zmysle: Tid⊗g je jediné

²tatistické zoprazenie T z P(A) do P(A × B) také, ºe L1 ◦ T = Tid, L2 ◦ T = Tg

a r = Tid⊗g(p). Jednoducho povedané, (Ω×Ξ,M(A×B),
∫
(.)d(Tid⊗g(p))) je jediný

zdruºený experiment, ktorý �zoh©ad¬uje stochastický kanál� (g, Tg), Tg(p) = q.

Poznámka 1. (V dizertácii poznámka 5.) Hovoríme, ºe ak L2 ◦ T = Tg,

T : P(A) −→ P(A × B), tak Tg je faktorizované cez P(A × B); sú£iny a faktori-

zácie ²tatistických zobrazení boli ²tudované v [4], [5], [11], kde M+
1 (Ω,A) ozna£uje

mnoºinu v²etkých pravdepodobnostných mier na A.

Nech (Ω,M(A),
∫
(.)dp) a (Ξ,M(B),

∫
(.)dq) sú náhodné experimenty, nech

g : M(B) −→ M(A) je pozorovate©ná, a nech (g, Tg) je príslu²ný stochastický

kanál taký, ºe Tg(p) = q. Je rozumné tvrdi´, ºe M(B) je g-nezávislé na M(A),

ak prenesená stochastická informácia q =
∫
(.)dq o priestore udalostí (Ξ,M(B))

�nediskrimuje� vo©bu stochastickej informácie o (Ω,M(A)). Presnej²ie, ke¤ s◦g = q

pre kaºdé s ∈ P(A) alebo, ekvivalentne, Tg(s) = q pre kaºdé s ∈ P(A). Taký sto-

chastický kanál môºe by´ charakterizovaný ako degenerovaný (q-hodnotový). Nasle-

dujúca propozícia opisuje takéto kanály.

Pre u ∈ M(B) a ω ∈ Ω, de�nujme (g(u))(ω) =
∫
udq. To de�nuje zobrazenie g

zM(B) do [0, 1]Ω.
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Propozícia 4. (V dizertácii propozícia 4.)

(i) g je pozorovate©ná doM(A).

(ii) Tg(s) = q pre v²etky s ∈ P(A).

De�nícia 8. (V dizertácii de�nícia 32.) Nech (Ω,M(A)) a (Ξ,M(B)) sú priestory

udalostí, nech g :M(B) −→M(A) je pozorovate©ná, nech Tg je príslu²né ²tatistické

zobrazenie. Nech q ∈ P(B). Ak Tg(s) = q pre v²etky s ∈ P(A), tak g a Tg nazývame

degenerované.

Propozícia 5. (V dizertácii propozícia 5.) Nech (Ω,M(A),
∫
(.)dp)

a (Ξ,M(B),
∫
(.)dq) sú experimenty. Nech id : M(A) −→ M(A) (sú) je iden-

tick(é)á pozorovate©n(é)á, nech g : M(B) −→ M(A) je degenerovaná pozorova-

te©ná, nech id⊗g : M(A × B) −→ M(A) je ich sú£in, nech Tid, Tg, a Tid⊗g sú

príslu²né ²tatistické zobrazenia. Predpokladajme, ºe Tg(p) = q ∈ P(B). Potom pre

v²etky s ∈ P(A) platí Tid⊗g(s) = s× q.

De�nícia 9. (V dizertácii de�nícia 33.) Nech (Ω,M(A),
∫
(.)dp) a (Ξ,M(B),

∫
(.)dq)

sú experimenty, nech g : M(B) −→ M(A) je pozorovate©ná a nech

Tg : P(A) −→ P(B) je príslu²né ²tatistické zobrazenie také, ºe Tg(p) = q. Ak Tg

je degenerované, potom hovoríme, ºe experiment (Ξ,M(B),
∫
(.)dq) je stochasticky

g-nezávislý na experimente (Ω,M(A),
∫
(.)dp).

Z propozície 5 vyplýva nasledujúca ODPOVE� (²peci�cká). Predpokladajme, ºe

experiment (Ω,M(A),
∫
(.)dp) je stochasticky g-nezávislý na experimente

(Ξ,M(B),
∫
(.)dq), t. j. (g, Tg) je degenerovaný stochastický kanál, a Tg(p) = q.

Potom, pre v²etky s ∈ P(A) platí Tid⊗g(s) = s × Tg(s) = s × q. �peciálne,

Tid⊗g(p) = p× q.

De�nícia 10. (V dizertácii de�nícia 34.) Nech (Ω,M(A),
∫
(.)dp) a (Ξ,M(B),

∫
(.)dq)

sú experimenty. Nech g : M(B) −→ M(A) a f : M(A) −→ M(B) sú pozorova-

te©né. Ak g a f sú degenerované, tak hovoríme, ºe (Ω,M(A),
∫
(.)dp)

a (Ξ,M(B),
∫
(.)dq) sú stochasticky nezávislé.

Dôsledok 4. (V dizertácii dôsledok 5.) Nech (Ω,M(A),
∫
(.)dp) a (Ξ,M(B),

∫
(.)dq)

sú experimenty a nech (Ω,A, p) a (Ξ,B, q) sú príslu²né klasické náhodné experi-

menty. Nech g :M(B) −→M(A) je pozorovate©ná a nech Tg : P(A) −→ P(B) je
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príslu²né ²tatistické zobrazenie také, ºe Tg(p) = q. Nech (Ω×Ξ,M(A×B),
∫
(.)dr) je

g-zdruºený experiment experimentov (Ω,M(A),
∫
(.)dp) a (Ξ,M(B),

∫
(.)dq) a nech

(Ω× Ξ,A×B, r) je príslu²ný zdruºený klasický náhodný experiment.

Ak (Ξ,M(B),
∫
(.)dq) je g-nezávislý na (Ω,M(A),

∫
(.)dp), t.j. ak stochastický

kanál (g, Tg) je degenerovaný, tak (Ω,A, p) a (Ξ,B, q) sú stochasticky nezávislé v ich

klasickom zdruºenom náhodnom experimente (Ω× Ξ,A×B, r).

Poznámka 2. (V dizertácii poznámka 6.) Nech sú dva klasické náhodné experi-

menty (Ω,A, p) a (Ξ,B, q) stochasticky nezávislé v ich zdruºenom klasickom po-

kuse (Ω×Ξ,A×B, r). Potom r = p×q. Nech (Ω,M(A),
∫
(.)dp), (Ξ,M(B),

∫
(.)dq)

a (Ω×Ξ,M(A×B),
∫
(.)dr) sú ich príslu²né fuzzy�kácie. Poznamenajme, ºe z pred-

pokladov nevyplýva existencia pozorovate©nej g : M(B) −→ M(A), resp.

f : M(A) −→ M(B), a ºe medzi (Ω,A, p) a (Ξ,B, q) �neexistuje ºiadna sto-

chastická väzba� . Ak totiº nastal klasický výsledok ω ∈ Ω, resp. ξ ∈ Ξ, tak

z pr1(ω, ξ) = ω, resp. pr2(ω, ξ) = ξ, vyplýva, ºe v �proti©ahlom� pokuse mohol

nediskriminovane nasta´ ktorýko©vek výsledok ξ ∈ Ξ, resp. ω ∈ Ω. Podobne, ak na-

stane udalos´ A ∈ A, resp. B ∈ B, pri£om p(A) = r(A×Ξ), resp. q(B) = r(B×Ω),

tak to nediskriminuje udalosti a ich pravdepodobnosti v �proti©ahlom� experimente.

�Neexistencii� stochastickej väzby medzi (Ω,A, p) a (Ξ,B, q) �zodpovedajú� dege-

nerované pozorovate©né g : M(B) −→ M(A) a f : M(A) −→ M(B), pri£om

Tg(p) = q, Tf (q) = p. To ale znamená, ºe stochastická nezávislos´ klasických experi-

mentov (Ω,A, p) a (Ξ,B, q) je implicitnou kvalitou explicitne de�novanej stochas-

tickej nezávislosti experimentov (Ω,M(A),
∫
(.)dp) a (Ξ,M(B),

∫
(.)dq), ktorá je

vyjadrená v jazyku degenerovaných pozorovate©ných.

Podmienená pravdepodobnos´

Uvaºujme o g-zdruºenom experimente (Ω×Ξ,M(A×B),
∫
(.)dr) dvoch experimen-

tov (Ω,M(A),
∫
(.)dp) a (Ξ,M(B),

∫
(.)dq). Pod©a propozície 3 je

r = p ◦ (id⊗g) v zdruºenom experimente jednozna£ne determinovaný. V tejto £asti

prediskutujeme, ako r re�ektuje �stochastickú závislos´/nezávislos´�

(Ξ,M(B),
∫
(.)dq) od (Ω,M(A),

∫
(.)dp). Najmä nás zaujíma kon²trukcia

�pravdepodobnosti R(u|v) udalosti u ∈M(B) podmienenej udalos´ou v ∈M(A)� .

Pouºitím vnorení e1 :M(A) −→M(A×B), e2 :M(B) −→M(A×B), budeme
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chápa´ podmienenú udalos´ u|v ako udalos´ e2(u)|e1(v) v zdruºenom experimente

(Ω×Ξ,M(A×B),
∫
(.)dr) a ukáºeme, ºe to vedie ku prirodzenej kon²trukcii R(u|v).

Ke¤ je stochastický kanál (g, Tg) degenerovaný, r = p× q, vtedy z experimentu

(Ω,M(A),
∫
(.)dp) do experimentu (Ξ,M(B),

∫
(.)dq) ºiadna relevantná stochastická

informácia neprúdi a potom je prirodzené de�nova´R(u|v) = r(e2(u)) = q(u) =
∫
udq.

Pre u ∈ M(B) ozna£me ũ = e2(u) ∈ M(A × B), t. j., ũ(ω, ξ) = u(ξ), ω ∈ Ω,

ξ ∈ Ξ, a pre v ∈ M(A) ozna£me ṽ = e1(v) ∈ M(A × B), t.j., ṽ(ω, ξ) = v(ω),

ω ∈ Ω, ξ ∈ Ξ. Pre w ∈ M(A × B) kaºdá dvojica ((ω, ξ), a),

0 < a ≤ w(ω, ξ) môºe by´ povaºovaná za �fuzzy výsledok podporujúci w� , mno-

ºina Mw = {((ω, ξ), a); 0 < a ≤ w(ω, ξ)} môºe by´ povaºovaná za mnoºinu v²et-

kých fuzzy výsledkov podporujúcich w a
∫
wdr meria �aká ve©ká� je mnoºina Mw.

Pre B ∈ B poloºme χ̃B = e2(χB) = χΩ×B ∈ M(A × B). Potom mnoºina

MχB .v = Mχ̃B .ṽ = Mχ̃B
∩Mṽ = {((ω, ξ), a); 0 < a ≤ ṽ(ω, ξ), ξ ∈ B} môºe by´ pova-

ºovaná za �mnoºinu v²etkých fuzzy výsledkov podporujúcich χ̃B za podmienky ṽ� .

Pre 0 <
∫
ṽdr =

∫
vdp, de�nujme

RB(χB|v) =

∫
χ̃B.ṽdr∫
ṽdr

.

Pre kaºdú v ∈ M(A), 0 <
∫
ṽdr =

∫
vdp, R(χB|v) de�nuje pravdepodobnostnú

mieru RB(.|v) na B, R(.|v) je pozorovate©ná doM(T), a teda môºe by´ jednozna£ne

roz²írená na pozorovate©nú zM(B) doM(T). Toto roz²írenie ma tvar

(∗) R(u|v) =

∫
ũ.ṽdr∫
ṽdr

, u ∈M(B),

a predstavuje jedinú prirodzenú de�níciu zov²eobecnej podmienej pravdepodobnosti

zaloºenej na stochastickom kanáli (g, Tg) a príslu²nom g-zdruºenom experimente.

De�nícia 11. (V dizertácii de�nícia 35.) Nech (Ω × Ξ,M(A × B),
∫
(.)dr) je

g-zdruºený experiment experimentov (Ω,M(A),
∫
(.)dp) a (Ξ,M(B),

∫
(.)dq). Nech

v ∈ M(A), 0 <
∫
ṽdr =

∫
vdq. Potom pozorovate©nú R(.|v) :M(B) −→M(T) de-

�novanú pomocou (∗) nazývame pravdepodobnos´ naM(B) podmienená udalos´ou

v ∈M(A).

Pre zov²eobecnené pravdepodobnostné domény (MV-algebry, �ukasiewiczove

klany, D-posety, ...) ¤al²ia binárna operácia �sú£in� bola ²tudovaná primárne v spo-

jení so zdruºenými pozorovate©nými, stochastickou nezávislos´ou, podmienenou stred-

nou hodnotou a podmienenou pravdepodobnos´ou, napr. v [27], [8], [30], [18], [28],
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[23], [10], [19], [6], [21]. Je známe (pozri [28], [23]), ºe v plnom �ukasiewiczovom

klane sa �sú£in� redukuje na zvy£ajný bodový sú£in funkcií.

Poznamenajme, ºe kon²trukcia zov²eobecnenej podmienej pravdepodobnosti pre

MV-algebry a D-posety je zaloºená na operácii sú£inu. V [23], [10] pre

u, v ∈ M(A), 0 <
∫
udp, je P (v|u) de�nované cez (

∫
v.udp)/(

∫
udp). Na²e kon-

²trukcie plne podporujú �podmie¬ovanie cez sú£in� a, £o je dôleºitej²ie, tvrdíme, ºe

pre plné �ukasiewiczove klany �podmie¬ovanie cez sú£in� je kánonické.

Lema 3. (V dizertácii lema 10.) Nech R(.|v) : M(B) −→ M(T) je pravdepodob-

nos´ naM(B) podmienená udalos´ou v ∈M(A), 0 <
∫
ṽdr =

∫
vdp, de�novaná po-

mocou (∗). Potom pre kaºdé u ∈M(B) platí
∫
ũ.ṽdr =

∫
g(u).vdp a

∫
ṽdr =

∫
vdp.

Nasledujúci ²peciálny prípad je zaujímavý. Uvaºujme g-zdruºený experiment

experimentov (Ω,M(A),
∫
(.)dp) a (Ξ,M(B),

∫
(.)dq), pri£om sú tieto experimenty

identické a g ≡ id je identická pozorovate©ná. Nech v ∈ M(A), 0 <
∫
vdp. Potom

pre kaºdé u ∈M(A) platí

R(u|v) =

∫
u.vdp∫
vdp

a pre v = χA, u = χB, A,B ∈ A, p(A) > 0 dostaneme

R(u|v) =

∫
u.vdp∫
vdp

=
p(B ∩ A)

p(A)
.

Nakoniec si v²imnime, ºe zvy£ajný prístup k nezávislosti cez podmienenú prav-

depodobnos´ je kompatibilný s na²im prístupom cez stochastické kanály. Naozaj,

ak g : M(B) −→ M(A) je degenerovaná pozorovate©ná, tak p× q = p ◦ (id⊗g)

a R(u|v) =
∫
udq, v ∈M(A), 0 <

∫
vdp.
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Súhrn v anglickom jazyku

The present dissertation is devoted to investigation of generalized probability the-

ory via categorical methods. It o�ers an answer to L. Zadeh's challenge to cons-

truct a fuzzi�ed probability theory, namely, we present a minimal categorical (epi-

re�ective) extension of kolmogorovian approach. Probability integral is perceived

as a linearization of random events. We present our results related to stochastic

(in)dependence and conditional probability in generalized probability space. We

provide appropriate background information, results and their summary. Our pre-

sentation could serve in teaching probability theory and mathematical structures,

as well as to provide inspiration for future research in the area of mathematical and

philosophical foundations of probability theory.

16



Zoznam pouºitej literatúry

Literatúra

[1] Adámek, J.: Theory of Mathematical Structures. Reidel, Dordrecht, 1983.

[2] Babicová, D.: Probability integral as a linearization. Tatra Mountains Mathe-

matical Publ. 72 (2018), 1�15.

[3] Babicová, D., Fri£, R.: Real functions in stochastic dependence. Tatra Moun-

tains Mathematical Publ. 74 (2019), 17�34.

[4] Bugajski, S.: Statistical maps I. Basic properties. Math. Slovaca 51 (2001),

321�342.

[5] Bugajski, S.: Statistical maps II. Operational random variables. Math. Slovaca

51 (2001), 343�361.

[6] Chovanec, F., Drobná, E., Kôpka, F., Nánásiová, O.: Conditional states and

independence in D-posets. Soft Comput. 14 (2014), 1027�1034.

[7] Chovanec, F., Kôpka, F.: D-posets. In: Handbook of Quantum Logic and Qu-

antum Structures: Quantum Structures. Edited by K. Engesser, D. M. Gabbay

and D. Lehmann, Elsevier, Amsterdam, 2007, 367�428.

[8] Di Nola, A., Dvure£enskij, A.: Product MV-algebras. Multi. Val. Logic 6

(2001), 193�215.

[9] Dvure£enskij, A., Pulmannová, S.: New Trends in Quantum Structures, Kluwer

Academic Publ. and Ister Science, Dordrecht and Bratislava, 2000.

[10] Dvure£enskij, A., Pulmannová, S.: Conditional probability on σ-MV-algebras.

Fuzzy Sets Syst. 155 (2005), 102�118.

[11] Elia², P., Fri£, R.: Factorization of observables. Internat. J. Theoret. Phys. 56

(2017), 4073�4083.

[12] Elia², P., Fri£, R.: Conditional probability on full �ukasiewicz tribes. (To appear

in Soft Computing, DOI 10.1007/s00500-020-04762-6.)

17



[13] Fri£, R.: Kvantové ²truktúry a teória kategórií. Advances in Electrical and Elect-

ronic Engineering 3 (2004), 14�20.

[14] Fri£, R., Pap£o, M.: A categorical approach to probability. Studia Logica 94

(2010), 215�230.

[15] Fri£, R., Pap£o, M.: On probability domains IV. Internat. J. Theoret. Phys. 56

(2017), 4084�4091.

[16] Fri£, R., Pap£o, M.: Probability: from classical to fuzzy. Fuzzy Sets Syst. 326

(2017), 106�114.

[17] Gudder, S.: Fuzzy probability theory. Demonstratio Math. 31 (1998), 235�254.

[18] Jure£ková, M.: On the conditional expectation on probability MV-algebras with

product. Soft Comput. 5 (2001), 381�385.

[19] Kalina, M., Nánásiová, O.: Conditional states and joint distributions on

MV-algebras. Kybernetika 42 (2006), 129�142.

[20] Kolmogorov, A. N.: Grundbegri�e der wahrscheinlichkeitsrechnung, Springer,

Berlin, 1933.

[21] Kôpka, F.: Quasi product on Boolean D-posets. Int. J. Theor. Phys. 47 (2008),

26�35.

[22] Kôpka, F., Chovanec, F.: D-posets. Math. Slovaca 44 (1994), 21�34.

[23] Kroupa, T.: Conditional probability on MV-algebras. Fuzzy Sets Syst. 149

(2005), 369�381.

[24] Mesiar, R.: Fuzzy sets and probability theory. Tatra Mountains Mathematical

Publ. 1 (1992), 105�123.

[25] Mundici, D.: A geometric approach to MV-algebras, In: On Logical, Algeb-

raic and Probabilistic Aspects of Fuzzy Set Theory, Dedicated to Erich Peter

Klement, (R. Mesiar et al. Eds.), Springer, Berlin, 2016, 57-70.

18



[26] Navara, M.: Probability theory of fuzzy events. In: E. Montseny, P. Sobrevilla

(eds.), Fourth Conference of the European Society for Fuzzy Logic and Techno-

logy and 11 Rencontres Francophones sur la Logique Floue et ses Applications,

Universitat Polit ecnica de Catalunya, Barcelona, Spain, 2005, 325�329.

[27] Rie£an, B.: On the product MV-algebras. Tatra Mountains Mathematical Publ.

16 (1999), 143�149.

[28] Rie£an, B., Mundici, D.: Probability on MV-algebras. In: Handbook of Measure

Theory, Vol. II (Editor: E. Pap), North-Holland, Amsterdam, 2002, 869�910.

[29] Sk°ivánek, V., Fri£, R.: Generalized random events, Internat. J. Theoret. Phys.

54 (2015), 4386�4396.

[30] Vrábelová, M.: A note on the conditional probability on product MV-algebras.

Soft Comput. 4 (2000), 58�61.

[31] Zadeh, L. A.: Fuzzy sets. Information and Control 8 (1965), 338�353.

19



Zoznam publikovaných a v dizerta£nej práci

priloºených £lánkov

1. Babicová, D.: Probability integral as a linearization. Tatra Mountains Mathe-

matical Publ. 72 (2018), 1�15.

2. Babicová, D. and Fri£, R.: Real functions in stochastic dependence. Tatra

Mountains Mathematical Publ. 74 (2019), 17�34.

20



Zoznam ohlasov

Babicová, D.: Probability integral as a linearization. Tatra Mountains Mathematical

Publ. 72 (2018), 1�15.

CITOVANÉ V:

• Fri£, R.: Product of Measurable Spaces and Applications. Tatra Mountains

Mathematical Publications, 74, 1 (2019), 47-56 � SCOPUS

• Eliá², P., Fri£, R: Conditional probability on full �ukasiewicz tribes. Soft Com-

puting (2020).

21



Zoznam príspevkov na konferenciách

• Probability integral as a linearization, The 30th International Summer Confe-

rence on Real Functions Theory, Stará Lesná, 2016.

• Triangular norms and conorms in statistics (poster), International Conference

Di�erent Aspects of Analysis and Probability (DAAP), Rzeszów (Po©sko),

2016.

• Fuzzi�cation of probability and mathematical structures, 18th International

Student Conference on Applied Mathematics and Informatics (ISCAMI 2017),

Malenovice, 2017.

• State as a linearization, IQSA Quantum Structures Workshop, Nijmegen (Ho-

landsko), 2017.

• Stochastic independence/dependence in fuzzi�ed probability theory, 19th Inter-

national Student Conference on Applied Mathematics and Informatics (IS-

CAMI 2018), Malenovice, 2018.

• Od klasickej ku delite©nej pravdepodobnosti, 50. konferencia slovenských mate-

matikov, Jasná, 2018.

• Conditional probability in fuzzi�ed probability theory, 20th International Stu-

dent Conference on Applied Mathematics and Informatics (ISCAMI 2019),

Praha, 2019.

22


