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1 Uvod

Longitudinalne experimenty, ktoré sa vyznacuji opakovanym meranim
urcitej vlastnosti na viacerych subjektoch v roznych ¢asovych okamihoch,
zohravaju doleziti dlohu v roéznych bio-medicinskych, sociologickych, psy-
chologickych, ¢i behaviordlnych vyskumoch. Na analyzu takto ziskanych
idajov sa v poslednych rokoch vo velkej miere vyuZiva linedrny zmieSany
model [12], pricom k odhadovaniu nezndmych parametrov modelu je
vhodné pouzit REML funkciu vierohodnosti [6]. Bohuzial, presné rozdele-
nie takto ziskaného odhadu pevnych efektov (regresnych parametrov) nie
je vo vSeobecnosti zndme a Statistické inferencie ohladne nich st prevazne
zalozené na asymptotickych vlastnostiach odhadu regresnych parametrov v
pripade zndmych kovarianénych parametrov modelu [5]. Avsak, je vSeobecne
zndmou skutocnostou, ze v pripade malého poétu pozorovani je takyto
pristup nevhodny. Mnoho autorov sa venovalo tejto problematike, pricom
v zaujme odstranenia nedostatkov tohto obvyklého pristupu pontkaji jeho
modifikacie ([4], [10], [11]). V dizertacnej préci sa podrobnejsie venujeme
kons§trukcii pribliznych konfidenénych oblasti znamej linedrnej kombindcie
vektora pevnych efektov linedrneho zmiesaného modelu pre longitudindlne
ddta. Na zdklade prace [11] je navrhnutd novd modifikdcia odhadu ko-
varian¢nej matice vektora pevnych efektov linedrneho zmiesaného mode-
lu v pripade neznamych kovarianénych parametrov modelu, ak tieto su
odhadované pomocou REML funkcie vierohodnosti. Na zdklade [1] a [10] je
odvodeny postup pre konstrukciu pribliznych konfidenénych oblasti zndme;j
linedrnej kombindcie vektora pevnych efektov linearneho zmiesaného mo-
delu pre longitudindlne data v pripade pouzitia navrhnutého odhadu ko-
varian¢nej matice odhadu vektora pevnych efektov. V simulac¢nej studii
sme porovnali vlastnosti navrhnutej pribliznej konfidenc¢nej oblasti znamej
linearnej kombindcie vektora pevnych efektov linearneho zmiesaného modelu
pre longitudindlne déta s vlastnostami niektorych pouZivanych pribliznych
konfidenénych oblasti znamej linedrnej kombindcie vektora pevnych efektov
linedrneho zmiesaného modelu pre longitudinalne déta ([4], [8], [10]), ako aj
s vlastnostami konfidenénej oblasti zalozenej na asymptotickych vysledkoch.

2 Linearny zmieSany model pre longitudinalne
data
Linedrny zmieSany model je pre analyzu longitudindlnych dat vyhodny,

pretoze uz v samotnom zapise zohladiiuje vplyv jednotlivych subjektov na
svoje opakované merania, pricom tieto individualne efekty sa mézu pre jed-



notlivé subjekty navzdjom odligovat. Vsunutim tychto efektov do modelu je
potom mozné odhadovat nielen celkovi zmenu spoloénti pre vietky subjekty,
ale aj jednotlivé zmeny pre kazdy subjekt, ktoré vyjadruji ich odchylku od
vieobecného priemeru. Pre ttito vlastnost linedrnych zmiesanych modelov sa
tento pristup ¢asto vyuziva v mnohych praktickych aplikdciach.

Pre vektor pozorovani Y; na i-tom subjekte, ¢ = 1,2,...,I, v tomto

pripade plati vztah
Y, =XiB+Zn,; + e, (1)

kde X; si zndme (n; X p)-rozmerné matice pldnu pre nezndmy p-rozmerny
vektor parametrov B. Tieto nazyvame pevné efekty a su pre vSetky sub-
jekty rovnaké. Naopak, g-rozmerné vektory neznamych parametrov m; sa
pre kazdy subjekt navzajom odliSuji, pricom ich povazujeme za ndhodné,
navzijom nezdvislé pochadzajice z N(0,D) rozdelenia. Sui to teda indi-
vidudlne ndhodne efekty jednotlivych subjektov na svoje opakované merania.
K nim prislichajice (n; X ¢)-rozmerné matice Z; si, podobne ako X;, zndme.
Pre n;-rozmerny vektor ndhodnych chyb i-teho subjektu e; predpokladdme
jeho nezévislost od 7, nezévislost od €; pre i # j a rozdelenie &; ~ N(0,R,;).
Kovarianénd matica ndhodného vektora pozorovani i-teho subjektu Y},
i1 =1,2,...,1, je potom
Var(Y;) =%, = Z,DZ; + R,. (2)
Pre prehladnejsi zdpis budeme model (1) uvddzat vo vSeobecnejsom tvare
linedrneho zmiesaného modelu nasledovne

pricom Y = (Y},Y},..
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kde jednotlivé X; sti dané vztahom (2). NavySe predpokladajme, Ze ko-
varian¢nd matica ndhodného vektora pozorovani Y je znamou funkciou r-
rozmerného vektora parametrov 8, a teda Var(Y) =3 = 3(0).

Za predpokladu, ze 6 je zndmy vektor parametrov, a teda aj X je zndma
matica a existencie matice k nej inverznej, je potom mozné odhad pevnych
efektov zapisat v tvare

B= (X’zflx)_l X'sly, (4)

kde predpokladame existenciu matice (XlE_1X)*1. Takto ziskany odhad
zodpovedd rieSeniu problému odhadovania nezndmych parametrov vazenou
metdédou najmensich stvorcov (VMNS) a za danych predpokladov plati

(E - ﬁ) ~ N(O, (X'z—lx)_1> . (5)

Z Gauss-Markovovej vety je zrejmé, ze B je najlepsi linedrny nevychyleny
odhad (BLUE - best linear unbiased estimator) vektora pevnych efektov 3.

3 Odhad neznamych kovarianénych paramet-
rov

Napriek tomu, ze v analyze longitudindlnych dat nds primarne zaujimaji
odhady nezndmych pevnych efektov (regresnych parametrov), respektive
predikcie linedrnej kombindcie neznamych pevnych a ndhodnych efektov, k
ich ziskaniu je v praktickych tlohach Eastokrat potrebné odhadovat aj ko-
varianéné parametre modelu. Ked'Ze z hladiska analyzy longitudindlnych dat
nas tieto primarne nezaujimaji, oznacujeme ich aj ako neziaduce parametre.
Je vsak potrebné podotknit, Ze ich odhady ovplyviiuju efektivnost odhadov
parametrov, ktoré su v prvoradom zaujme nasej analyzy. Na ziskanie tychto
odhadov sa vo velkej miere vyuziva REML funkcia vierohodnosti (restricted
maximum likelihood), pricom jej logaritmus je v tvare

1 1 1
lrpar(0;Y) = =2 (n—7)In (27) = S In[2(0)| - S In X's="1(0)X]|
1 _
-5’ {2—1(0) N e)X [X'sH0)x] X’z—l(e)} Y, (6
kde n = Zle n;. Maximalizéciou uvedeného logaritmu REML funkcie viero-

hodnosti (6) vzhladom na nezndme parametre 8 ziskame REML odhad 0
neznamych kovarianénych parametrov modelu 6.



Pre odhady kovarianénych parametrov 0 ziskanych pomocou uvedenej
REML funkcie vierohodnosti (6) potom plati (pozri napr. [16]), Ze ich asymp-
totické rozdelenie (pre n — o) je

(5 - 90) ~ N (0, W), (7)
kde W je inverzia Fisherovej informacnej matice
W — {E |:alRE’ML aZREJI\4L:|}_1 _ {—E [32112151\//11:]}17 (8)
00 00 0000

kde 0y je skutocény vektor kovarianénych parametrov modelu.

4 Vlastnosti odhadu pevnych efektov linear-
neho zmiesaného modelu

Predpokladajme, ze vektor pozorovani Y = (Y4,Y%,...,Y}) spliia linedrny
zmiesany model pre longitudindlne déta (3), resp. (1), v ktorom si okrem
vektora pevnych efektov nezndme navyse aj kovariancné parametre modelu
0. Je zrejmé, ze v tomto pripade je kovariantnd matica ndhodného vektora
pozorovani 3 nezndma. Mdme vSak k dispozicii jej REML odhad, ozna¢me
¥ = ¥(0). Prirodzenym postupom k ziskaniu odhadu nezndmeho vektora
pevnych efektov 3 je v tomto pripade nahradenie zndmej matice 3 vo vztahu
(4) jej REML odhadom 3. Takto ziskany odhad vektora pevnych efektov 3
nazveme empiricky najlepsi linedrny nevychyleny odhad (EBLUE - empirical
best linear unbiased estimator)

8= (X’E—l(é)x)_l X' 1@)Y. (9)

Tento je podla [2] nevychylenym odhadom vektora pevnych efektov modelu
3, a teda

E(B) =8. (10)

Kovarianéna matica (3 Zzial vo vseobecnosti nie je zndma a v pripade
neznamych kovarian¢nych parametrov modelu je zvac¢sa odhadovana ako

3 = (X’zfl(é)x)_l. (11)

Autori [10] uvéddzaji, ze pre n — oo je asymptotickd kovarianénd matica 3
rovna prave ®. Bohuzial, pre ,,malé“ rozsahy vyberov je uvedend aproximacia



nevhodn4, ked'ze v sebe nezahfiia neistotu spojent s odhadovanim neznamych
kovarianénych parametrov modelu 6 a navySe ® nie je nevychylenym
odhadom .

V pripade koneéného poctu pozorovani je mozné na zdklade prace [9]
ukdzat, Ze pribliznd kovarianénd matica EBLUE pre pevné efekty modelu 3
je

Var (B) =&+ Ay, (12)
kde
A~ @ {Z D> AW, (Qu - Pk@Pl)} ®, (13)
k=11=1
)
_ —1Y“ 51
P = -XZ5ETX, (14)
) YRN) >
_ 1024 102
Qu=X2X 89k2 aelz X. (15)

Kovarianén4 matica 3 dand vztahom (12) je zrejme funkciou kovarianénych
parametrov modelu, ktoré vSak nie st zndme. Preto je potrebné ju pre
d'alsiu analyzu odhadnit. Z predchddzajticeho mozno usidit, Ze ,rozumnym®

~

odhadom Var(3) by mohlo byt
Var (B) =&+ A, (16)

Bohuzial, ako uz bolo spomenuté, ® nie je nevychylenym odhadom ®. Preto
autori [10] navrhujd, na zdklade prac [7] a [14] aproximéciu tejto matice
pomocou Taylorovho rozvoja druhého radu ® okolo skutocného vektora kova-
rianénych parametrov 8y, ¢im dostdvaju odhad kovarian¢nej matice empiric-
kého najlepsieho linedarneho nevychyleného odhadu pevnych efektov modelu
(3), resp. modelu (1),

Var (3) = & + 28 {Z S W}, (au-Piap 1) } &= By, (17

k=11=1

kde

(18)

7 22
Rkl:XZ‘l[ 0 }2—1

001,00,
a W, Py, Qu a Ry st postupne (8), (14), (15) a (18) s dosadenymi REML

~

odhadmi kovarian¢nych parametrov modelu 6, 6.

Uvedeny postup k ziskaniu odhadu kovarianénej matice E predpoklada

nevychylenost odhadu kovarianénych parametrov modelu 8. REML odhady
kovarianénych parametrov vSak vo vSeobecnosti nie si nevychylené, pricom



tato odchylka sa vo vi¢Sej miere prejavuje najmé v pripadoch, ktoré pred-
pokladaju nelinedrne struktiury kovariancnej matice ndhodného vektora po-

zorovan{ Y. Preto autori v Hll] odvodzuji odchylku REML odhadu 6 kova-
rianénych parametrov modelu, ktord je

Bias(d),) = E [(@ - eo)k] == Z Z Z (W}, {W},, trace [ §9l ck} ,(19)

1=11i=1j=1

o= (-7 (xox)) s s -7 (xox))

a trace [% Ck} je stopa matice [% Ck} . Tento vzfah nésledne zahrnuli

do odhadu kovarian¢nej matice odhadu vektora pevnych efektov, ¢im dosiahli
modifikovany odhad kovarian¢nej matice odhadu vektora pevnych efektov

~%

I//-C;‘ (B) = "%mod + ﬁ = q:.modh (20)

kde

T T T T

=1 i=

1

(W}, {W},, trace { 34’} _

90,00, } {aok

k=1 1j=1

- Z Bias(6y) [aok} (21)

aB je odhad B, kde vo vztahu (21) je namiesto skutoéného vektora kova-
rian¢nych parametrov pouzity jeho REML odhad 0.

Ked'ze matica '~‘I>mod1 vo svojom zdpise zahfila odchylku odhadu ko-
varian¢nych parametrov modelu 6 len pomocou ¢lenu B vystupujiceho vo
vztahu (20), navrhujeme tiito navyse uvazovat aj pre postupy na odvodenie
kovarianénej matice B, konkrétne pri vypocte korekéného ¢lena Ay daného
vztahom (13), ako aj jeho zahrnutim do odhadu kovarianénej matice ,8 nielen
pomocou korekéného ¢lena B matice <I>mod1 vzhladom na maticu @mod, ale
aj do ¢lena

2:1\’ {Z Z {W}kl (le - f’k‘if’l — leﬁkl> } (/I\’

k=11=1

vystupujticeho vo vztahu (17).



Upustenim od predpokladu nevychylenosti REML odhadu kovarian¢nych
parametrov modelu 6 dostdvame korekény clen kovariancnej matice 3
vzhladnom na kovarianéni maticu 3

A%‘I‘{Zzwm (Qwu —Pk‘I’Pz)}i’a (22)

k=11=1

kde
wg = E [(5 - ao)k (5 - GO)J = (W}, + Bias(0y)Bias(8)).  (23)

Je zrejmé, Ze tento sa od povodného korekéného clena A; kovarian¢nej matice
,8 vzhladom na kovarianénd maticu ﬂ daného vzfahom (13) odlisuje pouZitim
wy; namiesto {W},,.

Podobne, upustenim od predpokladu nevychylenosti REML odhadu koA—

variancnych parametrov modelu @, dostavame odhad kovarianénej matice 3
Var(B) = ® + {Z Z Wyt <le P3P, — *Rkl) } P =0, (24)
k=11=1

kde wy; je (23) s dosadenym REML odhadom vektora kovarianénych
parametrov modelu 6, 6.

5 Konfidenc¢né oblasti pevnych efektov

Uvazujme teraz o Statistickych inferencidch ohladne [ linedrnych kombindcii
prvkov 3, konkrétne zostrojenim konfidenénej oblasti pre L 3, kde L je zndma
(p x l)-rozmernd matica plnej hodnosti { < p. V pripade, Ze kovariancné
parametre modelu 6 si zndme, je podla (5)

(L'B-1'8) ~ N(0,L'®L) ,

a teda 1~ ! ’ ’ 1= ’

X*=(@LB-Lp)(LSL)(LB-LpJ) (25)
m4 chi-kvadrat rozdelenie s [ stupiiami volnosti, x7. (1 — «) - 100%-n1 kon-
fidenént oblast (o € (0,1)) tvorf mnozina tych vektorov pevnych efektov
(regresnych parametrov) 87, pre ktoré je

(L'B-L'BM) (L'eL) ™ (L'B- L") <x}(1-a), (26)

kde x?(1 — a) je (1 — a)-kvantil chi-kvadrat rozdelenia s [ stupiiami volnosti.



Takéto situdcia je vSak v praxi velmi zriedkavé, ked'ze kovarianéné
parametre modelu su taktiez prevazne nezname. ,Naivnym* pristupom by
sme v tomto pripade mohli postupovat nasledovne. Nahradit vo vztahu (25)
nezndmu hodnotu vektora kovarianénych parametrov modelu 6 ich REML
odhadmi @ a predpokladat, 7e

2=(L'B-L'p)(L'®L) (L'B-L'B) (27)

mé taktiez y? rozdelenie s [ stupiiami volnosti. Tento pristup vyuziva vécsina
zékladnej literatiry o longitudindlnych détach (pozri napr. [3], [5]). (1 —«) -
100%-n1 konfidenénti oblast (« € (0,1)) tvorf mnozina tych vektorov pevnych
efektov B, pre ktoré je

L'B-LpH LeL)'(L'B-L'8") <x}(1-a). (28)

V skutocnosti vSak presné rozdelenie (L/ B - L (3 nepozname a navyse,
ako bolo uvedené v predchadzajice]j casti, taktiez pouzitie & ako odhadu
kovarian¢nej matice 3 nie je spravne. Oba tieto nedostatky sa prejavuju
najmé v pripade ,malého“ poctu pozorovani.

Preto je vhodnejsie pri konstrukcii konfidenénych oblasti pre znamu
linedrnu kombinaciu pevnych efektov modelu L3 vyuzit Statistiku v tvare

— BT )LL), (29)

kde & je bud ,naivny“ odhad kovarian¢nej matice vektora pevnych efektov
modelu <I> alebo jej modifikovany odhad <I>mod Pre tuto potom predpokla-
ddme, Ze m4 Fisherovo-Snedecorovo rozdelenie s [ a m stupiiami volnosti,
F} . Hodnota stuptiov volnosti m vsak vo vSeobecnosti nie je zndma a preto
sa k jej ziskaniu vyuzivaji rozne aproximaécie.

5.1 Faiova-Corneliusova metoda

Jednou z moznosti odhadnutia poc¢tu stupiiov volnosti m je tzv. Faiova-
Corneliusova metéda uvedend v [4]. Tento postup predpokladd, ze

1 -~ / _ o~
Frc = Y(L'ﬂ —-L'g) (L'eL) " (L'B - L'B) (30)
ma priblizne Fj ,, rozdelenie. Poznamenajme, ze uvedend metéda pouiiva ako
odhad kovarian¢nej matice FBLUE-u pevnych efektov maticu ®. Vyuzitim

spektralnej dekompozicie matice (L’ <I>L) je potom nahodnd premennt
M = 1- Frpc moiné zapisat ako sucet kvadratov ! nezavislych priblizne

10



Studentovo t-rozdelenych ndhodnych premennych tis svs, s = 1,2,...,1,
stupiiami volnosti
L2
(viuB) _{

M=oY (31)
s=1

s=1

kde v, je s-ty vlastny vektor matice (L’ </I\’L)_1 a v, je prislusnd vlastnd
hodnota. Porovnanim strednej hodnoty ndhodnej premennej M/l so stred-
nou hodnotou Fj ,,, rozdelenia dostdvame priblizny pocet stupiiov volnosti m
pomocou Faiovej-Corneliusovej metody
m— 2EM] (32)
E[M] -1

Odhad poétu stupiiov volnosti m pomocou Faiovej-Corneliusovej metédy
je potom m definované vztahom (32), kde jednotlivé vy, s = 1,2,...,1 si
odhadované pomocou Satterthwaiteovej aproximadcie (pozri [15]).

Faiovu-Corneliusovu aproximativnu (1 — a) - 100%-nt konfidenénti oblast
(a € (0,1)) tvorf mnozina tych vektorov pevnych efektov 87, pre ktoré je

~| =

(LB -LBH (WeL) (L' - L'8") < Fia(l —a), (33)

kde F} (1 — a) je (1 — a)-kvantil Fisherovho-Snedecorovho rozdelenia s [ a
M stupilami volnosti.

5.2 Kenwardova-Rogerova metéda

Dalsia metéda na odhad poétu stupniov voriosti m, prezentovand v [10], je
zalozend na predpoklade, ze Statistika

Frp = )\%(L’B —L/B) (L/'®,,,4L) " (L'B - L'B) (34)

mé priblizne Fj,, rozdelenie. Tento vztah vyuziva ako odhad kovarianénej
matice EBLUE-u pevnych efektov maticu </I\>mod definovani vztahom (17).
Na rozdiel od predchadzajicej Faiovej-Corneliusovej metody tu navyse vy-
stupuje aj ,Skalovacia“ konstanta A, ktorej hodnota je podobne ako pocet
stupiiov volnosti m nezndma a je potrebné ju taktiez odhadovat. Pomocou
Taylorovho rozvoja druhého rddu matice (L' @modL)*1 okolo skuto¢ného vek-
tora kovarianénych parametrov 6y a jeho naslednym vyuzitim pri vypocte
prvych dvoch momentov ndhodnej premennej F = %F 'k R, za predpokladu,
e 0 je nevychylenym odhadom vektora kovarianénych parametrov modelu
0, dostavame
L+ A3
l b

Var [F] = 24257 +Z2B ) (35)

E[F)

11



kde

s s
A7 =33 (W}, trace ((L’<I>L)_1Ll<I-Pk<I>L) trace <(L’<I>L)_1L,<I>PS<I>L> . (36)
k=1s=1

A5 =375 {W},, trace ((L’fI)L)’lLI<I>Pk<I>L(L’<I>L)’1L/<I>PS<I>L> . (37)
k=1s=1
1+ 645
21 '
Pomocou uvedenych vztahov a porovnanim E [Fggr] = A E [F] a Var [Fxg| =
A2 Var [F] s prvymi dvoma momentami F} ,, rozdelenia dostdvame

B* = (38)

PR e
lp—1

E[F](m —2)’ (39)

kde
~ Var[F]
2{E[F)}*

Odhady ,skdlovacej* konstanty A a poctu stupriov volnosti m si potom také
A a m, kde v (39) (respektive vo vztahoch (36), (37) a (38)) je skutoény
vektor kovarianénych parametrov nahradeny jeho REML odhadom 6.

Kenwardovu-Rogerovu aproximativnu (1—a)-100%-nt konfidenénii oblast
(o € (0,1)) tvorf mnozina tych vektorov pevnych efektov 3%, pre ktoré je

X%(L’ﬁ LB (UBoil) ((LB-LB) < Fn(l—a),  (40)

kde F} #(1 — a) je (1 — a)-kvantil Fisherovho-Snedecorovho rozdelenia s [ a
M stupiiami volnosti.

5.3 Modifikovana Kenwardova-Rogerova metéda

Predpokladajme teraz, ze
1 -~ ’ ~ o~
F* = )\Y(L’ﬁ -L'B) (L'®,,,aL) " ('8 - L'B) (41)

mé priblizne Fisherovo-Snedecorovo rozdelenie s [ a m stupiiami volnosti.
Této testovacia Statistika uvazuje, na rozdiel od vztahu (34), ako odhad ko-
varian¢nej matice odhadu pevnych efektov maticu </I\>mod1 danti vztahom (24).
V dizertaénej praci si na zdklade postupov uvedenych v [1] a [10] odvo-
dené vztahy na priblizny vypocet ,5kdlovacej“ konstanty A a poétu stupiiov
volnosti m pre uvazovanu situéciu, pricom tieto si

m 142

/\:W, m:4+lpj7 (42)
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kde
Var|[F]

Py PHETT

Var [F] = = (1+ B),

~ N

v ktorych

Ay = ZT: ZT: wys trace ((L’<I>L)_1L/<I>Pk<I>L) trace ((L/be)_lL/@Ps@L) . (43)

k=1s=1
A2 =33 wptrace ((L’@L)—lL/<1>Pk<1>L(L’n1>L)—1L’@PS@L) (44)
k=1 s=1
. Ar +64
B= % (45)

Odhady ,8kalovacej“ konstanty A a poctu stupiiov volnosti m si také hy
a m, kde v (42) (resp. v (43), (44) a (45)) je nahradeny skutocny vektor
kovarianénych parametrov jeho REML odhadom 0.

Modifikovani Kenwardovu-Rogerovu aproximativnu (1—c«)-100%-nu kon-
fidenént oblast (a € (0,1)) potom tvori mnozina tych vektorov pevnych
efektov 87, pre ktoré

X%(L’ﬁ ~L'B8Y) (U ®nom L) (L'B-L'BT) < Fs(1—a), (46)

kde F} (1 — «) je (1 — a)-kvantil Fisherovho-Snedecorovho rozdelenia s [ a
m stupiiami volnosti.

Pozndmka 1: Vsimnime si, ze uvedené vysledky su takmer totozné s
vysledkami pontknutymi v ¢ldnku [10] prezentovanymi v Casti 5.2, az na
pouZitie wy; vo vztahoch pre vypocet A; a Az namiesto pouzitia (k,I)-tého
prvku inverzie Fisherovej informacnej matice {W},, vo vztahoch pre vypocet
At a A3 danych v (36) a (37).

Poznamka 2: V pripade pouzitia matice @;odl v uvedenej kvadratickej
forme (41), tzn. v pripade, Ze pre §tatistiku dani vztahom

1, S~k ~
Ff =\ (LB -Tp) (U'®;,,,L) (LB - 15)
predpokladdme, Zze mé& Fj,, rozdelenie dostaneme =za predpokladu
nevychylenosti REML odhadu @ vztahy pre priblizny vypocet ,skélovacej“

konstanty A\ a poétu stupiiov volnosti m zhodné s tymi, ktoré boli uvedené v
casti 5.2.
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6 Simulac¢né studie

V simula¢nej $tddii sme sa zamerali na adekvatnost pouzitia metéd pre
konstrukciu konfidenénych oblasti uvedenych v predchadzajucich ¢astiach pre
linedrny zmieSany model (ale aj pre linedrny model) v pripade, ze chyby nie
st korelované alebo spfﬁajﬁ autoregresny proces prvého rddu AR(1). Kedze
tieto metédy vo vieobecnosti (najmé Kenwardova-Rogerova metéda popisand
v ¢asti 5.2) neboli dostatocne preverené v pripade ,malého* po¢tu merani pre
longitudindlne ddta (pozri napr. [5], [13]), povazovali sme za vhodné overit
ich vlastnosti na zaklade simuldcii a porovnat s vlastnostami modifikovane;j
Kenwardovej-Rogerovej metédy odvodenej v dizertacnej praci uvedenej v
¢asti 5.3. Ked'Ze longitudinalne ddta st charakteristické opakovanymi mera-
niami urcitej vlastnosti pocas sledovaného ¢asového obdobia na viacerych
subjektoch, bolo v simulaénej §tudii potrebné uvazovat ,maly“ pocet sub-
jektov, ,maly“ rozsah vektorov pozorovani na jednotlivych subjektoch, ale i
,maly“ rozsah vektorov pozorovani na ,malom“ pocte subjektov.

Na overenie opravnenosti pouzitia uvazovanych metéd v pripade ,,malého“
poc¢tu pozorovani bol v programovacom jazyku MATLAB vytvoreny pro-
gram, pomocou ktorého sme na zdklade simuldcii spocitali empirické
pravdepodobnosti pokrytia skuto¢nej hodnoty vektora pevnych efektov pre
uvazované metody.

Na zdklade vysledkov simula¢nej §tidie mézeme usudzovat, ze empi-
rické konfiden¢né oblasti zndmej linedrnej kombinacie vektora pevnych efek-
tov zostrojené pomocou Kenwardovej-Rogerove] metédy s pouzitim modi-
fikovaného odhadu kovarian¢nej matice odhadu vektora pevnych efektov
D,,04 z ¢lanku [10] v pripade mensieho poc¢tu subjektov so zvySujicim sa
poc¢tom pozorovani na jednotlivych subjektoch pontiikaji v pripade linedrneho
zmiesaného modelu (ale aj linedrneho modelu) s AR(1) chybami takmer
porovnatelné vysledky ako empirické konfidenéné oblasti zostrojené pomo-
cou ,naivnej“ metédy (pomocou vzfahu (28)), avsak v pripade linedrneho
zmieSaného modelu s nekorelovanymi chybami ponika tato metéda o nieco
prijatelnejsie vysledky ako ,naivnd“ metéda, teda empirickd hodnota kon-
fidencie je blizsie k jej nominalnej hodnote. Napriek tomu tito vo vSetkych
uvazovanych pripadoch podhodnocuje. V pripade nizsieho po¢tu opakovanych
merani na jednotlivych subjektoch sa pre linearny zmiesany model s nekorelo-
vanymi chybami so zvySujucim poctom subjektov empirickd hodnota konfi-
dencie priblizuje pozadovanej nominalnej hodnote rychlejsie ako ,naivna“
metdda, a teda pozadovani nominalnu hodnotu konfidencie dosahuje uz
pre mensi pocet subjektov. Pre linedrny zmiesany model (ale aj linedrny
model) s AR(1) chybami vykazuje uvedend metdéda v pripade nizsieho poctu
opakovanych merani na zvySujicom sa pocte subjektov takmer porovnatelné
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vysledky ako ,naivna“ metdda.

Empirické konfidenéné oblasti zndmej linedrnej kombindcie vektora
pevnych efektov zostrojené pomocou modifikovanej Kenwardovej-Rogerovej
metddy s pouzitim navrhnutého modifikovaného odhadu kovariancnej matice
odhadu vektora pevnych efektov ®,,,,q1 dosahuji nominédlnu hladinu konfi-
dencie uz pre mensi pocet subjektov, ako aj pre mensi rozsah opakovanych
merani na jednotlivych subjektoch ako empirické konfiden¢né oblasti zostro-
jené pomocou Kenwardovej-Rogerovej metédy s pouzitim modifikovaného
odhadu kovarianénej matice odhadu vektora pevnych efektov ®,,,4 z ¢lanku
[10] len v pripade nelinedrnej struktiry kovarianénych matic ndhodnych vek-
torov Y; (v dizertacnej praci sme uvazovali, ze chyby splnaji AR(1) proces).
V pripade linearnych struktir kovarianénych matic ndhodnych vektorov Y;
sa odhad kovarian¢énej matice 8 navrhnuty v dizertacnej praci (®,,041 dany
vztahom (24)) redukuje na odhad kovarian¢énej matice B navrhnuty v ¢ldnku
[10] (®,m0q dany vztahom (17)), a taktieZ vyraz wy dany vzfahom (23) sa
rovna (k,)-tému prvku inverzie Fisherovej informacnej matice {W},,. Modi-
fikovand Kenwardova-Rogerova metéda odvodend v dizertac¢nej praci pontka
v tychto pripadoch vysledky totozné s Kenwardovou-Rogerovou metédou z
[10].

Empirické konfidenéné oblasti zndmej linedrnej kombindcie vektora
pevnych efektov zostrojené pomocou Faiovej-Corneliusovej metody pontikaji
takmer porovnatelné vysledky ako navrhnutd modifikovand Kenwardova-
Rogerova metoda, pricom v niektorych pripadoch dosahuji pozadovant
nominalnu hladinu konfidencie uz pre nizsi pocet subjektov. V pripade
zvySujuceho sa poctu pozorovani na malom pocte subjektov, ktoré ma na
hodnotu empirickych pravdepodobnosti pokrytia konstruovanych pomocou
modifikovanej Kenwardovej-Rogerovej metédy len nepatrny vplyv sd hod-
noty empirickych pravdepodobnosti pokrytia zostrojené pomocou Faiovej-
Corneliusovej metédy s fiou porovnatelné, resp. su blizSie poZzadovanej
nominalnej konfidenénej hodnote.

Taktiez je mozné konstatovat, Ze pre linedrny zmieSany model pre longi-
tudindlne ddta s AR(1) chybami nemd skutoénd hodnota autokorela¢ného
koeficientu na vlastnosti konfidenénych oblasti skonstruovanymi pomocou
ynaivnej*, Kenward-Roger, modifikovanej Kenwardovej-Rogerovej a Faiovej-
Corneliusovej metédy takmer ziadny vplyv.

7 Zaver

V dizertaénej praci bol v kapitole 3 uvedeny struény prehlad dvoch
linedrnych modelov pre analyzu longitudindlnych dat spolu s praktickou
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ukdzkou Statisticky spravnej volby modelu pre namerané udaje. Kapitola
4 pontkla prehlad stic¢asnych metéd na odhadovanie kovarianénej matice
odhadu vektora pevnych efektov linearneho zmiesaného modelu pre lon-
gitudinalne data spolu s najpouzivanejsimi postupmi pre zostrojenie pri-
bliznej konfiden¢nej oblasti znamej linedrnej kombinacie vektora pevnych
efektov linedrneho zmiesaného modelu pre longitudindlne déta v pripade
,malého“ poctu pozorovani. Na zdklade vysledkov z [11] bol v kapitole 5
navrhnuty novy odhad kovarianénej matice odhadu vektora pevnych efektov
linedrneho zmiesaného modelu pre longitudindlne data v pripade neznamych
kovarianénych parametrov modelu, ak tieto su odhadované pomocou REML
funkcie vierohodnosti, pricom je vynechand podmienka nevychylenosti tychto
odhadov. Nésledne bol odvodeny postup pre konstrukciu pribliznych kon-
fiden¢nych oblasti zndmej linedarnej kombindcie vektora pevnych efektov
linedrneho zmieSaného modelu pre longitudindlne data v pripade pouzitia
navrhnutého odhadu kovarianénej matice odhadu vektora pevnych efektov
linedrneho zmiesaného modelu pre longitudindlne data za vynechania pod-
mienky nevychylenosti REML odhadu neznamych kovarian¢nych parametrov
modelu. V simulaé¢nej $tidii boli porovnané vlastnosti niektorych pribliznych
konfiden¢énych oblasti v pripade ,malého* poctu pozorovani, pricom tieto su
porovnané aj s vlastnostami konfidenénej oblasti zalozenej na asymptotickych
vysledkoch.

Hlavné prinosy dizertacénej prdce

e Navrh nového odhadu kovariancnej matice odhadu vektora pevnych
efektov linedrneho zmiesaného modelu pre longitudindlne data, vztah
(24).

e Odvodenie postupu pre zostrojenie pribliznej konfiden¢nej oblasti
znamej linedrnej kombinacie vektora pevnych efektov linedrneho
zmieSaného modelu pre longitudinalne data v pripade ,malého® poctu
pozorovani, vztahy (42),(43), (44), (45) a (46).

e Porovnanie vlastnosti znamych pribliznych konfidenénych oblasti
znamej linedrnej kombindcie vektora pevnych efektov linedrneho
zmieSaného modelu pre longitudindlne déta s vlastnostami navrhnutej
pribliznej konfiden¢nej oblasti znamej linedrnej kombindcie vektora
pevnych efektov linedrneho zmieSaného modelu pre longitudindlne
data v pripade ,malého“ poc¢tu pozorovani, ako aj ich porovnanie s
vlastnostami konfidenénej oblasti zaloznej na zdklade asymptotickych
vysledkoch.

16



8 Summary

The thesis mainly deals with the construction of approximate confidence
regions for known linear combination of the vector of fixed effects in the linear
mixed model for longitudinal data. Following [11] a new modification of the
estimator of covariance matrix for the estimator of fixed effects in the linear
mixed model is proposed for the case of unknown covariance parameters of the
model, where these are estimated using the REML likelihood function. Using
this modified estimator of covariance matrix, based on [1] and [10], a method
to construct an approximate confidence region for known linear combination
of the vector of fixed effects in the linear mixed model for longitudinal data is
derived. A simulation study compares the quality of the proposed confidence
region with qualities of the commonly used approximate confidence regions
presented in [4], [8] and [10] in the case of “small“ sample sizes. Properties of
all these confidence regions are compared also with properties of confidence
region based on asymptotic results.
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