WAS IST Lo(R)?

CHRISTOPH WINGES

ZUSAMMENFASSUNG. Definition der L-Gruppen eines Rings mit Involution in
geraden Graden und Berechnung von Lo, (Z). Ausarbeitung zu einem Vortrag
im ,,Was ist...?“ - Seminar bei Prof. Dr. Arthur Bartels und Dr. Tibor Macko
im WS 2009/10 an der WWU Miinster, gehalten am 07.12.2009.

Definition. Sei R ein assoziativer Ring mit 1. Eine Involution auf R ist eine Ab-
bildung : R — R mit

r+s=7T+3 5=35-T T=r 1=1

Beispiel. e Jeder komm. Ring R besitzt die triviale Involution = idg.
e C mit komplexer Konjugation ist ein Ring mit Involution.
e In der Anwendung betrachtet man typischerweise folgenden Fall:
Gegeben eine Gruppe G und einen Homomorphismus w: G — {%1},
kann der Gruppenring Z[G] vermoge

dongg=> wlgng g

geG geG

mit einer Involution versehen werden.
Sei im Folgenden R stets ein Ring mit Involution.

Bemerkung. Die Involution auf R erlaubt es, aus jedem Links-R-Modul M einen
Rechts-R-Modul zu machen (und umgekehrt): Definiere m - r :=7 - m fiir m € M,
r € R.

Insbesondere trigt somit jeder R-Modul automatisch eine R-R-Bimodulstruktur.
Insbesondere ist fiir zwei R-Moduln M, N die abelsche Gruppe homg (M, N) wieder
ein R-Modul.

Definition. Sei M ein endlich erzeugter freier R-Modul. Definiere die Transposi-
tionsabbildung
T: homp(M,M*) — homg(M, M*)

o e e el (@)
Sei ¢ € {£1}. Die Strukturgruppen von M sind gegeben durch die kurze exakte
Folge

0 = Q°(M) — homp (M, M*) =5 homp (M, M*) — Q.(M) — 0
Ein Paar (M, ¢ € Q°(M)) heifit e-symmetrische Form iiber R.
Ein Paar (M, [¢] € Q.(M)) heifit e-quadratische Form iiber R.
Die Symmetrisierung einer e-quadratischen Form (M, [¢]) ist gegeben durch die
e-symmetrische Form (M, ¢ + Ty € Q°(M)).
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Eine e-symmetrische Form (M, ¢) heifit nicht-singulir, falls o: M — M* ein Iso-
morphismus ist. Eine e-quadratische Form (M, [¢]) heifit nicht-singulir, falls ihre
Symmetrisierung nicht-singulér ist.

Bemerkung. Sei (M, [¢)]) eine e-quadratische Form. Das Element [¢)] € Q. (M)
kodiert ein Paar (A, ) folgender Form:

A ist eine e-symmetrische Form iiber R, gegeben durch die Symmetrisierung ¥+
von [].

w ist eine Abbildung u: M — R/{r — eT|r € R}, gegeben durch u(z) := ¥(z)(x).
Diese Abbildung hat unter Anderem die Eigenschaft, dass u(r-x) = r- u(z) -7, und
entspricht damit eher dem, was man intuitiv als , quadratische Form*“ bezeichnen
wiirde.

In der Tat ist die hier gegebene Formulierung zu der in Form von solchen Paaren
(A, ) dquivalent (Laut [3] in [4] gezeigt).

Lemma 1. Ist 3 € R, so ist 1+ eT: Q-(M)

Beweis. Die Abbildung Q<(M) — Qg( ), ©
e I+eD)|z-pl=5-¢+e 3 To=
o [3-(W+eTy) =5 ([¢¥]+ [ Y]) =
(]

Definition. Ein (Iso)morphismus e-symmetrischer Formen f: (M, ) — (M’,¢')
ist eine R-lineare (bijektive) Abbildung f: M — M’ mit f*o ¢’ o f = .

Ein (Iso)morphismus e-quadratischer Formen f: (M, [¢]) — (M’,[¢']) ist eine R-
lineare (bijektive) Abbildung f: M — M’ mit [f* o)’ o f] = [¢)].

Definition. Die standardhyperbolische e-quadratische Form ist gegeben durch

Ho(M) = (M & M, | (8 3) | € Q.(amy)
Die standardhyperbolische e-symmetrische Form ist definiert als
HE(M) = (1+eT)H.(M) = (M & M*, (0 1) € Q°(M))
Definiere nun
Lon(R) := ({nicht—singulare (—1)"-quadratische Formen iiber R}/ ~ , 69)

wobei (M, [¢]) ~ (M',[¢]) & (M, [)]) ® H.(N) = (M’,[¢']) ® H-(N') fiir gewisse
endlich erzeugte freie R-Moduln N, N'.

Proposition 2. Lo, (R) ist eine abelsche Gruppe.

Beweis. Wohldefiniertheit, Kommutativitit und Assoziativitit von @ sind offen-
sichtlich, das neutrale Element ist durch [H.(R)] gegeben. Zur Existenz von Inver-
sen:

Definition. Sei (M, [¢)]) eine e-quadratische Form, L < M ein Untermodul, i: L —
M die kanonische Inklusion.
L hei3t lagrangesch, falls L ein direkter Summand in M ist und folgende Folge kurz

exakt ist:

O—)L%MM)L*HO
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Lemma 3. Besitzt eine nicht-singulire e-quadratische Form (M, []) einen lagran-
geschen Untermodul L, so gilt (M, [¢]) = H.(L).

Aus dem Lemma folgt unmittelbar die Existenz von Inversen, denn (M, [¢)]) &

or, -t = e, (40,

Untermodul:
A(M) ist ein direkter Summand in M. Betrachte die Folge

i*<w+sm 0 )

]>) besitzt in Form von A(M) einen lagrangeschen

) 0 —p — T
0>AM) S MaeM v v

Exaktheit bei A(M) ist klar.

Da (%j] —([)1/)]) <i> =0, ist auch ¢* (1/; +O€T¢ — —OETz/J> 1=0.
Gilt andererseits (1 +eT)(x)(2) — (¥ +eT¥)(y)(2) = 0 fiir alle z € M, so folgt aus

der Nicht-Singularitidt von (M, [¢]), dass @ = y. Dies zeigt Exaktheit bei M & M.
Sei ¢ € A(M)* =2 M* beliebig. Wahle z € M mit (¢ + eTy)(x) = ¢ € M*. Dann
ist (x,0) € M & M ein Urbild von ¢ € A(M)*, also ist die Folge auch an der letzten
Stelle exakt.

AM)* =0

Beweis von Lemma 3. Da L lagrangesch, ist

0 L5 pr DU e g

exakt und spaltet, da L projektiv. Sei s: L* — M ein Spalt. Setze t := —es*s
und s’ := s+it: L* — M (Bemerke, dass s’ weiterhin ein Spalt ist). Die Abbildung
(i §'):L&L* — M ist ein Isomorphismus. Damit diese Abbildung auch ein
Isomorphismus von Formen ist, muss folgendes Diagramm bis auf ein Element in

img(1 —eT) (d.h. in Q.(M)) kommutieren:

(i )

LoL*——M
0 1
0 )] ol
DS
L*®L<—M*
Dazu berechnen wir zunéichst in Q. (L*)
(s + it) (s + it) = s*ths + s* it + 5" s + t*i*pit
= s"ps +t i*eTPs + t i%ys
=s"ps+t*

womit folgt, dass

i s’ 0 1\ [ 0 —erTws\ _.
<s’*¢i s’*¢s>_<0 0>_<s’*¢z’ 0 >€lmg(1_5T)

Im Folgenden betrachten wir Z mit trivialer Involution.

Satz 4. Es gilt:
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(1) Lin(Z) = Z
(2) Lant2(Z) = Zs

Der Beweis benotigt einige Vorbereitungen.

Definition. Eine e-symmetrische Form heifit gerade, falls sie im Bild der Symme-
trisierungsabbildung 1 + €T liegt.

Bemerkung. Im Fall R = Z und € = 1 bedeutet dies fiir eine symmetrische Form
(M, ¢) nichts Anderes, als dass ¢(z)(x) € 2Z fiir alle x € M.

Lemma 5. Es gilt:

(1) Jede nicht-singulire (—1)-symmetrische Form iber Z ist hyperbolisch.
(2) 14 T: Q1(Z*) — img(1 + T) C QY (ZF) ist bijektiv.

Beweis. (1) Sei @: ZF — ZF" € Q=1(Z*) ein Isomorphismus. Wiihle eine Basis
e1,... e, von Z*. Bezeichne el,..., ey die dazu duale Basis.

Setze z := p~1(e3). Dann gilt ¢(e1)(e1) = 0, p(z)(z) =0, p(z)(e1) =1
und ¢(e1)(z) = —1, d.h. e; und z spannen eine hyperbolische Ebene auf.
Damit (Z¥, o) = H-Y(Z) ® (Z*2,¢') (zur Existenz dieses Spalts siehe 3.1
in [2]).

Die Behauptung folgt nun per Induktion.

(2) Sei [p] € ker(1 + T), d.h. ¢ ist (—1)-symmetrisch. Zerlege ¢ = ¢’ & 0,
wobei 0 den Entartungsraum von ¢ bezeichne. ¢’ ist dann nicht-singulir
und damit nach der eben bewiesenen Behauptung hyperbolisch.

Also p =2 H-YZ")®0 € img(1—T), d.h. die Symmetrisierungsabbildung
ist injektiv.

O

Das vorangegangene Lemma besagt, dass wir uns zur Bestimmung von Ly, (Z) auf
das Studium gerader symmetrischer Formen {iber Z beschrénken koénnen.

Definition. Sei (M, ¢) eine symmetrische Form iiber Z. Definiere die Signatur
durch

o(M,p):=0c(M R, ¢ ®R) = (#pos. Eigenwerte - #neg. Eigenwerte) € Z

Satz 6. Sei (M, p) eine nicht-singuldre symmetrische Form mit o(M, @) # £rk(M),
die nicht gerade ist. Dann gilt

(M, ) = (@2, (Z,idz)) & (@)=, (Z,—idz))

Beweis. Dies ist Satz 4.3 in [2]. O
Lemma 7. Fir alle geraden, nicht singuliren symmetrischen Formen (M, ¢) iber
Z gilt o(M, p) € 8Z.
Beweis. Sei (M, ) zunéchst eine beliebige nicht-singulére symmetrische Form. Fiir
die nach Zs induzierte Form gilt

(P ® Zo)(& + §) (& + 9) = (¢ ® Z2)(2)(2) + (p ® Z2)(#)(y)

+ (9 @ Za) () (&) + (p ® Z2)(9)(9)
= (p ® Z2)()() + (¢ ® Z2)(9)(5)
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wobei & die Restklasse von z bezeichne. Ist A die Inklusion der Diagonalen, gilt
also (p® Zg)o A € Z’g*. Da ¢ ® Zo: 75 — Z’QC* ein Isomorphismus ist, existiert ein
@ € 75 mit

(v @ Zo)(4)(2) = (p ® Z2)(&)()
Weiter ist

) ©(20)(u) + ¢(2v)(20)
u) +4-p(u)(v) +4-¢(v)(v)

u) +4- (p(v)(v) +22) +4 - p(v)(v)
u)(u) + 8- (p(v)(v) + 2)

Damit ist 0(M,¢) = ¢(u)(u) € Zs wohldefiniert. Falls (M, ) gerade ist, gilt
(M, ) =0, denn aus ¢(x)(x) € 2Z folgt (p ® Za)(£)(%) = 0 = (¢ @ Z3)(0)().
Um den Beweis abzuschlieflen, geniigt es also zu zeigen, dass ¢ und ¢ modulo 8
iibereinstimmen.

Man rechnet leicht nach, dass o und & sich additiv beziiglich & verhalten und auf
(Z,+1dz) modulo 8 iibereinstimmen.

Sei nun (M, ¢) wieder beliebig. Die Form (M’, ") := (M, ) ® (Z,idz) ® (Z, —idz)
ist nicht gerade und hat Signatur o(M’, ¢’) = 0(M, @) # £rk(M").

Nach Satz 6 gilt also (M’,¢') = (@5, (Z,idz)) & (&t_, (Z,—idz)), woraus mit
Hilfe der Additivitit von o und o die Behauptung folgt. O

Beweis von Satz 4. (1) Da o(H(Z*)) = 0, induziert o nach Lemma 7 einen
Homomorphismus o : Ly, (Z) — 8Z. Die symmetrische Form (Z8, Exg), ge-
geben durch

20010000
02100000
01 210000

gl 0121000

8~ 100012100
000017210
00000121
0000001 2

ist eine gerade Form mit o(Z8, Fg) = 8, also ist o surjektiv.

Ist (M, @) eine nicht-singuliire gerade symmetrische Form mit o (M, @) =
0, so existiert ein x € M, x # 0 mit ¢(z)(x) = 0. Analog zu Lemma 5 folgt
induktiv, dass (M, ¢) hyperbolisch ist.

(2) Wir geben nur eine Skizze des Beweises. Betrachte zuniichst Lo(Zs).

Fiir ein beliebiges Element [1)] € Q1 (Z5) ist ¢+T4) symmetrisch und man
zeigt wie in Lemma 5, dass ¥ + T hyperbolisch ist. Wahle eine symplekti-
sche Basis 1, ..., 2, y1,...,y (k= 2l). Definiere dann die Arf-Invariante

l
Arf(y) := Zwm)(m YY) (yi) € Zo

Satz 8. Die Arf-Invariante einer quadratischen Form tber Zo ist wohldefi-
niert; zwei quadratische Formen tiber Zo sind genau dann isomorph, wenn
thre Rdinge und Arf-Invarianten tbereinstimmen.

Beweis. Dies ist Satz I111.1.2 in [1]. O
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Die Arf-Invariante verhélt sich additiv beziiglich @, zudem gilt
Arf(H1(Z2)) = 0. Somit induziert Arf einen Isomorphismus

Arf: LQ(ZQ) i) ZQ

Damit geniigt es zu zeigen, dass der durch — ® Zg induzierte Ringwech-
selhomomorphismus Lo(Z) — Lo(Zs3) ein Isomorphismus ist. Dazu kann
man auf Bemerkung zuriickgreifen. Dekodiert man ein [¢)] € Q_1(ZF)
in ein Paar (A, u), so ist A nach Lemma 5 hyperbolisch, trigt also keine
zusétzliche Information, wiahrend es sich bei p bereits um eine Abbildung
w: Z* — 7, handelt. Hieraus folgt die Behauptung.

O
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