Die Pontryagin-Thom-Konstruktion

Daniel Kasprowski

Ausarbeitung zum Seminarvortrag iiber die Pontryagin-Thom-Konstruktion im Seminar "Was ist...?"
bei Arthur Bartels, gehalten am 30.11.2009 an der WWU Miinster.

Sei im folgendem M geschlossene m-Mfk.

1 Erinnerung (Satz von Sard)

Ist f: M — N eine diffb. Abb. zw. diffb. Mfk., dann ist die Menge der krit. Werte eine Lebesgue

Nullmenge.

2 Definition

Sei NV geschl. n-dim. Untermfk. von M.
Ein Rahmen der Untermftk N C M ist eine stetige Funktion v die jedem z € N eine Basis v(z) =
(v*(z),..,o™ " (z)) von TN} C T M, von Normalenvektoren zu N in M bei x zuordnet.

Das Paar (N, v) ist eine gerahmte Untermfk. von M.

3 Definition

Seien N, N’ geschl. n-dim. Untermfk. von M. N ist kobordant zu N’ in M, falls die Teilmenge
N x [0,¢) UN' x (¢,1] € M x [0,1] zu einer kp. Mtk X C M x [0,1] erweitert werden kann, so dass
00X =N x {0} UN’ x {1} ist und X M x {0,1} ansonsten nicht schneidet.

Zwei gerahmte Untermfk. (N,v),(N’,w) sind gerahmt kobordant, wenn es einen Kobordismus X C

M x [0,1] zwischen N und N’ gibt und einen Rahmen u von X, so dass

u'(z,t) = (v'(x),0) fiir (z,t) € N x [0,¢)
(w'(x),0) fiir (z,t) € N’ x (¢,1]
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Kobordismus und gerahmter Kobordismus sind Aquiv.rel.

4 Erinnerung

Sei f: M — SP eine diffb. Abb. y € SP ein reguldrer Wert, p > 1. Fiir jedes z € f~*(y) bildet die Abb.
dfy : TM, — T(SP), den Unterraum 7'f~!(y), auf Null ab und das orthogonale Komplement T'f~1(y):
isomorph auf T'(S?),,.

Beweis:
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Also wird T'f~*(y), auf Null abgebildet und der Iso folgt aus Dim.griinden.

5 Definition

In der Sit. der Erinnerung induziert f einen Rahmen der Mfk. f~!(y) wie folgt:

Wiihle eine pos. or. Basis v = (v!,..,v?) des Tangentialraums TSP, dann ex. eind. wi(z) € T (y)+ C
TM, die unter df auf v* abgebildet werden. Schreibe f*v fiir den entstehenden Rahmen w?.

Die gerahmte Mfk. (f~!(y), f*v) heikt Pontryagin-Mfk. assoziert zu f.

6 Satz

Ist 3’ ein weiterer reguldrer Wert von f und v eine pos. or. Basis fir T'(S?),, dann sind die gerahmten
Mfk (f~1(y), f*v) und (f~1(y'), f*v’) gerahmt kobordant.

7 Satz

Zwei Abb. von M nach S? sind diffb. homotop gdw., die zugehorigen Pontryagin Mfk. gerahmt kobordant

sind.

8 Satz

Jede kp. gerahmte Untermfk (N, v) von Kodimension p in M tritt als Pontryagin Mfk. fiir eine diffb.
Abb. f: M — SP auf.

Also gibt es eine Bijektion zw. [M, SP] und den gerahmten Kobordismusklassen gerahmter

Untermfk. von M mit Kodimension p.

Der Beweis von Satz 6 basiert auf drei Lemmas:

9 Lemma

Wenn v, v" zwei versch. pos. or. Basen von T'S} sind, dann sind die Pontryagin Mfk. (fY(y), f*v) und
(f~(y), f*v') gerahmt kobordant.

Beweis:

Wiihle einen diffb. Weg von v zu v" im Raum aller pos. or. Basen fiir T'S} (dieser Raum kann mit
GL*(p,R) aller Matrizen mit pos. Determinante identifiziert werden, ist also zusammenhiingend). Solch
ein Weg liefert den bendtigten Rahmen des Kobordismus f~(y) x [0, 1].

Im folgenden wird daher nur noch von "der gerahmten Mfk f~!(y)" gesprochen. O



10 Lemma

Ist y ein regulérer Wert von f und z nahe genug bei y, dann ist f~!(z) gerahmt kobordant zu f~!(y).
Beweis:

Da die Menge der krit. Werte von f kp. ist, konnen wir ein ¢ > 0 wihlen, so dass die e-Umgeb. von y
nur reguléire Werte enthilt. Gegeben ein z mit ||z — y|| < ¢, wihle eine diffb. ein-Parameter Familie von

Rotationen r; : SP — SP so dass r1(y) = z und
(a) r: ist die Identitdt fir 0 < ¢ < ¢
(b) p=r firl —€ <t<1
(¢) Jedes r; ! (2) liegt auf dem GroRkreis von y nach z und ist damit ein regulérer Wert von f.

Definiere die Homotopy F' : M x [0,1] — SP durch F(x,t) = r; f(x). Fir jedes t ist z ein reguldrer Wert
der Komposition r¢ o f. Es folgt, dass z ein reguldrer Wert von F ist. Damit ist F~!(z) ein gerahmter
Kobordismus zwischen f~1(z) und (ry o £)~1(z) = f~(y). O

11 Lemma

Sind f, g diffb. homotop und y ein regulirer Wert von beiden, dann ist f~!(y) gerahmt kobordant zu
97 ()

Beweis:

Wiéhle eine Homotopie F' mit F(x,t) = f(x) fir 0 < ¢t < e und F(z,t) = g(t) fir 1 —e < ¢ < 1 und
einen reguliren Wert z fiir F' der nahe genug bei y ist, so dass f~1(z),¢g *(2) gerahmt kobordant zu
f~Yy), 97 (y) ist. Dann ist F~1(2) eine gerahmte Mfk und liefert einen gerahmten Kobordismus zwis-
chen f~1(2) und g=1(2). O

Beweis von Satz 6:
Seien y, z regulire Werte von f, dann wéhle diffb. Rotationen r; : S? — SP, so dass rg = id und 1 (y) = z,
dann sind f und 7, o f diffb. homotop und damit ist f~!(z) gerahmt kobordant zu (r; o f)~!(z) =

).

O

Der Beweis von Satz 8 basiert auf folgendem Satz

12 Satz (Produkt-Umgebung)

Sei N C M eine gerahmte, geschl. Untermfk. mit Kodimension p und Rahmen v. Dann ex. eine Umge-
bung von N in M, die diffeomorph zu N x R? ist. Der Diffeo. kann so gewéhlt werden, das alle z € N
auf (x,0) € N x RP abbgebildet wird und jeder Normalenvektor v(x) auf die Standardbasis von RP.
Beweis:

Zunichst sei M = R™"P. Betrachte die Abb. g : N x RF — M, definiert durch g(z,t1,..,t,) =
z+ >, tiv'(z).

dg(z,0,..,0) ist nicht singulér, damit bildet g eine Umgebung von (z,0) € N x R? diffeo. auf eine offene
Menge ab.

Beh: g ist inj. auf der gesamten Umgebung N x U von N x 0, wo U die e-Umgeb. von 0 in R? und € > 0



geniigend klein.

Bew: Ansonsten gébe es Paare (x,u) # (2/,u') in N x R? mit ||ul,||«/|| beliebig klein und g(x,u) =
g(a’,u’). Da N kp. ist, gibt es Folgen solcher Paare mit © — zo, 2’ — z{, und u,u’ — 0. Dann gilt
offensichtlich zg = x{, aber g ist inj. in einer kleinen Umgeb. von (zg,0).

Damit bildet ¢ N x U diffeo. auf eine offene Menge ab. Da U =2 R" zeigt dies den Satz fiir M = R"TP.
Fiir alle. M muss man Geraden in R"** durch Geoditen ersetzen. d.h. sei g(w,ti,..,t,) der End-
punkt des Geoditenstiicks der Lénge || Y, t;v*(x)|| in M, das in 2 mit Anfangsgeschwindikeitsvektor
S tivt(@)/]] S0, tivt(z)|| startet. Die Abb. g: N x U, — M ist wohldef. und diffb. fiir € > 0 klein genug.
Der Rest des Beweis geht analog.

Beweis von Satz 8:

Sei N eine geschl., gerahmte Untermfk. von M. Wahle einen Diffeo. g : N x RP — V C M einer
Produktumgeb. V von N wie oben und definiere die Proj. 7 : V' — RP durch w(g(z,t)) = ¢t. 0 ist ein
reguliirer Wert und 7~1(0) ist gerade (N,v). Wihle eine diffb. Abb. ¢ : RP — SP mit ¢(z) = s fiir
[|z]| > 1 und so dass ¢ den offenen Einheitsball diffeo. auf SP — sy abb.

Definiere f : M — S? durch f(z) = ¢(n(x)) fir z € V und f(x) = so sonst. Dann ist f diffb. und ¢(0)
ist reguliirer Wert von f und f~1(¢(0)) = 7= 1(0) = N. O

Fiir Satz 7 bendtigen wir:

13 Lemma

Seien f,g : M — SP diffb. Abb. mit gemeinsamen reguliren Wert y. Wenn (f~(y), f*v) = (¢~ (y), f*v),
dann sind f ung g homotop. (Dabei ist v wieder pos. or. Basis von TS;’)

Beweis:

Sei N := f~1(y).

Stimmen f, g schon auf einer Umgebung V von N iiberein, so sind f, g diffb. homotop iiber die Homotopie
F(z,t) = f(x)Vz eV F(x,t) = h ' (th(f(z)) + (1 — )h(g(z))) Vo € M — N

Wobei h : SP — {y} — RRP die stereographische Proj.

Es geniigt also f so abzuéndern, dass es mit g in einer kleinen Umgebung von N iibereinstimmt, ohne
dabei neue Punkte nach y abzubilden. Wahle eine Produkt-Umgebung N x R? — V C M, wo V klein
genug ist, so dass weder f(V) noch ¢g(V) den antipodalen Punkt § von y enthalten. Identifiziert man V
mit N x R? und S? — {7} mit RP, wobei y mit 0 identifiziert wird, so erhdlt man Abb:

F.G: N xRP - R?

mit F~1(0) = G1(0) = N x 0.

Nun zeigen wir, dass es eine Konstante ¢ gibt, so dass F(x,u) - v > 0 und G(z,u) - u > 0 fiir x € N und
0 < ||ul]| < e¢. D.h., dass die Homotopie (1 — ¢)F(x,u) — fG(X,u) zumindest fiur ||u|| < ¢ keine neuen
Punkte nach 0 schickt.

Die Taylor-Formel liefert ||F(z,u) — u|| < c1||ul|? fiir [Ju]] < 1, also |(F(z,u) — u)u| < c1]|u||? und damit

F(a,u)u > [Jull* — cifful | > 0

fiir 0 < [|ul| < min(c;', 1) und analog fiir G.
Um keine Punkte weit draufen zu verschieben, wihle eine diffb. Abb. A : R? — R mit A(u) = 1 fiir



|ul| < § und A(u) = 0 fiir ||ul| > c.

Die Homotopie Fi(z,u) = [1 — A(w)t]F(z,u) + AM(u)tG(x,u) tiberfiihrt F' = Fp in eine Abb. Fy die mit
G fiir |[u| < § iibereinstimmt, mit F' fiir |[u[| > ¢ und keine neuen Punkte nach 0 abb. Die gleiche
Umformung mit f beweist das Lemma. O

Beweis von Satz T:

Sind f, g diffb. homotop dann liefert Lemma 11, dass die Pontryagin Mfk. f~!(y) und g~!(y) gerahmt
kobordant sind.

Ist andersherum (X, w) ein gerahmter Kobordismus zwischen f~!(y) und g~'(y), dann gibt es analog
zum Beweis von Satz 8 eine Homotopie F : M x [0,1] — SP dessen Pontryagin-Mfk F~1(y) gleich (X, w)
ist. Setzt man Fi(x) := F(z,t) so haben Fj und f die gleiche Pontryagin-Mfk., also sind sie nach Lemma
13 homotop. Und analog F; ~ g, also f ~ g O

14 Definition

Sei N m-dim or. Mfk. ohne Rand und zusammenhéngend. f: M — N diftb. Ist x € M ein regulérer
Punkt, so ist df, lin. Iso. zwischen or. VR. Sei sign(df,) = 1 jenachdem ob df, die Or. erhilt oder
umkehrt. Sei y € N ein reguldrer Wert, dann ist der Grad von f def. als degf := Zmef,l(y) sign(dfy).
(Die Deg. ist unabhingig von der Wahl von y).

Im nichtorientierten Fall ist der mod 2-Grad def. als # f~1(y) mod 2.

15 Korollar (Satz von Hopf)

Sei M noch zusammenhéngend und orientiert. Dann sind zwei Abb. M — S™ diffb. homotop gdw. sie
den gleichen Grad haben.

Beweis:

Eine gerahmt Untermfk. der Kodimension m ist eine endl. Menge von Punkten mit einer Basis in jedem
Punkt. Sei sgn(xz) = +1 jenachdem, ob die Basis an x pos. oder neg. orientiert ist. > sgn(z) ist gleich
dem Grad der zugehorigen Abb.M — S™. Andererseits ist die gerahmte Kobordismusklasse einer 0-Mfk.
eindeutig durch Y sgn(x) bestimmt. O

16 Korollar

Sei M zusammenhéngend kp., ohne Rand aber nicht orientierbar, dann sind zwei Abb. M — S™ homotop
gdw. sie den gleichen mod 2-Grad haben.

Beweis:

Da M nicht orientierbar ist, gibt es fiir x € M einen Weg in M, der eine Basis von T'M, in eine Basis

der entgegengesetzten Or. iiberfiihrt. Also sind je zwei Punkte gerahmt kobordant. O



17 Korollar

Die Pontryagin-Thom-Konstruktion liefert einen Isomorphismus von 7,4, (S?, s¢) in die Gruppe der ger-
ahmten Kobordismusklassen von gerahmten, kp., n-dim. Untermfk. des R"*?

Beweis:

Die gerahmten Kobordismusklassen von gerahmten, kp., n-dim. Untermfk. des IR"*? entsprechen 1-zu-1
denen von S™*P  da wegen p > 1, die Untermfk. nicht ganz S™*P sein kénnen. D.h. die Pontryagin-
Thom-Konstruktion liefert eine bij. Abb. zwischen obigen Mengen.

Die Abb. ist ein Homomorphismus, denn wihlt man einen reguliiren Pkt y # s, so ist (f +g) " !(y) =
fHy) gy
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