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1 Geodatische Riaume

Definition 1.1 (Geodéten).

i) Sei im Folgenden stets (X, d) ein metrischer Raum. Eine Geodéte von x € X nach
y € X ist eine Abbildung c: [0,]] — X mit

1) ¢(0)==x,¢c(l)=y
2) d(e(t),c(t)) =t =t ¥Vt it €l

Entsprechend definiert man geodétische Strahlen und geodétische Geraden. Schreibe
auch [z, y| fiir das Bild der Geodéte.

ii) Ein metrischer Raum (X, d) heifit geoditisch, falls zu z,y € X stets eine Geodéte
von x nach y existiert. Er heiffit eindeutig geodétisch, falls zu z,y stets genau eine
solche Geodite existiert.

Beispiel 1.2.
o E? = (R? dgq) ist ein (eindeutig) geoditischer Raum
o R? — {0} ist nicht geodiitisch

Definition 1.3 (Hausdorff-Abstand). Seien A, B C (X, d) Teilmengen eines metrischen
Raumes. Definiere ihren Hausdorff-Abstand

di(A, B) = d(A, B) = inf{e ¢ R | A C U.(B) und B C U.(A)}
wobei Uc(A) die e-Umgebung von A ist (d.h. U (A) = J,c4 Be(a))
Definition 1.4 (Hyperbolischer Raum, Modellrdume).

i) Sei n € Nund <, >y die zu der Matrix

€Gl(n+1)
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Abbildung 1: H?

gehorende symmetrische Bilinearform. Setze
H" :={u= (uy,...,up11) E R|<u,u>yg=—1, upy >0}
Dann existiert eine Metrik auf H™ mit

coshd(A,B) = — < A,B >y VA,B € H"

ii) Sei E" = (R",dstq), S™ = (S™, dwinke1), H" = (H",d) wie oben. Setze fiir k € R,
n E N>0
1) M =E"fir k =0
2) M= (S, \/Lgdgn) fir K >0
3) M} = (H", A=dgn) fiir k <0
Diese Raume sind geodétisch und heilen Modellrdume.

Definition 1.5 (CAT(x)-Raum). Sei X ein metrischer Raum, x € R. Sei A ein geodéti-
sches Dreieck in X (mit Durchmesser < 2D,). Sei A C M ein Vergleichsdreieck in M
fiir A, d.h. ein geodétisches Dreieck dessen Seitenldngen mit denen von A iibereinstim-
men. A erfiillt die CAT(k)-Bedingung falls fiir alle z,y € A und alle Vergleichspunkte
7,7 € A(d.h. die Abstinde von = (bzw. y) zu den Eckpunkten der Kante auf der x liegt
sind gleich den entsprechenden Absténden von ) gilt:

d(z,y) < d(7,7)

Fir £ < 0 heit X CAT(x)-Raum, falls X geoditisch ist und alle Dreiecke die CAT(k)-
Bedingung erfiillen.

Fiir £ > 0 heifit X CAT(x)-Raum, falls X D,-geodétisch ist und alle geod. Dreiecke von
Umfang kleiner gleich 2D, die CAT(k)-Bedingung erfiillen.

2 Geometrische Gruppentheorie

Betrachte im Folgenden stets endlich erzeugte Gruppen G
Ziel. Mit geometrischen Methoden Eigenschaften der Gruppe verstehen.

Definition 2.1 (Cayley-Graph, Bridson-Haefliger-Version). Sei G eine Gruppe, A ein
endliches Erzeugendensystem von G. Der Cayley-Graph C4(G) von G beziiglich A ist der
metrische Graph mit Eckenmenge G der fiir jedes Paar (y,a) € G x A eine Kante der
Lénge 1 von « nach ya besitzt (bezeichnet mit a).



Hyperbolische Gruppen 3

Abbildung 2: Zwei Cayleygraphen

e

i
e

(Z:{(1,000,1)}) (Z+ Z: {z,y})

Beispiel 2.2. Diese beiden Beispiele sind in gewisser Weise Archetypen verschiedener
Geometrien. Mit deren Unterschied werden wir uns im folgenden befassen.

Frage: Wie lassen sich die geometrischen Eigenschaften der Graphen deuten?

Macht es zum Beispiel ohne weiteres Sinn von einfach zusammenhingenden Gruppen
oder von CAT(2)-Gruppen zu sprechen? (Nein. I.A. existiert kein kanonisches endliches
Erzeugendensystem, Geometrie hingt stark von der Wahl des Erzeugendensystems ab.)

Beispiel 2.3.

Abbildung 3: Der Cayleygraph héngt von dem Erzeugendensystem ab

(Z,{1})

~

(Z,{2,3})

Gesucht: Aquivalenzrelation von Graphen, die dies beriicksichtigt. Dies fithrt zum
Begriff der Quasi-Isometrie.

Definition 2.4 (Quasi-Isometrie). Seien (X, d) und (X’,d’) metrische Rdume, A > 1,
e > 0. Eine (nicht notwendig stetige) Abbildung f: X — X’ heifit (A, €)-Quasi-Isometrie,
falls fiir alle z,y € X gilt:

1) sd(z,y) —e < d'(f(2), f(y)) < M(z,y) + e
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2) Es existiert ein C' > 0, so dass fiir alle 2’ € X’ ein x € X existiert mit
d'(', f(z)) < C
Wenn eine solche Abbildung existiert heilien X und X’ quasi-isometrisch, schreibe dann
auch X ~g; X'. Eine Abbildung die 1) erfiillt heifit auch quasi-isometrische Einbettung.
Beispiel 2.5.

e Beschrdnkte Rdume sind quasi-isometrisch zum FEin-Punkt- Raum

e Die kanonische Inklusion Z? — E? ist eine (1,0)-Quasi-Isometrie. Insbesondere
Z2 =01 EZ

Satz 2.6. Quasi-Isometrie ist eine Aquivalenzrelation. Genauer: Kompositionen von Quasi-
Isometrien sind Quasi-Isometrien und es existieren “Quasi-Inverse”.

Beweis: Nachrechnen O

Satz 2.7. Sei I' eine Gruppe, S und S’ endliche Erzeugendensysteme von I'. Dann gilt
fiir die zugehérigen Cayley-Graphen:

Cs(T) ~qr Cs (D) (=qr (T, d3ym))

Beweis: (T, dy:) ~or (I, dyey:) sieht man, indem man die Elemente von S durch die
von " ausdriickt. (T, di..:) ~or Cs(I') offensichtlich. O

Gesucht sind nun geometrische Eigenschaften einer Gruppen /ihres Graphens, die Quasi-
Isometrie-Invarianten sind, an diese Stelle genauer ein Konzept das die globale Geometrie
eines CAT(k)-Raumes fiir £ < 0 wiedergibt.

Bem. CAT(k) zu sein ist keine Quasi-Isometrie-Invariante

3 Hyperbolische Raume

Definition 3.1.

i) Sei 0 > 0. Ein geodétisches Dreieck in einem metrischen Raum X heifit o-diinn (6-
slim), falls jede der drei Seiten in einer 0-Umgebung der Vereinigung der anderen
beiden Seiten enthalten ist.

Abbildung 4: )-diinn

ii) Ein geod. Raum heifit 6-hyperbolisch oder einfach hyperbolisch, falls jedes geoditi-
sche Dreieck d-diinn ist.
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Proposition 3.2. Fir k < 0 ist jeder CAT(k )-Raum d-hyperbolisch, und § hingt nur von
K ab.

Beweis: Betrachte zunichst den Modelraum M?, = H?. Nach GauB-Bonnet fiir den hy-
perbolischen Raum gilt: Jedes Dreieck hat eine Flache kleiner als m, die Flédche eines
Kreises zum Radius r geht mit r gegen unendlich.

= Es existiert ein R > 0, so dass fiir jeden in einem beliebigen Dreieck eingeschlossenen
Halbkreis von Radius 7 gilt: » < R = Jedes Dreieck ist (R 4 1)-diinn in H?.

Sei nun X beliebiger CAT(x)-Raum, £ < 0, A C X ein geodétisches Dreieck. Betrachte
ein Vergleichsdreieck A € M2, M? ist §(k)-hyperbolisch, denn H? ist hyperbolisch und
M? entsteht aus H? durch Skalieren der Metrik.

Sei x € A, 7 ein Vergleichspunkt auf einer Seite @ des Vergleichsdreiecks. Wegen M?
hyperbolisch existiert ein § € A — a mit d(z,7) < (k). Sei y € A — a so, dass ¢ ein
Vergleichspunkt zu y ist. Dann gilt

CAT(k)
d(z,y) < d(z,y) < 6(k)

= A ist §(k)-diinn = X ist 0(x)-hyperbolisch. O

Theorem 3.3 (Flache Ebene Theorem). Ein eigentlicher, kokompakter CAT(0)-Raum X
ist genau dann hyperbolisch, wenn er keinen zu E? isometrischen Teilraum besitzt.

Beweis: "=" klar
7<" Siehe [BrHae99] (Benutzt visibility spaces) O

Proposition 3.4. Sei X ein 6-hyperbolischer Raum, ¢ eine stetige, rektifizierbare Kurve
in X mit Endpunkten p und q. Sei [p,q| eine geoddtische Strecke von p nach q, dann gilt
fir alle x € [p, q]

d(z,im(c)) < dlogy l(c)| + 1
wobei [(c) die Linge von c sei.

Beweis: Der Fall [(c¢) <1 ist trivial. Sei also [(¢) > 1 und ohne Einschriankung ¢: [0,1] —
X linear parametrisiert. Sei N € Ny mit
l(c) l(c)

N1 < 1< oN (existiert da I(c) > 1)

Induktiv: Sei Ay = A([e(0),¢(1/2)],[c(1/2),¢(1)],[c(0),¢(1)]) ein geoditisches Dreieck
in X das die gegebene Geodite [c(0),c(1)] enthélt. Fir = € [¢(0),c(1)] wahle y; €
[c(0),¢(1/2)] U [e(1/2),¢(1)] mit d(z,y1) < 6.

Falls y; € [¢(0),¢(1/2)], so betrachte Ay := A([¢(0), c(1/4)], [¢(1/4),¢(1/2)],[c(0), c(1/2)]),
andernfalls betrachte Ay := A([c(1/2),¢(3/4)], [c(3/4),c(1)],[c(1/2),¢(1)]), jeweils unter
Verwendung der bereits gegeben Geodéten. In jedem Fall ldsst sich analog zu oben auf
einer der Seiten die nicht y; enthalten ein ys finden mit d(y;,ys) < 0.

Induktiv erhélt man so yy,...,yn mit d(x,y1) < d, d(Yn, Yny1) < d firn=1,..., N —1
und yy liegt auf einer Geodiite einer Linge kleiner gleich I(c)/2" mit Endpunkten auf
im(c). Sei y der Endpunkt dieser Geodéte mit minimalem Abstand zu yy, d.h

i(c)
d(Z/ayN) < ON+1 <1
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Damit hat man ein y € im(c) gefunden mit

d(oy) < 0N + 2 < 5N 41 < 5 logy(I(c)] +1

2N+1

(@ >1=1logyl(c) — N >0=log,l(c) > N)

2N

Abbildung 5: Proposition 3.4

¢(0) : o(1)

Als néchstes wollen wir zeigen, dass hyperbolisch tatsdchlich eine Quasi-Isometrie-
Invariante ist. Geodéten werden unter Quasi-Isometrien i.A. nicht erhalten, dies fithrt zu
folgender Definition:

Definition 3.5 (Quasi-Geodéten). Sei X ein metrischer Raum. Eine (), €)-Quasi-Geodéte
ist eine (A, €)-quasi-isometrische Einbettung c: [a,b] — X, d.h. eine Abbildung ¢: [a, b] —
X mit

1
SIE= ] —e S delt),e(t) S At =] +e

Bem. In allgemeinen Rdumen kénnen Quasi-Geodéten sehr “wild” aussehen, nicht jedoch
in hyperbolischen Rdumen.

Theorem 3.6 (Stabilitdt von Quasi-Geodéten). Fiir jedes Tripel 6 > 0,A > 1,¢ > 0
existiert eine Konstante R = R(6,\,€) > 0 mit: Sei X ein 0-hyperbolischer Raum, ¢ eine
(A, €)-Quasi-Geoddte in X und [c(0),c(1)] geoddtische Strecke von ¢(0) nach ¢(1). Dann
qgilt:

d([e(0), e(D)], im(c)) < R

Korollar 3.7. Ein geoddtischer metrischer Raum X ist genau dann hyperbolisch, wenn
er fir alle A > 1,€ > 0 (X, €)-quasi-hyperbolisch ist, in dem Sinne das fiir alle Paare X, €
ein M = M (X, €) € R existiert mit: Alle (A, €)-quasi-geoddtischen Dreiecke sind M -diinn
(analog wie fiir geoddtische Dreiecke).

Beweis: "<=" klar mit A=1, ¢ =0
7=" Sei X d-hyperbolisch, A > 1,e > 0. Dann existiert ein R(6, A\, €) wie im Theorem.
Sei A ein (), €)-quasi-geodétisches Dreieck, A ein geoditisches Dreieck mit den selben
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Abbildung 6: Korollar 3.7

Endpunkten. Seien a, b, ¢ und @, b, ¢ die jeweiligen Seiten. Nach Theorem 3.6 ist @ C Ur(a),
wegen X d-hyperbolisch ist a C Us(bU c)

A-E;gl a C UR+5(b U C) A-U:>ngl a C U2R+5(BU 5)

O

Theorem 3.8. Seien X, X' geoditische Riume, f: X — X' eine (A, €)-Quasi-Isometrie
(oder allgemeiner eine (\, €)-quasi-isometrische Einbettung). Falls X' hyperbolisch ist, so

auch X. Genauer: Ist X' 0-hyperbolisch, so ist X & -hyperbolisch und 0" hdngt nur von 0,
A und € ab

Korollar 3.9. Hyperbolisch ist eine Quasi-Isometrie-Invariante

Beweis: [Thm. 3.8] Sei A ein geodétisches Dreieck in X. Dann ist f(A) ein (A, €)-quasi-
geoditisches Dreieck in X'. Da X’ d-hyperbolisch ist existiert nach Kor.3.7 ein M =
M (9, A\, €), so dass f(A) M-diinn ist, d.h.

Vz € a existiert ein y € bU ¢ mit d(f(x), f(y)) <M
= d(z,y) < AM + Xe
= X ist (Ae + AM (4, A, €))-hyperbolisch

Fiir den Beweis von Theorem 3.6 benétigen wir noch ein technisches Lemma:

Lemma 3.10 (gezéhmte Quasi-Geodaten). Sei X ein geod. Raum, c: [a,b] — X ei-
ne (A, €)-Quasi-Geodite. Dann ezistiert eine stetige, rektifizierbare (X, €')-Quasi-Geodite
' la,b] — X, so dass gilt

i) d(a) =c(a), d(b) =c(b)
ii) € =2(A+e)
i) 1(c|pp)) < kad(C(t), (V) + ko Vit € [a,b] mit ky = A(A+€),ky = (A +3) (A +¢)

i) d(im(c),im(c)) < A +€
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Beweis: Definiere ¢ durch Zusammensetzen von Geodéten |ay, ary1] wobei {a, | k €
N} ={a,b} U(Z N ]a,b]) und die Indizierung enstpreche der offensichtlichen Anordnung
der Punkte in [a, b]. Dann nachrechnen, dass ¢’ die Eigenschaften erfiillt. ]

Beweis: [Thm.3.6] Man zdhme zunéchst ¢, d.h. man ersetzte ¢ durch ¢ wie in obi-
gem Lemma. Sei [p,q] ein geod. Segment zwischen den Endpunkten von ¢. Sei D =
sup{d(z,im(c)) | « € [p,q]} und z¢ € [p, ¢] ein Punkt an dem das Supremum angenom-
men wird ( d(_,im(c")) stetig, [p,q] kompakt). Sei y € [p,zo] mit d(y,yo) = 2D (Falls

Abbildung 7:

d(p,xo) < 2D, setze y = p). Sei z € [xg,q] analog definiert. Seien y/,2’ € im(c’) mit
d(y,y") < D,d(z,2") < D und geoditische Segmente [y, v'], [/, z] gew&hlt .
Betrachte den Pfad v von y nach z iiber [y,v'], ¢ : ¢/ ~ 2/ und [/, z].Da

d(y',2") <d(y,y)+d(y,z) +d(z,2) < D+4D+ D = 6D
gilt nach 3.10 iii):
I(7) < k16D + ks + 2D
Damit folgt aus (3.4) mit d(x¢,im(y)) = D (nach Konstruktion)

D —1 < 6(logy(6D + ko +2D))

Damit erhélt man (lineare Funktion durch log-Funktion in D abgeschétzt) eine obere
Schranke Dy fiir D, die nur von §, A, € abhéngt. Daher ist also [p, ¢| in einer Dyp-Umgebung
von im(c’) enthalten. Sei R’ := Dy(1+k1)+ka/2. Wir zeigen nun, dass im(¢’) C Ug/([p, q]):
Sei [@/, V'] C [a,b] ein maximales Teilintervall, so dass ([da’,V']) auBerhalb von Up,([p, q])
liegt. [p, ¢ ist zusammenhéngend, d(_ ,im(c)), d(_ ,c([a,d'])), d(_ ,c[t/,b]) sind stetig

Abbildung 8:
c(a’) c(v')




Hyperbolische Gruppen 9

= Da d(z,im(c¢')) < Dy ist existieren t € [a,d], t' € [V/,b], w € [p, ¢q] mit d(w,(t)) < Dy
d(w,d(t") < Dy

= d(d(t),d(t)) < 2Dy

= l(C|[t7t/} < 2D0]€1 + kfz (310 111))

= im(c') C Ur([p, q)

= R:= R + )\ + ¢ erfiillt das gewiinschte fiir ¢ (3.10 iv))
[

Definition 3.11. Sei X ein metrischer Raum, &£ > 0. Eine Kurve ¢: [a,b] — X heifit
k-lokale Geodite, falls d(c(t), c(t')) = |t — t/| fir alle ¢, € [a,b] mit [t — /| < k

Theorem 3.12. Sei X ein d-hyperbolischer Raum und c: [a,b] — X eine k-lokale Geodite,
so dass k > 86. Dann gilt:

i) im(c) ist enthalten in einer 20-Umgebung jedes geoddtischen Segmentes [c(a),c(b)]
zwischen den Endpunkten von c.

ii) [c(a),c(b)] ist enthalten in der 35-Umgebung von im(c).
iii) c ist eine (A, €)-Quasi-Geodite mit € = 20, A = (k +40)/(k — 40)

Beweis: Wir benotigen im folgenden nur Aussage i). Sei dazu x ein Punkt auf im(c)
mit maximalem Abstand zu [c(a), c(b)]. Wir nehmen an, dass |a — ¢],|b — t| > 44, die
anderen Félle gehen analog. Dann existiert ein Teilpfad von ¢ mit Léange echt gréfler 8
aber kleiner als k, zentriert um x. Seien y, z die Endpunkte des Pfades und 3/, 2’ die
zu y bzw. z am néchsten liegenden Punkte auf [c(a), ¢(b)]. Betrachte ein zu den Punkte
y, 2,7,y gehorendes geodétisches Viereck, wobei [y, z], [y, 2/] iibereinstimmen sollen mit
den gegeben Teilkurven von z um [c(a), c(b)] (|t, — t.| < k, ¢ k-lokal geodétisch). Durch

Abbildung 9:
T
Y > 40 > 45 NF
p
c(a) vy’ 2 c(b)

einfiigen einer geodétischen Diagonalen [y, z] und unter Benutzung der §-Hyperbolizitét
sieht man, dass es auf einer der Seiten [y, /], [y, 2’|, [z, 2] einen Punkt p geben muss mit
Abstand kleiner gleich 2§ von x. Angenommen p € [y, y'] Dann gilt:

d(z,y') —d(y,y') < d(z,p) +d(p,y') — (d(y,p) +d(p,y))
= d(z,p) — d(y,p)

<d(z,p) — (d(y,z) — d(z, p))

= 2d(z,p) — d(y, x)

<46 —46=0

Y
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Damit d(z,vy') < d(y,y’) im Widerspruch zur Wahl von z. Analog fiir p € [z, 2/]. Damit
erhdlt man also p € [y, 2'], also d(z, [¢(a), c(b)]) < 20
Fiir ii), iii) siehe [BrHae99] O

Korollar 3.13. In einem d-hyperbolischen Raum ist jede k-lokal-geoditische Schleife ¢
mit k > 80 konstant.

Beweis: Nach dem Theorem ist im(c) enthalten in einer 25-Umgebung des Startpunktes u
von c. Hat ¢ Lénge grofler gleich 20, so ist dies nicht moglich, da ¢ dann einen geodétischen
Teilpfad der Lange 26 besitzt der bei u beginnt und also die 26-Umgebung von wu verlésst.
Ist andererseits I(c) < 26, so ist ¢ eine geoditische Schleife, also konstant. O]

Definition 3.14. Sei X ein metrischer Raum, c: S! — X eine rektifizierbare Schleife.
Eine e-Fiillung (P, ®) von ¢ besteht aus einer Triangulierung (in einem gewissen Sinn, siehe
dazu [BrHae99]) P von D? und einer nicht notwendig stetigen Abbildung ®: D? — X,
so dass ®|s1 = ¢ und der Durchmesser des Bildes jeder Seite von P unter ® ist < e.
Bezeichne |®| die Anzahl der Seiten von P. Die e-Flidche von c ist definiert durch

Area, := min{|®| | ¢ ist e-Fiillung von ¢}

Eine Funktion f: [0,00 — [0, 00| heifit isoperimetrische Schranke fiir X, falls ein € > 0
existiert, so dass jede rektifizierbare Schleife ¢ in X eine e-Fiillung besitzt mit Area.(c) <

f(1(c)).
Falls f linear (quadratisch, ...) ist, so sagt man, dass X eine lineare (quadratische, ...)
isoperimetrische Ungleichung erfiillt.

Theorem 3.15. Sei X ein geodditischer Raum.
i) Ist X &-hyperbolisch, so erhiillt X eine lineare isoperimetrische Ungleichung.

it) Falls andererseits Konstanten K, N > 0 existieren mit Arean(c) < Kl(c) + K fir
jede stiickweise geoddtische Kurve ¢ in X, so ist X d-hyperbolisch (und 0 hédngt nur
von K und N ab).

Beweis: Siehe [BrHae99) O

4 Hyperbolische Gruppen und Wortproblem

Definition 4.1 (Hyperbolisch). Eine endlich erzeugte Gruppe heifit hyperbolisch, falls ihr
Cayley-Graph zu einem endlichen Erzeugendensystem (und damit zu allen) hyperbolisch
ist.

Beispiel 4.2.

i) Die Cayleygraphen freier Gruppen zu ihrere Basis sind Bdume, also hyperbolisch.
Damit ist jede freie Gruppe hyperbolisch. Insbesondere ist also Z * Z. hyperbolisch.

ii) Z? ist nicht hyperbolisch, da der Cayleygraph zum Erzeugendensystem {(1,0), (0,1)}
quasi-isometrisch zu E2ist.

i11) Der Cayleygraph einer endlichen Gruppe ist beschrankt, also hyperbolisch.
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Theorem 4.3 (Einige Eigenschaften hyperbolischer Gruppen).

i) FEine endlich erzeugte Gruppe ist genau dann hyperbolisch, wenn sie eigentlich, iso-
metrisch und kokompakt auf einem eigentlichen hyperbolischen Raum X operiert.

ii) Eine Gruppe ist genau dann hyperbolisch, wenn sie eine endliche Dehn-Prasentation
besitzt.

iii) Hyperbolische Gruppen sind endlich prisentiert

i) Das Wort- und Konjugationsproblem ist fiir hyperbolische Gruppen losbar.

v) Das Isomorphismusproblem ist ldsbar fiir torsionsfreie hyperbolische Gruppen.
vi) Eine Torsionsgruppe ist genau dann hyperbolisch, wenn sie endlich ist.

vii) Jedes Element in einer hyperbolischen Gruppe besitzt nur endlich viele Konjugati-
onsklassen.

Beweis: i) Svarc-Milnor-Lemma [BrHae99, Proposition I18.19] ii), iii), iv) Vortrag + [BrHae99]
v), vi), vii) [BrHae99] bzw. [Liick2] wo sich auch eine weitaus ausfiihrlichere Liste mit Ein-
genschaften findet. O]

Bem (Die drei Dehn-Probleme). Sei I' eine endlich erzeugte Gruppe.

1. Das Wortproblem: Ein Element der Gruppe sei als Wort in den Erzeugern gegeben.
Man gebe ein Verfahren an, mit dem man nach endlich vielen Schritten entscheiden
kann, ob das Wort das neutrale Element in I' ist oder nicht.

2. Das Konjugationsproblem: Seien zwei Elemente S, T € I'" als Worter in den Erzeu-
gern gegeben. Man gebe ein Verfahren an, das entscheidet ob S und 7" in v konjugiert
sind.

3. Das Isomorphismusproblem: Gegeben zwei endlich erzeugte Gruppen. Man entschei-
de, ob diese isomorph sind, oder allgemeiner ob eine angegeben Abbildung von den
Erzeugern der einen Gruppe in die andere Gruppe einen Isomorphismus der Grup-
pen induziert.

Definition 4.4. Sei I' eine Gruppe. Eine endliche Prisentation I' = < A | R > heifit
Dehn-Présentation, falls R = {ujv; ", ..., u,v, '} fiir Elemente u;,v; € F(A) fiir die gilt:

i) u; =v; in T fiir alle 1.
ii) Fiir die Lange der Worter gilt |v;| < |ug.

iii) Ist w ein Wort das das neutrale Element in I" darstellt, so enthélt w eines der u; als
Teilwort.

Bem. Besitzt eine Gruppe eine Dehn-Présentation, so besitzt sie offensichtlich auch ein
16sbares Wortproblem.

Theorem 4.5. Eine Gruppe ist genau dann hyperbolisch, wenn sie eine endliche Dehn-
Prdsentation besitzt.
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Beweis: 7<" Sei I' =< A | R > eine endliche Dehn-Prisentation und p die Lénge
des ldngsten Wortes in R. Betrachte eine Kantenschleife ¢ (d.h. ¢ ist eine Schleife und
geodétisch auf den Kanten) der Lénge n im Cayleygraphen C4(I"). Sei w das zu ¢ gehéri-
ge Wort. Der Dehn-Algorithmus liefert ein Teilwort u von w das nicht geodétisch ist
und ein kiirzeres Wort v mit v = v in T’ und |uv™!| < p. Sei ¢ die Kantenschliefe die
entsteht, wenn man w in w durch v ersetzt. Eine Standard-p-Fiillung von ¢ lisst sich
fortsetzen zu einer Standard-p-Fiillung von ¢, indem man eine weitere Seite hinzunimmt
und diese geeignet in hochstens p Dreiecke von Umfang < p zerlegt. Mit Induktion nach
n = l(c) erhdlt man eine Standard-p-Filllung von ¢ mit Area,(¢’) < pl(¢’) und kann
diese fortsetzen zu einer Standard-p-Fiillung von ¢ mit Area,(c) < pl. D.h. I erfiillt eine
lineare-isoperimetrische Ungleichung, ist also hyperbolisch.

”=": Sei nun umgekehrt C4 (I") d-hyperbolisch fiir ein endliches Erzeugendensystem A. Sei
k > 8). Jede nicht konstante Kantenschleife ¢ in I' besitzt nach Kor.3.13 einen Unterpfad
der Linge hochstens k der nicht geodétisch ist und dessen Enden Ecken sind (andernfalls
wére ¢ k-geodétische Schleife, also konstant).

Ist nun w =1 in T', so ist der zu w gehoérende Pfad eine Kantenschleife und besitzt wie
oben gesehen einen Teilpfad der nicht geodétisch ist und einem Wort u entspricht. Sei v
das zu der Geodite mit gleichen Endpunkten wie u gehérende Wort. Setze:

R = {uv™"||u| <k,v zu u kiirzestes Wort in F(A) mit u=1v }
Nach obigen Uberlegungen ist dann < A | R > eine Dehn-Présentation. O
Korollar 4.6.
i) Jede hyperbolische Gruppe ist endlich prasentiert

ii) Besitzt eine Gruppe T' beziiglich eines endlichen Erzeugendensystems eine Dehn-
Darstellung so auch beziiglich jedes anderen endlichen Erzeugendensystems.

Lemma 4.7. Sei X ein d-hyperbolischer geoddtischer Raum. Dann gibt es eine nur von 0
abhdngige Konstante C, so dass fiir jedes (80 + 1)-lokal-geoditische Viereck @ in X gilt,
dass jede der vier Seiten in einer C'-Umgebung der Vereinigung der anderen drei Seiten
liegt.

Beweis: Seien @, b, ¢, d die vier Seiten des Vierecks, a, b, ¢, d jeweils Geodéaten mit densel-
ben Endpunkten wie die Seiten des Vierecks. (86 + 1)-lokale Geodéten sind nach Theorem
3.12 (A(6), €(9))-Quasi-Geodidten. Nach Theorem 3.6 existiert ein R(J) mit d(a,a) < R,
entsprechend fiir b, ¢, d. Wegen der d-Hyperbolizitit gilt auflerdem a C Uys(bUcUd). Damit
erhilt man insgesamt: a C U25+QR(5 Ucu CZ) Mit C := 20 + 2R folgt die Behauptung. [

Lemma 4.8. Sei I' eine Gruppe die d-hyperbolisch ist beziiglich eines endlichen Erzeu-
gendensystems A. Dann gibt es eine nur von & abhdngige Konstante K, so dass gilt: Sind
u,v € F(A) in T konjugierte Worter, so dass u,v und alle ihre zyklischen Permutationen
(d.h. alle Worter die aus u bzw. v durch zyklisches permutieren der Buchstaben aus A
entstehen) (80 + 1)-lokal-geoddtisch sind, so gilt:

1. max{|u|, |v|} < K oder

2. Es gibt ein Wort w € F(A) der Linge < K, so dass w™'v'w =" in T fiir zyklische
Permutationen u' und v' von u und v.



Hyperbolische Gruppen 13

Beweis: Sei C wie in obigem Lemma, K := 2C'+ 1. Sei w ein beliebiges geodétisches Wort
in F(A) mit wuw™! = v. Betrachte ein Viereck in C'4(T") mit den Kanten w,u,w™! v~1.
Indem wir eventuell v und v durch zyklische Permutationen ersetzen kénnen wir anneh-
men, dass jede Ecken der oberen Kante des Vierecks mindestens Abstand |w| von jedem

Punkt der unteren Seite hat.

Abbildung 10:

Uy U2 U2 Uy
w' w’  zyklisch permutieren w |j:l w
U1 Vo V2 U1

Falls |w| < K so sind wir fertig, sei also |w| > K. Sei p der Mittelpunkt der oberen Seite
(nicht notwendig ein Eckpunkt). w ist geoditisch, u,v™! sind (85 + 1)-lokal-geodétisch,
nach obigem Lemma existiert also zu p ein Punkt ¢ auf einer der anderen drei Seiten des
Vierecks mit d(p,q) < C. Wegen C' < K kann dieser Punkt nicht auf der unteren Seite
liegen. Sei also ohne Einschréankung ¢ auf der linken Seite. Sei x der obere, y der untere zu
dieser Seite gehorende Endpunkt. Dann gilt: |w| —1/2 < d(p,y) (denn der Abstand jeder
Ecke der oberen Seite ist mindestens |w| zu y) und d(p,y) < d(p,q) +d(q,y) = C+d(q,y)
sowie |w| = d(y, q) + d(g, ). Zusammen erhélt man:

(z,q) = |w| —d(y,q)
Sﬂnw+%—ﬂ%®

1 1

<dlg,y) +C—dly.q) +5=C+35
Wegen |u|/2 = d(z,q) erhdlt man damit |u| < 2C' + 1 = K. Analog |v| < 2C' + 1 und
damit die Beh. O

Theorem 4.9. Jede hyperbolische Gruppe besitzt ein losbares Konjugationsproblem.

Beweis: Betrachte folgendes Verfahren: Seien w, v zwei Worter in F'(A) die auf Konjuga-
tion iiberpriift werden sollen. Mittels Dehn-Algorithmus kénnen wir iiberpriifen, ob ein
Wort der Liange < 80+1 geodétisch ist oder nicht (indem wir in einer entsprechenden Liste
alle Paare iiberpriifen). Wir betrachten jetzt in u und v und ihren zyklischen Permutatio-
nen die Teilworter der Lange < 8 + 1 und priifen, ob diese geodétisch sind, andernfalls
ersetzen wir sie mittels Dehn-Algorithmus durch geodéatische Worter. Damit haben wir
nach hochstens |u| 4 |v| Schritten den Fall erreicht, dass u, v und alle ihre zyklischen Per-
mutationen (80 + 1)-lokal geoditisch sind, damit sind wir im Fall des obigen Lemmas.
Betrachte die Mengen €y := {w' € F(A) | |lw| < K} aller Worter der Linge < K und
)y die zu jedem Paar v, v' von konjugierten Wortern der Liange < K ein w enthélt mit
wu'w™! = v und deren Vereinigung Q = Qy U Q. Dann ist Q endlich und nach obigem
Lemma geniigt es jetzt, fiir u und v zu iiberpriifen, ob es ein w € Q gibt mit wuw ™! = v
in I, [
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Der Vortrag stiitzt sich im Wesentlichen auf das hervorragende Buch [BrHae99]. Einen
guten Uberblick vermitteln auch die beiden Arbeiten von Herrn Prof. Liick, die beide auf
seiner Homepage abgerufen werden kénnen.
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