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1 Úvod

Teória pravdepodobnosti a klasická teória miery sú zaloºené na sigma-aditivite, ktorá je
prirodzenou vlastnos´ou ohodnotenia vä£²iny prírodovedných pojmov, napríklad objemov
a im príbuzných veli£ín. Humanitné vedy, ekonomické vedy a im príbuzné oblasti kladú dô-
raz na interakciu, ktorá sa (sigma-)aditivitou modelova´ nedá, a tak nutne vyºaduje rôzne
zov²eobecnenia pravdepodobnosti (miery) a im zodpovedajúcich stredných hodnôt (integ-
rálov). Zatia© £o ²tandardné stredné hodnoty sú zaloºené na ²tandardnom násobení (£o je
vynútené distributívnos´ou vzh©adom na aditivitu, ktorá je potrebná pre správnu de�níciu
Lebesgueovho-Stieltjesovho integrálu), toto uº viac neplatí ke¤ je (sigma-)aditivita mier
zoslabená, alebo modi�kovaná. Preto je pre rozvoj zov²eobecnenej teórie pravdepodob-
nosti dôleºité ²túdium integrálov zaloºených na komutatívnych asociatívnych funkciách
na jednotkovom intervale.

Zavedenie ²tatistických metrických priestorov (v sú£asnosti sa volajú probabilistické
metrické priestory) Mengerom [28] v roku 1942 a skúmanie príbuzných konceptov prinieslo
hlboké poznatky o triangulárnych normách a s nimi súvisiacich funkciách na jednotkovom
intervale. Predov²etkým komutatívne a asociatívne binárne funkcie na jednotkovom inter-
vale, vrátane t-noriem, t-konoriem, uninoriem, nullnoriem a ¤al²ích ²peciálnych funkcií,
boli ²tudované a aplikované v mnohých teoretických a aplika£ných oblastiach, napríklad v
oblasti pravdepodobnosti, ²tatistiky, viac-hodnotovej logiky, teórie rozhodovania, umelej
inteligencie, neurálnych sietí, spracovaní obrazu, fúzii dát, ale aj v ekonomike, sociálnych
vedách a mnohých ¤al²ích.

V¤aka asociativite moºno t-normy vníma´ ako ²peciálne pologrupy na jednotkovom
intervale (²peciálne topologické pologrupy nazývané I-semigroups v spojitom prípade)
alebo okruhové operácie. Za predpokladu 2-monotónnosti (n-monotónnosti), s neutrálnym
prvkom 1, dostaneme binárne (n-árne) kopule, ktoré slúºia ako nástroj na modelovanie
stochastickej závislosti náhodných vektorov, t.j. modelujú spojenie medzi 1-rozmernými
marginálnymi distribu£nými funkciami a zdruºenou distribu£nou funkciou.

Aj ke¤ sa vä£²ina aplikácií zameriava na spojité t-normy a ich duálne t-konormy, kvôli
ich jednoduchej ²truktúre, ve©mi rýchlo sa pri²lo na to, ºe vypustenie, alebo nahrade-
nie niektorých vlastností môºe zlep²i´ presnos´ modelu v reálnych aplikáciách. Toto po-
zorovanie viedlo k rôznym zov²eobecneniam ako sú napríklad nespojité t-normy, semi
t-operátory, pseudo-t-normy, kvázi-kopule, semikopule, overlap funkcie a mnohé ¤al²ie.
Zov²eobecnenia monotónnosti viedli k zavedeniu smerovej a slabej monotónnosti a zov²e-
obecnenie de�ni£ného oboru, t.j., jednotkového intervalu, ktorý tvorí ohrani£enú re´az,
v²eobecnej²ími ²truktúrami viedlo k zavedeniu t-noriem na ohrani£ených £iasto£ne uspo-
riadaných mnoºinách a na ohrani£ených zväzoch.

Zov²eobecnenie pozície neutrálneho prvku, alebo anihilátora t-normy viedlo k de�nícii
uninoriem a nullnoriem [5, 40]. Ke¤ºe sa tieto funkcie správajú inak pod a nad neutrál-
nym prvkom (anihilátorom) rýchlo sa zistilo, ºe môºu by´ vyuºité v bipolárnej agregácii,
alebo bipolárnej viac-hodnotovej logike [41]. Uninormy a nullnormy sa tieº dajú chápa´
ako bipolárne t-normy a t-konormy [30]. Z algebraického poh©adu sú uninormy s neut-
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rálnym prvkom vo vnútri jednotkového intervalu jediné binárne operácie ∗ na [0, 1] pre
ktoré sa ²truktúry ([0, 1],max, ∗) a ([0, 1],min, ∗) stávajú distributívnymi komutatívnymi
polookruhmi (pozri [12]).

Nedávno Prabhakar Akella [1] zaviedol pojem, ktorý spája uninormy a nullnormy �
n-uninormy. Tento koncept zov²eobec¬uje uninormy tak, ºe globálny neutrálny prvok sa
nahradí n lokálnymi neutrálnymi prvkami. Navy²e, n-uninormy by sme mohli prirovna´ k
ordinálnym sú£tom t-noriem (t-konoriem), kde sa na rôznych podoblastiach jednotkového
²tvorca aplikujú rôzne t-normy. Rovnako v prípade n-uninoriem sa na rôznych podoblas-
tiach jednotkového ²tvorca aplikujú rôzne uninormy. Podobne môºeme n-uninormy prirov-
na´ aj k my²lienke k-árnych kapacít, zavedených v [13], ktoré sú zaloºené na referen£ných
úrovniach (kategóriách) pre vstupy.

Ako sme uviedli vy²²ie, nami skúmané operácie prispievajú k rozvoju zov²eobecnenej
teórie pravdepodobnosti, kde pri zoslabovaní £i modi�kovaní vlastností pravdepodobnosti
potrebujeme zavies´ integrály zaloºene práve na operáciách skúmaných v tejto doktorskej
dizerta£nej práci. Prvé takéto prístupy boli navrhnuté a skúmané napríklad v [31, 37].
Integrály zaloºené priamo na uninormách boli navrhnuté napríklad v [19].

2 �truktúra a ciele práce

Práca pozostáva z jedenástich publikovaných £lánkov, pozri kapitolu 6 pre úplný zoznam.
�lánky sú rozdelené do dvoch kapitol. Prvá kapitola sa zaoberá uninormami so spoji-
tými pridruºenými funkciami a druhá n-uninormami so spojitými pridruºenými funkciami.
Práca je zameraná na tieto konkrétne ciele:

� De�nova´ ordinálny sú£et uninoriem.

� Popísa´ pologrupy, z ktorých sa dá skon²truova´ uninorma pomocou ordinálneho
sú£tu.

� Ukáza´, ºe idempotentné uninormy zodpovedajú ²peciálnym lineárnym usporiada-
niam na jednotkovom intervale.

� De�nova´ charakterizujúcu multi-funkciu pre uninormy so spojitými pridruºenými
funkciami a ukáza´ jej vz´ah s mnoºinou bodov nespojitosti takejto uninormy.

� Ukáza´, ºe kaºdá uninorma so spojitými pridruºenými funkciami sa dá vyjadri´ ako
ordinálny sú£et pologrúp odvodených od spojitých Archimedovských t-noriem, t-
konoriem, reprezentovate©ných uninoriem a idempotentných pologrúp.

� De�nova´ z-ordinálny sú£et pre £iasto£ne usporiadané mnoºiny pologrúp.

� Ukáza´, ºe idempotentné n-uninormy zodpovedajú ²peciálnym £iasto£ným usporia-
daniam na jednotkovom intervale.
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� De�nova´ charakterizujúce funkcie pre n-uninormy so spojitými pridruºenými fun-
kciami a ukáza´ ich vz´ah s mnoºinou bodov nespojitosti takejto n-uninormy.

� Ukáza´, ºe kaºdá n-uninorma so spojitými pridruºenými funkciami sa dá vyjadri´
ako z-ordinálny sú£et pologrúp odvodených od spojitých Archimedovských t-noriem,
t-konoriem, reprezentovate©ných uninoriem a idempotentných pologrúp.

3 Základné pojmy a stru£ný popis skúmanej problema-
tiky

Triangulárna norma ([28, 36]) je binárna funkcia T : [0, 1]2 −→ [0, 1], ktorá je komuta-
tívna, asociatívna, neklesajúca v obidvoch súradniciach a má neutrálny prvok 1. V¤aka
asociativite je n-árna forma kaºdej t-normy jednozna£ne daná a tak môºeme danú t-normu
bra´ ako agrega£nú funkciu de�novanú na

⋃
n∈N[0, 1]

n (pozri [14]). Duálnymi funkciami
k t-normám sú t-konormy. Triangulárna konorma je binárna funkcia S : [0, 1]2 −→ [0, 1],
ktorá je komutatívna, asociatívna, neklesajúca v obidvoch súradniciach a má neutrálny
prvok 0.

Ordinálne sú£ty t-noriem, t-konoriem, uninoriem, ako aj kon²trukcia pomocou z-ordi-
nálneho sú£tu, ktorú zavedieme v tejto práci, sú zaloºené na ordinálnom sú£te pologrúp
zavedenom Cli�ordom v [6]. V nasledovnej vete uvádzame tento výsledok tak, ako bol
formulovaný v [18].

Veta 3.1
Nech A 6= ∅ je úplne usporiadaná mnoºina a (Gα)α∈A s Gα = (Xα, ∗α) nech je mnoºina
pologrúp. Predpokladajme, ºe pre v²etky α, β ∈ A s α < β sú mnoºiny Xα a Xβ bu¤
disjunktné, alebo Xα ∩Xβ = {xα,β}, kde xα,β je zárove¬ neutrálny prvok Gα a anihilátor
Gβ a kde pre kaºdé γ ∈ A s α < γ < β platí Xγ = {xα,β}. Ak de�nujeme X =

⋃
α∈A

Xα a

binárnu operáciu ∗ na X ako

x ∗ y =


x ∗α y ak (x, y) ∈ Xα ×Xα,

x ak (x, y) ∈ Xα ×Xβ a α < β,

y ak (x, y) ∈ Xα ×Xβ a α > β,

potom je G = (X, ∗) pologrupa. Pologrupa G je komutatívna vtedy a len vtedy ak pre
kaºdé α ∈ A je pologrupa Gα komutatívna.

Ordinálny sú£et t-noriem je potom daný nasledovne (pozri [23]).

Tvrdenie 3.2
Nech K je kone£ná, alebo spo£ítate©ne nekone£ná indexová mnoºina a nech (]ak, bk[)k∈K
je systém otvorených, disjunktných podintervalov [0, 1]. Nech (Tk)k∈K je systém t-noriem.
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Potom ordinálny sú£et T = (〈ak, bk, Tk〉 | k ∈ K) daný vz´ahom

T (x, y) =

{
ak + (bk − ak)Tk( x−akbk−ak

, y−ak
bk−ak

) ak (x, y) ∈ [ak, bk[
2 ,

min(x, y) inak

je t-norma. T-norma T je spojitá vtedy a len vtedy ak v²etky t-normy Tk pre k ∈ K sú
spojité.

Ordinálne sú£ty t-konoriem vyzerajú podobne, v ich prípade je ale minimum nahradené
maximom.

Charakterizácia v²etkých spojitých t-noriem (t-konoriem) je zaloºená na dvoch kon-
²trukciách. Prvý výsledok hovorí, ºe kaºdá spojitá t-norma (t-konorma) sa dá vyjadri´
ako ordinálny sú£et spojitých Archimedovských t-noriem (t-konoriem) (pozri [23]). Po-
znamenajme, ºe spojitá t-norma (t-konorma) je Archimedovská vtedy a len vtedy ak má
iba triviálne idempotentné prvky 0 a 1. Druhý výsledok nám hovorí, ºe kaºdá Archimedov-
ská t-norma (t-konorma) sa dá reprezentova´ pomocou spojitého aditívneho generátora.

Tvrdenie 3.3
Nech t : [0, 1] −→ [0,∞] je spojitá, ostro klesajúca funkcia s t(1) = 0. Potom binárna
funkcia T : [0, 1]2 −→ [0, 1] de�novaná ako

T (x, y) = t−1(min(t(0), t(x) + t(y)))

je spojitá Archimedovská t-norma. Funkcia t sa nazýva aditívny generátor t-normy T.

Podobne, aditívny generátor spojitej t-konormy S je spojitá, ostro rastúca funkcia
s : [0, 1] −→ [0,∞] kde s(0) = 0. Aditívny generátor spojitej Archimedovskej t-normy
(t-konormy) je jednozna£ne ur£ený aº na kladnú multiplikatívnu kon²tantu.

Spojitá Archimedovská t-norma T (t-konorma S) je bu¤ striktná, t.j. ostro rastúca
na ]0, 1]2 (na [0, 1[2), alebo nilpotentná, t.j. existuje (x, y) ∈ ]0, 1[2 také, ºe T (x, y) = 0
(S(x, y) = 1).

Triangulárna subnorma (pozri [16]) je binárna funkcia M : [0, 1]2 −→ [0, 1], ktorá je
komutatívna, asociatívna, neklesajúca v oboch súradniciach a je zhora ohrani£ená mini-
mom, t.j.M(x, y) ≤ min(x, y) pre v²etky x, y ∈ [0, 1]. Evidentne, kaºdá t-norma je zárove¬
aj t-subnorma. Duálna operácia k t-subnorme je t-superkonorma, £o je binárna funkcia
R : [0, 1]2 −→ [0, 1], ktorá je komutatívna, asociatívna, neklesajúca v oboch súradniciach
a je zdola ohrani£ená maximom, t.j. R(x, y) ≥ max(x, y) pre v²etky x, y ∈ [0, 1].

Históriu t-noriem (t-konoriem, t-subnoriem), preh©ad ich vlastností, ich prepojenie s
¤al²ími typmi agrega£ných funkcií, základné aplikácie, príslu²nú literatúru, ako aj mnoho
¤al²ích výsledkov je moºné nájs´ v dvoch monogra�ách [3, 18].

Zov²eobecenie umiestenia neutrálneho prvku t-normy (t-konormy) viedlo k zavedeniu
uninoriem v [40]. Uninorma je binárna funkcia U : [0, 1]2 −→ [0, 1], ktorá je komutatívna,
asociatívna, neklesajúca v oboch súradniciach a má neutrálny prvok e ∈ ]0, 1[ (pozri aj
[10]). Ak zoberieme uninormu z ²ir²om zmysle, t.j. ak pre neutrálny prvok platí e ∈ [0, 1],
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potom trieda uninoriem pokrýva aj triedu t-noriem a t-konoriem. Pre kaºdú uninormu je
hodnota U(1, 0) ∈ {0, 1} jej anihilátorom. Uninormu nazývajme konjunktívna (disjunk-
tívna) ak U(1, 0) = 0 (U(1, 0) = 1).

Pre kaºdú uninormu U s neutrálnym prvkom e ∈ ]0, 1[ , je zúºenie U na [0, e]2 t-
normou na [0, e]2 , t.j. lineárnou transformáciou nejakej t-normy TU de�novanej na [0, 1]2,
a zúºenie U na [e, 1]2 je t-konorma na [e, 1]2 , t.j. lineárna transformácia nejakej t-konormy
SU . T-norma TU a t-konorma SU sa nazývajú pridruºené funkcie uninormy U. V prípade
ak pre uninormu máme e = 1 (e = 0) tak sa pridruºená t-norma (t-konorma) rovná
U a pridruºená t-konorma (t-norma) je degenerovaná na triviálnu binárnu operáciu na
bode 1 (0). Mnoºinu v²etkých uninoriem so spojitými pridruºenými funkciami ozna£íme
symbolom U .

Pre kaºdú uninormu U jej monotónnos´ implikuje min(x, y) ≤ U(x, y) ≤ max(x, y) pre
v²etky (x, y) ∈ [0, e]× [e, 1] ∪ [e, 1]× [0, e] .

Uninorma U : [0, 1]2 −→ [0, 1] sa nazýva

� internálna ak U(x, y) ∈ {x, y} pre v²etky (x, y) ∈ [0, 1]2,

� d-internálna ak je internálna a existuje spojitá, ostro klesajúca funkcia gU : [0, 1] −→
[0, 1] taká, ºe U(x, y) = min(x, y) ak y < gU(x) a U(x, y) = max(x, y) ak y > gU(x),

� lokálne internálna na A(e) ak U je internálna na A(e) = [0, e]× [e, 1]∪ [e, 1]× [0, e] ,

� idempotentná ak U(x, x) = x pre v²etky x ∈ [0, 1].

Poznamenajme, ºe uninorma je internálna vtedy a len vtedy ak je idempotentná.
Mnoºina idempotentných uninoriem bola charakterizovaná v [34].

Veta 3.4
Nech U : [0, 1]2 −→ [0, 1] je binárna funkcia. Potom U je idempotentná uninorma s neut-
rálnym prvkom e ∈ ]0, 1[ vtedy a len vtedy ak existuje nerastúca funkcia g : [0, 1] −→ [0, 1],
ktorá je Id-symetrická, s g(e) = e, taká, ºe

U(x, y) =


min(x, y) ak y < g(x) alebo (y = g(x) a x < g(g(x))),

max(x, y) ak y > g(x) alebo (y = g(x) a x > g(g(x))),

x alebo y ak y = g(x) a x = g(g(x))

a U je komutatívna v bodoch (x, y) takých, ºe y = g(x) a x = g(g(x)).

Viacero výsledkov o internálnych a lokálne internálnych uninormách sa dá nájs´ v
[4, 7, 9, 26, 34].

Podobne ako v prípade t-noriem a t-konoriem, dajú sa uninormy kon²truova´ pomocou
aditívnych generátorov (pozri [10]).

Tvrdenie 3.5
Nech f : [0, 1] −→ [−∞,∞] , f(0) = −∞, f(1) = ∞ je spojitá, ostro rastúca funkcia.
Potom je binárna funkcia U : [0, 1]2 −→ [0, 1], daná vz´ahom

U(x, y) = f−1(f(x) + f(y)),
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kde f−1 : [−∞,∞] −→ [0, 1] je inverzná funkcia k f, s konvenciou ∞ + (−∞) = ∞
(∞ + (−∞) = −∞), uninormou, ktorú budeme nazýva´ reprezentovate©ná. Jediný bod
e ∈ ]0, 1[ , kde f(e) = 0 je potom neutrálnym prvkom U.

V [33] (pozri tieº [30]) môºeme nájs´ úplnú charakterizáciu triedy reprezentovate©ných
uninoriem.

Tvrdenie 3.6
Nech U : [0, 1]2 −→ [0, 1] je uninorma. Potom U je reprezentovate©ná vtedy a len vtedy
ak je spojitá na [0, 1]2 \ {(0, 1), (1, 0)}.

Doteraj²ie výsledky o uninormách so spojitými pridruºenými funkciami zah¯¬ajú cha-
rakterizáciu uninoriem so spojitými Archimedovskými pridruºenými funkciami (pozri
[11, 21, 24, 32] a [35] pre diskrétny prípad), uninormy s pridruºenými funkciami, ktoré
sa dajú vyjadri´ pomocou (netriviálneho) ordinálneho sú£tu (pozri [8]) a uninormy so
spojitými pridruºenými funkciami, ktoré sú lokálne internálne na A(e) (pozri [9]).

Ak zov²eobecníme umiestnenie anihilátora t-normy (t-konormy) dostávame sa k null-
normám [5]. Poznamenajme, ºe t-operátory boli nezávisle de�nované v [25] a v [27] bolo
ukázané, ºe t-operátory a nullnormy sa zhodujú.

Binárna funkcia V : [0, 1]2 −→ [0, 1] sa nazýva nullnorma ak je komutatívna, asocia-
tívna, neklesajúca v oboch súradniciach a existuje také z ∈ [0, 1], ºe V (0, x) = x pre
v²etky x ≤ z a V (1, x) = x pre v²etky x ≥ z. Monotónnos´ potom implikuje, ºe z je
anihilátor V.

Ak z = 0 (z = 1) potom je V t-norma (t-konorma). Kaºdá nullnorma so z ∈ ]0, 1[ je na
[0, z]2 lineárnou transformáciou nejakej t-konormy a na [z, 1]2 lineárnou transformáciou
nejakej t-normy. Zárove¬ V (x, y) = V (y, x) = z pre v²etky x ∈ [0, z] a y ∈ [z, 1] (pozri
[5]).

�al²ím zov²eobecnením, ktoré spája uninormy a nullnormy, sú n-uninormy, ktoré za-
viedol Akella v [1].

Nech n ∈ N \ {1} a nech V : [0, 1]2 −→ [0, 1] je komutatívna binárna funkcia. Potom
{e1, . . . , en}z1,...,zn−1 sa nazýva n-neutrálny prvok V ak pre 0 = z0 < z1 < · · · < zn = 1 a
ei ∈ [zi−1, zi] , pre i = 1, . . . , n platí V (ei, x) = x pre v²etky x ∈ [zi−1, zi] .

Binárna funkcia Un : [0, 1]2 −→ [0, 1] sa nazýva n-uninorma ak je komutatívna, aso-
ciatívna, neklesajúca v oboch súradniciach a má n-neutrálny prvok {e1, . . . , en}z1,...,zn−1 .
Ozna£enie Un bolo pre n-uninormy zavedené v [1] a preto si musíme dáva´ pozor, aby sme
ho nezamie¬ali s n-tou mocninou uninormy U.

Základnú ²truktúru n-uninoriem popísal uº Akella v [1, 2] a charakterizáciu piatich
hlavných tried 2-uninoriem moºno nájs´ v [42].

Kaºdá n-uninorma má okolo hlavnej diagonály nasledovné funkcie.

Tvrdenie 3.7
Nech Un : [0, 1]2 −→ [0, 1] je n-uninorma a nech {e1, . . . , en}z1,...,zn−1 je jej n-neutrálny
prvok. Potom
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(i) Zúºenie Un na [zi−1, ei]
2 , pre i = 1, . . . , n, je lineárna transformácia nejakej t-normy.

Túto t-normu budeme ozna£ova´ ako Ti.
(ii) Zúºenie Un na [ei, zi]

2 pre i = 1, . . . , n, je lineárna transformácia nejakej t-konormy.
Túto t-konormu budeme ozna£ova´ ako Si.

(iii) Zúºenie Un na [zi−1, zi]
2 pre i = 1, . . . , n, je lineárna transformácia nejakej uninormy.

Túto uninormu budeme ozna£ova´ Ui.
(iv) Zúºenie Un na [zi, zj]

2 pre i, j ∈ {0, 1, . . . , n}, i < j, je lineárna transformácia nejakej
(j − i)-uninormy.

Navy²e, zúºenie Un na [ei, ei+1]
2 pre i ∈ {1, . . . , n−1}, je lineárna transformácia nejakej

nullnormy. Z predchádzajúceho vidíme, ºe ²tandardnú uninormu môºeme tieº chápa´ ako
1-uninormu.

Pre n ∈ N ozna£íme mnoºinu v²etkých n-uninoriem so spojitými pridruºenými t-
normami T1, . . . , Tn a t-konormami S1, . . . , Sn symbolom Un.

V závere e²te pripome¬me, ºe ak pre 2-uninormu máme e2 = 1 dostaneme takzvanú
uni-nullnormu, a ak e1 = 0 dostaneme takzvanú null-uninormu [38].

Na²im cie©om je charakterizácia n-uninoriem z Un. Prvým výsledkom v tomto smere
bola charakterizácia uni-nullnoriem so spojitými Archimedovskými pridruºenými fun-
kciami z [39].

Poznamenajme e²te, ºe ak budeme hovori´ o usporiadaní na nejakej podmnoºine jed-
notkového intervalu, tak tým budeme vºdy rozumie´ ²tandardné usporiadanie (v prípade
ak toto usporiadanie nebude inak ²peci�kované).

4 Hlavné výsledky práce

4.1 Uninormy so spojitými pridruºenými funkciami

Ako sme videli v predchádzajúcej £asti, na kompletnú charakterizáciu spojitých t-noriem
(t-konoriem) potrebujeme iba dve kon²truk£né metódy. Je to kon²trukcia pomocou ordi-
nálnych sú£tov a kon²trukcia pomocou aditívneho generátora. Koncept aditívneho generá-
tora sa dal jednoducho zavies´ aj pre uninormy a vedie k reprezentovate©ným uninormám.
Na druhej strane zov²eobecnenie ordinálneho sú£tu pre uninormy nebolo také o£ividné.
Predchádzajúce výsledky sa zameriavali len na uninormy, ktorých pridruºené funkcie boli
skon²truované pomocou ordinálnych sú£tov, ale nie na ordinálny sú£et samotných uni-
noriem. V nasledovnom texte budeme v prípade asociatívnej funkcie na danej mnoºine
vo©ne zamie¬a´ pojmy funkcia a pologrupa, nako©ko je pre binárnu asociatívnu funkciu
F na mnoºine X pologrupa (X,F ) jednozna£ne daná.

4.1.1 Zov²eobecnené uninormy

V [20] bolo ukázané, ºe najv²eobecnej²ími pologrupami, pomocou ktorých sa dá skon-
²truova´ t-norma, pomocou ordinálneho sú£tu, sú t-subnormy. Podobnou analýzou sme
ukázali, ºe okrem t-subnoriem, t-superkonoriem a triviálnych pologrúp existujú e²te ²tyri
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druhy pologrúp, z ktorých sa dá skon²truovat uninorma pomocou ordinálneho sú£tu. Na-
ko©ko uninorma sa správa ako t-norma (t-konorma) na vstupoch men²ích (vä£²ích) ako
neutrálny prvok, takáto pologrupa sa musí správa´ ako t-subnorma (t-superkonorma) na
vstupoch men²ích (vä£²ích) ako neutrálny prvok danej uninormy. Ako vidíme, tieto po-
logrupy sú vºdy de�nované na dvoch intervaloch, kde jeden obsahuje body men²ie ako
neutrálny prvok a druhý obsahuje body vä£²ie ako neutrálny prvok danej uninormy.

De�nícia 4.1
Komutatívna, asociatívna binárna funkcia GU : [0, 1]2 −→ [0, 1], ktorá je neklesajúca v
oboch súradniciach sa nazýva
(i) zov²eobecnená sub-uninorma ak existuje e ∈ [0, 1] také, ºe GU(x, y) ≤ min(x, y) pre

v²etky (x, y) ∈ [0, e]2 , GU(x, y) ≥ max(x, y) pre v²etky (x, y) ∈ ]e, 1]2 , GU(x, y) ∈
[x, y] pre v²etky (x, y) ∈ [0, e]× ]e, 1] ∪ ]e, 1]× [0, e] .

(ii) zov²eobecnená super-uninorma ak existuje e ∈ [0, 1] také, ºeGU(x, y) ≤ min(x, y) pre
v²etky (x, y) ∈ [0, e[2 , GU(x, y) ≥ max(x, y) pre v²etky (x, y) ∈ [e, 1]2 , GU(x, y) ∈
[x, y] pre v²etky (x, y) ∈ [0, e[× [e, 1] ∪ [e, 1]× [0, e[ .

Dá sa jednoducho vidie´, ºe zov²eobecnené sub-uninormy a zov²eobecnené super-uni-
normy sa lí²ia iba na mnoºine {e} × [0, 1] ∪ [0, 1]× {e}.

De�nícia 4.2
Binárna funkcia GU : ([a, b]∪ [c, d])2 −→ ([a, b]∪ [c, d]), kde a < b < c < d, a, b, c, d ∈ [0, 1]
sa nazýva zov²eobecnená kompozitná uninorma ak je komutatívna, asociatívna, neklesa-
júca v oboch súradniciach a zúºenie GU na [a, b]2 je t-subnorma (na [a, b]2), zúºenie GU
na [c, d]2 je t-superkonorma (na [c, d]2) a GU(x, y) ∈ [x, y] pre v²etky (x, y) ∈ [a, b]× [c, d]
a v²etky (x, y) ∈ [c, d]× [a, b] .

�tvrtým druhom pologrúp, ktoré vedú k uninormám pomocou ordinálneho sú£tu sú
potom uninormy samotné. Samozrejme, ke¤ chceme kon²truova´ uninormy pomocou vy²-
²ie de�novaných pologrúp (okrem zov²eobecnených kompozitných uninoriem), musíme
pouºi´ transformáciu, ktorá nám prevedie danú funkciu z intervalu [0, 1] na mnoºinu
[a, b[ ∪ {v} ∪ ]c, d] , pre nejaké vhodné v ∈ [b, c] . Preto budeme pouºíva´ nasledovnú
transformáciu.

Pre ©ubovo©né 0 ≤ a < b ≤ c < d ≤ 1, v ∈ [b, c] a bod e ∈ ]0, 1[ de�nujeme funkciu
f : [0, 1] −→ [a, b[ ∪ {v} ∪ ]c, d] , vz´ahom

f(x) =


(b− a) · x

e
+ a ak x ∈ [0, e[ ,

v ak x = e,

d− (1−x)(d−c)
(1−e) inak.

(1)

Potom f je lineárna na [0, e[ ako aj na ]e, 1] a teda je to po £astiach lineárna bijekcia z
[0, 1] do ([a, b[ ∪ {v} ∪ ]c, d]). Nech GU : [0, 1]2 −→ [0, 1] je binárna funkcia. Pomocou f
môºeme de�nova´ binárnu funkciu GUa,b,c,d

v : ([a, b[∪{v}∪ ]c, d])2 −→ ([a, b[∪{v}∪ ]c, d])
ako

GUa,b,c,d
v (x, y) = f(GU(f−1(x), f−1(y))). (2)
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Podobne, pomocou inverznej funkcie f−1 môºeme transformova´ binárnu funkciu de�-
novanú na ([a, b[∪{v}∪]c, d])2 na binárnu funkciu de�novanú na [0, 1]2. Ke¤ºe f je rastúca
bijekcia, zachováva komutativitu, asociativitu, aj monotónnos´. Navy²e, ak e je neutrálny
prvok GU potom v je neutrálny prvok GUa,b,c,d

v . To znamená, ºe ak je GU uninorma na
[0, 1]2 potom GUa,b,c,d

v je komutatívna, asociatívna, funkcia na ([a, b[ ∪ {v} ∪ ]c, d])2, ne-
klesajúca v oboch súradniciach, a v je jej neutrálny prvok. V takomto prípade budeme
hovori´, ºe GUa,b,c,d

v je uninorma na ([a, b[∪{v}∪ ]c, d])2. Poznamenajme, ºe ak b = c = v
potom je f spojitá, po £astiach lineárna transformácia z [0, 1] na [a, d] taká, ºe f(e) = v.

Podobne môºeme transformova´ aj zov²eobecnené sub-uninormy (super-uninormy).
Týmto sme popísali v²etky pologrupy, z ktorých sa dajú kon²truova´ uninormy pomo-

cou ordinálneho sú£tu. V na²ej práci sa ale zameriavame hlavne na uninormy so spoji-
tými pridruºenými funkciami, ktoré sú nutne spojité na diagonálne d : [0, 1] −→ [0, 1],
d(x) = U(x, x). V takomto prípade sa tieto pologrupy na vstupoch men²ích (vä£²ích) ako
neutrálny prvok správajú ako t-norma (t-konorma). Preto sme sa v prvej £asti zamerali
na ordinálny sú£et uninoriem (vrátane t-noriem, t-konoriem a triviálnych pologrúp).

4.1.2 Ordinálny sú£et uninoriem

V prípade ordinálneho sú£tu uninoriem sú pologrupy de�nované na mnoºine ([ak, bk[ ∪
{vk} ∪ ]ck, dk])

2. Aby bola výsledná operácia U asociatívna musí by´ vk anihilátorom
zúºenia U na [bk, ck]

2 . Kvôli monotónnosti potom platí U(bk, ck) = vk.

Ak pre nejaké k ∈ K máme ak = bk (ck = dk), zodpovedá daný s£ítanec t-konorme Sk
(t-norme Tk ). V tomto prípade sa zúºenie t-konormy Sk (t-normy Tk) na ]0, 1]2 ([0, 1[2)
lineárne transformuje na ]ck, dk]

2 ([ak, bk[
2) a neutálny prvok 0 (1) sa transformuje na ne-

utrálny prvok vk. �ahko sa dá vidie´, ºe bod vk môºeme z takéhoto s£ítanca bez problémov
vynecha´ a výslednú uninormu to neovplyvní.

Príklad 4.3
� Nech U1 a U2 sú dve uninormy s neutrálnymi prvkami z ]0, 1[ a nech e ∈ ]0, 1[ . Nech
a, b ∈ [0, 1] sú dva body také, ºe 0 < a < e < b < 1. Potom ordinálny sú£et pologrúp
G1 a G2, kde G1 zodpovedá uninorme U1 na [a, b]2 , t.j G1 = ([a, b] , (U1)

a,e,e,b
e )

a G2 zodpovedá uninorme U2 na ([0, a[ ∪ {v} ∪ ]b, 1])2, t.j. G2 = ([0, a[ ∪ {v} ∪
]b, 1] , (U2)

0,a,b,1
v ) je uninormou s neutrálnym prvkom e vtedy a len vtedy ak 2 < 1 a

v = (U1)
a,e,e,b
e (a, b).

� Nech U je uninorma s neutrálnym prvkom z ]0, 1[ , nech T je t-norma a nech
e ∈ ]0, 1[ . Nech bod a ∈ ]0, e[ . Potom ordinálny sú£et pologrúp G1 a G2, kde
G1 zodpovedá uninorme U na [a, 1]2 , t.j. G1 = ([a, 1] , (U)a,e,e,1e ) a G2 zodpovedá
t-norme T na ([0, a[ ∪ {v} ∪ ]1, 1])2, t.j. G2 = ([0, a[ ∪ {v}, (T )0,a,1,1v ), je uninormou
s neutrálnym prvkom e vtedy a len vtedy ak 2 < 1 a v = (U)a,e,e,1e (a, 1).

Poznamenajme, ºe v môºeme z pologrupy G2 vynecha´ a preto sta£í bra´ G2 =
([0, a[ , T ∗), kde T ∗ je lineárna transformácia T |[0,1[2 na [0, a[2 .
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Ordinálny sú£et dvoch uninoriem môºeme roz²íri´ na ordinálny sú£et spo£ítate©ného
po£tu uninoriem. Najskôr si de�nujeme v²etko potrebné.

De�nícia 4.4
Nech e ∈ [0, 1] a nech K je indexová mnoºina, ktorá je bu¤ kone£ná, alebo spo£ítate©ne
nekone£ná. Nech (]ak, bk[)k∈K je systém disjunktných otvorených podintervalov (ktoré
môºu by´ aj prázdne) intervalu [0, e] takých, ºe

⋃
k∈K [ak, bk] = [0, e] . Podobne, nech

(]ck, dk[)k∈K je systém disjunktných otvorených podintervalov (ktoré môºu by´ aj prázdne)
intervalu [e, 1] takých, ºe

⋃
k∈K [ck, dk] = [e, 1] . �alej, nech sú tieto dva systémy anti-

komonotónne, t.j. bk ≤ ai vtedy a len vtedy ak ck ≥ di pre v²etky i, k ∈ K. Ozna£íme
K∗ = {k ∈ K | ]ak, bk[ 6= ∅} a K∗ = {k ∈ K | ]ck, dk[ 6= ∅}. Nech (Uk)k∈K∗∩K∗ je mnoºina
uninoriem na [0, 1]2, ktoré majú neutrálny prvok v ]0, 1[ , nech (Uk)k∈K∗\K∗ je mnoºina
t-noriem na [0, 1]2 a nech (Uk)k∈K∗\K∗ je mnoºina t-konoriem na [0, 1]2.

Ozna£íme B1 = {bk | k ∈ K} \ {ak | k ∈ K∗} a C1 = {ck | k ∈ K} \ {dk | k ∈ K∗}.
Ke¤ºe K je spo£ítate©ná, kaºdé b ∈ B1\{e} je hromadným bodom mnoºiny {ak | k ∈ K∗}
(a podobne pre c ∈ C1\{e}). De�nujeme funkcie g : B1\{e} −→ [e, 1] , h : C1\{e} −→ [0, e]
také, ºe ak pre b ∈ B1 \ {e} máme b = lim

i−→∞
aki pre ki ∈ K∗, potom

g(b) = lim
i−→∞

dki . (3)

Podobne ak pre c ∈ C1 \ {e} máme c = lim
i−→∞

dki pre ki ∈ K∗, potom

h(c) = lim
i−→∞

aki . (4)

Nakoniec ozna£íme B = {b ∈ B1 \ {e} | g(b) ∈ C1 \ {e}}, C = {c ∈ C1 \ {e} | h(c) ∈
B1 \ {e}}.

Ak g(b) /∈ C1\{e} pre nejaké b ∈ B1\{e} (h(c) /∈ B1\{e} pre nejaké c ∈ C1\{e}) potom
je hodnota U(b, g(b)) (U(c, h(c))) jasne daná monotónnos´ou U. Preto treba ²peciálne
de�nova´ iba prípady ke¤ b ∈ B, c ∈ C.

Tvrdenie 4.5
Zoberme v²etky pojmy zavedené v De�nícii 4.4. �alej, nech n : B −→ B∪C je ©ubovo©ná
funkcia taká, ºe pre b ∈ B platí

n(b) ∈ {b, g(b)}.

Potom je ordinálny sú£et U e = (〈ak, bk, ck, dk, Uk〉 | k ∈ K)e daný nasledovným vz´ahom
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uninorma: U e(x, y) =

y ak x = e,

x ak y = e,

(Uk)
ak,bk,ck,dk
vk

(x, y) ak (x, y) ∈ ([ak, bk[ ∪ ]ck, dk])
2, k ∈ K∗ ∩K∗,

(Uk)
ak,bk(x, y) ak (x, y) ∈ ([ak, bk[ ∪ ]ck, dk])

2, k ∈ K∗ \K∗,
(Uk)

ck,dk(x, y) ak (x, y) ∈ ([ak, bk[ ∪ ]ck, dk])
2, k ∈ K∗ \K∗,

x ak y ∈ [bk, ck] , x ∈ [ak, dk] \ [bk, ck] , k ∈ K∗ ∪K∗,
y ak x ∈ [bk, ck] , y ∈ [ak, dk] \ [bk, ck] , k ∈ K∗ ∪K∗,
min(x, y) ak (x, y) ∈ [b, c]2 \ (]b, c[2 ∪ {(b, c), (c, b)}),

kde b ∈ B, c = g(b), x+ y < c+ b,

max(x, y) ak (x, y) ∈ [b, c]2 \ (]b, c[2 ∪ {(b, c), (c, b)}),
kde b ∈ B, c = g(b), x+ y > c+ b,

n(b) ak (x, y) = (b, c) alebo (x, y) = (c, b), b ∈ B, c = g(b),

min(x, y) ak (x, y) ∈ {b} × [b, c] ∪ [b, c]× {b} a
b ∈ B1 \ (B ∪ {e}), c = g(b),

max(x, y) ak (x, y) ∈ {c} × [b, c] ∪ [b, c]× {c} a
c ∈ C1 \ (C ∪ {e}), b = h(c),

kde vk = ck (vk = bk) ak existuje i ∈ K také, ºe bk = ai, ck = di a Ui je disjunktívna
(konjunktívna) uninorma; vk = e ak ck = bk; vk = n(bk) ak bk ∈ B, vk = bk ak bk ∈
B1 \ (B∪{e}), vk = ck ak ck ∈ C1 \ (C ∪{e}); (Uk)ak,bk,ck,dkvk

je daná vz´ahom (2), (Uk)ak,bk

((Uk)ck,dk) je lineárna transformácia Uk na [ak, bk]
2 ([ck, dk]

2).

4.1.3 Ordinálne sú£ty reprezentovate©ných uninoriem

Pre kaºdú reprezentovate©nú uninormu U s neutrálnym prvkom e ∈ ]0, 1[ platí, ºe k ©u-
bovo©nému x ∈ ]0, 1[ existuje práve jedno y ∈ ]0, 1[ také, ºe U(x, y) = e. Zárove¬, U je
spojitá na celom jednotkovom ²tvorci okrem bodov (0, 1), (1, 0). Preto vieme de�nova´
spojitú, ostro klesajúcu funkciu r : [0, 1] −→ [0, 1], takú, ºe jej graf pokrýva v²etky body
nespojitosti U, t.j., r(0) = 1 a r(1) = 0, a ak U(x, y) = e pre nejaké x, y ∈ ]0, 1[ potom
r(x) = y a r(y) = x. Podobný výsledok sme ukázali aj pre ordinálne sú£ty reprezentova-
te©ných uninoriem.

Tvrdenie 4.6
Nech U : [0, 1]2 −→ [0, 1] je uninorma. Ak U je ordinálny sú£et reprezentovate©ných uni-
noriem, t.j. ak U = (〈ak, bk, ck, dk, Uk〉 | k ∈ K), pre nejaké vhodné systémy (]ak, bk[)k∈K
a (]ck, dk[)k∈K kde ak < bk a ck < dk pre v²etky k ∈ K a (Uk)k∈K je mnoºina reprezen-
tovate©ných uninoriem, potom existuje spojitá, ostro klesajúca funkcia r : [0, 1] −→ [0, 1]
kde r(0) = 1, r(e) = e a r(1) = 0 taká, ºe U je spojitá na [0, 1] \ {(x, r(x)) | x ∈ [0, 1]}.
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Poznamenajme, ºe U nie je nespojitá na celej mnoºine {(x, r(x)) | x ∈ [0, 1]}. Ta-
kýchto funkcií r môºe existova´ viacero, ale ak pridáme poºiadavku, tak ako v prípade
reprezentovate©ných uninoriem, ºe ak U(x, y) = e pre nejaké x, y ∈ ]0, 1[ potom r(x) = y
a r(y) = x, tak potom je funkcia r ur£ená jednozna£ne.

Neskôr ukáºeme podobný výsledok aj v²eobecne pre uninormy so spojitými pridruºe-
nými funkciami (pozri Vetu 4.12). Funkcia r, ktorá sp¨¬a podmienku r(x) = y a r(y) = x
pre v²etky x, y ∈ ]0, 1[ kde U(x, y) = e, delí jednotkový ²tvorec na dve £asti: na mnoºinu,
kde uninorma dosahuje hodnoty men²ie ako neutrálny prvok a na mnoºinu, kde uninorma
dosahuje hodnoty vä£²ie ako neutrálny prvok.

�alej ozna£me mnoºinu v²etkých uninoriem U takých, ºe U(x, 0) = 0 pre v²etky x ∈
[0, 1[ a U(x, 1) = 1 pre v²etky x ∈ ]0, 1] symbolom N .

Tvrdenie 4.7
Nech U : [0, 1]2 −→ [0, 1] je uninorma, U ∈ U a U /∈ N . Potom sa U dá vyjadri´ ako
ordinálny sú£et uninormy a t-normy (t-konormy).

Tento výsledok dokazuje, ºe ordinálny sú£et reprezentovate©ných uninoriem vºdy patrí
do mnoºiny N . Obidva tieto výsledky, t.j. Tvrdenia 4.6 a 4.7, platia v²ak aj pre ordinálny
sú£et d-internálnych uninoriem.

Tvrdenie 4.8
Nech U : [0, 1]2 −→ [0, 1] je uninorma, U ∈ U ∩N a nech existuje spojitá, ostro klesajúca
funkcia r : [0, 1] −→ [0, 1], r(0) = 1, r(e) = e a r(1) = 0 taká, ºe U je spojitá na [0, 1] \
{(x, r(x)) | x ∈ [0, 1]}. Potom sa U dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et reprezentovate©ných
a d-internálnych uninoriem.

Z predchádzajúceho vidíme, ºe uninorma U ∈ U ∩N sa dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et
reprezentovate©ných a d-internálnych uninoriem vtedy a len vtedy ak existuje spojitá,
ostro klesajúca funkcia r z Tvrdenia 4.8.

Navy²e, uninorma U ∈ U ∩ N sa dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et reprezentovate©ných
uninoriem vtedy a len vtedy ak existuje spojitá, ostro klesajúca funkcia r z Tvrdenia 4.8
a U má spo£ítate©ne ve©a idempotentných bodov.

Predpoklad U ∈ U∩N môºeme pritom vynecha´, lebo ak pre uninormu existuje spojitá,
ostro klesajúca funkcia r z Tvrdenia 4.8 tak evidentne má spojité pridruºené funkcie a dá
sa ©ahko ukáza´, ºe z Tvrdenia 4.7 potom vyplýva U ∈ N , ke¤ºe v opa£nom prípade by
r bu¤ nebola spojitá, alebo by nebola ostro klesajúca.

4.1.4 Idempotentné uninormy

Pre idempotenté uninormy sme ukázali nasledovné výsledky.

Tvrdenie 4.9
Nech U : [0, 1]2 −→ [0, 1] je idempotentná uninorma. Potom sa ([0, 1], U) dá vyjadri´ ako
ordinálny sú£et triviálnych pologrúp ({x}, Id) pre x ∈ [0, 1].
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Usporiadanie, ktoré vedie k idempotentnej uninorme pomocou ordinálneho sú£tu tri-
viálnych pologrúp sa dá charakterizova´ nasledovne.

Tvrdenie 4.10
Nech P je indexová mnoºina izomorfná s [0, 1] cez izomor�zmus ϕ. Pre v²etky p ∈ P
ozna£íme Xp = {x} ak ϕ(p) = x. Nech e ∈ [0, 1] a nech � je úplné usporiadanie na P. Ak
([0, 1], U) je ordinálny sú£et pologrúp {(Xp, Id)}p∈P vzh©adom na usporiadanie �, potom
U je idempotentná uninorma s neutrálnym prvkom e vtedy a len vtedy ak sú nasledovné
dve podmienky splnené:
(i) p1 ≺ p2 pre v²etky p1, p2 ∈ P také, ºe Xp1 = {x1}, Xp2 = {x2}, x1 < x2 a x1, x2 ∈

[0, e] ,

(ii) p1 ≺ p2 pre v²etky p1, p2 ∈ P také, ºeXp1 = {y1}, Xp2 = {y2}, y1 > y2 a y1, y2 ∈ [e, 1] .

Tieto dva výsledky úplne charakterizujú kon²trukciu idempotentných uninoriem pomo-
cou ordinálnych sú£tov. Vidíme teda, ºe existuje vzájomne jednozna£né zobrazenie medzi
idempotentnými uninormami a ²peciálnymi úplnými usporiadaniami na [0, 1].

4.1.5 Charakterizujúca multi-funkcia a mnoºina bodov nespojitosti

V prípade ordinálnych sú£tov reprezentovate©ných uninoriem bola mnoºina ich bodov
nespojitosti pokrytá spojitou, ostro klesajúcou funkciou r kde r(0) = 1, r(1) = 0 a r(x) =
y, r(y) = x pre v²etky x, y ∈ ]0, 1[ také, ºe U(x, y) = e. Tento fakt nás in²piroval k ²túdiu
mnoºiny bodov nespojitosti v²etkých uninoriem so spojitými pridruºenými funkciami.
Tu sa nám podarilo získa´ podobné výsledky s tým, ºe pre v²eobecnú uninormu U ∈ U
funkcia r nie je funkcia s hodnotami v reálnych £íslach, pretoºe jej graf môºe obsahova´
aj vertikálne £asti. Preto vo v²eobecnosti musíme pracova´ s multi-funkciami.

De�nícia 4.11
Zobrazenie p : [0, 1] −→ P([0, 1]) sa nazýva multi-funkcia na [0, 1]. Takáto multi-funkcia
prira¤uje kaºdému x ∈ [0, 1] podmnoºinu [0, 1], t.j. p(x) ⊆ [0, 1]. Ak je ≤ ²tandardné
usporiadanie na [0, 1], tak sa multi-funkcia p nazýva
(i) nerastúca ak pre v²etky x1, x2 ∈ [0, 1], x1 < x2, platí y1 ≥ y2 pre v²etky y1 ∈ p(x1) a

v²etky y2 ∈ p(x2), t.j. kardinalita Card(p(x1) ∩ p(x2)) ≤ 1,

(ii) symetrická ak y ∈ p(x) vtedy a len vtedy ak x ∈ p(y) pre v²etky x, y ∈ [0, 1].

Graf multi-funkcie p budeme ozna£ova´ symbolom G(p), t.j. (x, y) ∈ G(p) vtedy a len
vtedy ak y ∈ p(x).

Multi-funkcia p : [0, 1] −→ P([0, 1]) sa nazýva u-surjektívna ak pre v²etky y ∈ [0, 1]
existuje x ∈ [0, 1] také, ºe y ∈ p(x). Dá sa ©ahko vidie´, ºe symetrická multi-funkcia p je
u-surjektívna ak p(x) 6= ∅ pre v²etky x ∈ [0, 1].

Veta 4.12
Nech U : [0, 1]2 −→ [0, 1] je uninorma, U ∈ U . Potom existuje symetrická, u-surjektívna,
nerastúca multi-funkcia r na [0, 1] taká, ºe U je spojitá na [0, 1]2 \ G(r) a U(x, y) = e
implikuje (x, y) ∈ G(r) pre v²etky (x, y) ∈ [0, 1]2.
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Pre kaºdé x ∈ [0, 1] je r(x) uzavretý interval (vrátane jednoprvkových). Navy²e, U
nemusí by´ nespojitá vo v²etkých bodoch z G(r). V skuto£nosti, U je spojitá vo v²etkých
bodoch (x, y) ∈ [0, 1]2 pre ktoré platí U(x, y) = e. U je tieº spojitá vo v²etkých bodoch
(0, x), (x, 0) kde x > inf{t ∈ [0, 1] | U(t, 0) > e} a vo v²etkých bodoch (1, x), (x, 1) kde
x < sup{t ∈ [0, 1] | U(t, 1) < e}.

Existencia multi-funkcie z Vety 4.12 nám vo v²eobecnosti nezaru£uje, ºe uninorma má
spojité pridruºené funkcie. Vieme ale ukáza´, ºe uninorma U ∈ U je v kaºdom bode
(x, y) ∈ [0, 1]2 bu¤ z©ava spojitá, alebo sprava spojitá (alebo spojitá). Dostaneme teda
nasledovný výsledok.

Veta 4.13
Nech U : [0, 1]2 −→ [0, 1] je uninorma. Potom U ∈ U vtedy a len vtedy ak U je spojitá na
[0, 1]2\G(r), kde r je symetrická, u-surjektívna, nerastúca multi-funkcia taká, ºe U(x, y) =
e implikuje (x, y) ∈ G(r), a v kaºdom bode (x, y) ∈ [0, 1]2 je uninorma U bu¤ z©ava
spojitá, alebo sprava spojitá (alebo spojitá).

Funkcia r z predchádzajúcej vety sa nazýva charakterizujúca multi-funkcia. Podobne
ako v prípade ordinálnych sú£tov reprezentovate©ných uninoriem, aj vo v²eobecnosti delí
graf charakterizujúcej multi-funkcie uninormy U ∈ U jednotkový ²tvorec (bez samotného
grafu) na dve £asti: nad (pod) grafom charakterizujúcej multi-funkcie dosahuje uninorma
U hodnoty vy²²ie (niº²ie) ako jej neutrálny prvok. Preto v prípade idempotentných uni-
noriem graf charakterizujúcej multi-funkcie obsahuje graf nerastúcej funkcie g z Vety 3.4.

Graf charakterizujúcej multi-funkcie uninormy U ∈ U sa dá rozdeli´ na maximálne
horizontálne, maximálne vertikálne a maximálne ostro klesajúce úseky. Navy²e, hrani£né
body týchto úsekov sú vºdy idempotentné body danej uninormy. Ukázali sme, ºe horizon-
tálne úseky (na [0, e]) zodpovedajú t-normovým s£ítancom, vertikálne úseky zodpovedajú
t-konormovým s£ítancom a ostro klesajúce úseky, ako sme ukázali vy²²ie, zodpovedajú
s£ítancom, ktoré sú zloºené z reprezentovate©ných a d-internálnych uninoriem.

4.1.6 Rozklad uninoriem so spojitými pridruºenými funkciami pomocou or-
dinálneho sú£tu

Kaºdá spojitá t-norma (a podobne pre t-konormy) sa dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et
(pod©a Cli�orda) idempotentných a Archimedovských pologrúp (t-noriem). Preto sme
chceli ukáza´ podobný výsledok aj pre uninormy so spojitými pridruºenými funkciami.
Ako sme videli vy²²ie, idempotentné uninormy sa dajú rozloºi´ na ordinálny sú£et triviál-
nych pologrúp. Naproti tomu sa Archimedovské t-normy, t-konormy a reprezentovate©né
uninormy dajú rozloºi´ iba tak, ºe sa oddelia hrani£né body.

Za£nime s uninormami, ktoré majú spojité Archimedovské pridruºené funkcie.

� Ak sú obe pridruºené funkcie nilpotentné tak pod©a [21, 22] platí U ∈ Umin ∪
Umax. Kaºdá takáto uninorma sa dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et pologrúp G1 =
([0, e[ , U |[0,e[2), G2 = ({e}, Id) a G3 = (]e, 1] , U |]e,1]2), kde 1 < 3 < 2 ak U ∈ Umin a
3 < 1 < 2 ak U ∈ Umax.
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� Ak sú obe pridruºené funkcie striktné tak pod©a [21, 22] máme 7 moºností ako U
vyzerá. Ak je U reprezentovate©ná tak sa dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et pologrúp
G1 = ({0}, Id), G2 = (]0, 1[ , U |]0,1[2), G3 = ({1}, Id), kde 1 < 3 < 2 ak je U
konjunktívna a 3 < 1 < 2 ak je U disjunktívna.

Ak U nie je reprezentovate©ná tak sa dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et pologrúp
G1 = ({0}, Id), G2 = (]0, e[ , U |]0,e[2), G3 = ({e}, Id), G4 = (]e, 1[ , U |]e,1[2) a G5 =
({1}, Id). Monotónnos´ implikuje 1 < 2 < 3 a 5 < 4 < 3. Preto dostávame ²es´
rôznych usporiadaní na príslu²nej indexovej mnoºine, kaºdé zodpovedajúce jednej
forme uninormy so striktnými pridruºenými funkciami z [21].

� Ak je TU nilpotentná a SU je striktná potom sa U dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et
²tyroch pologrúp G1 = ([0, e[ , U |[0,e[2), G2 = ({e}, Id), G3 = (]e, 1[ , U |]e,1[2) a G4 =
({1}, Id). Monotónnos´ implikuje 1 < 2 a 4 < 3 < 2. Ak 1 < 4 < 3 < 2 potom
U ∈ Umin. Ak 4 < 3 < 1 < 2 potom U ∈ Umax a ak 4 < 1 < 3 < 2 potom U(1, x) = 1
pre v²etky x ∈ [0, 1] a U(x, y) = min(x, y) pre v²etky x < e ≤ y < 1.

� Ak je TU striktná a SU je nilpotentná potom sa U dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et
pologrúp G1 = ({0}, Id), G2 = (]0, e[ , U |]0,e[2), G3 = ({e}, Id) a G4 = (]e, 1] , U |]e,1]2).
Monotónnos´ implikuje 1 < 2 < 3 a 4 < 3. Ak 1 < 2 < 4 < 3 potom U ∈ Umin. Ak
4 < 1 < 2 < 3 potom U ∈ Umax a ak 1 < 4 < 2 < 3 potom U(0, x) = 0 pre v²etky
x ∈ [0, 1] a U(x, y) = max(x, y) pre v²etky 0 < x ≤ e < y.

Tu vidíme, ºe kaºdá uninorma so spojitými Archimedovskými pridruºenými funkciami
sa dá rozloºi´ pomocou ordinálneho sú£tu a preto základnými stavebnými kame¬mi na
kon²trukciu takýchto uninoriem nebudú uninormy, ale pologrupy z nasledovnej de�nície.
Poznamenajme, ºe pod©a vzoru ordinálnych sú£tov t-noriem (a reprezentácie spojitých
t-noriem z [23]) nebudeme idempotentné pologrupy rozklada´ na triviálne pologrupy.

De�nícia 4.14
Nech pre a, b, c, d ∈ [0, 1] platí a < b < c < d, v ∈ [b, c] . Potom
(i) pologrupa (]a, b[ ∪ {v} ∪ ]c, d[ , ∗) sa nazýva reprezentovate©ná ak je ∗ izomorfná cez

(2) so zúºením reprezentovate©nej uninormy na ]0, 1[2 ,

(ii) pologrupa (]a, b[ , ∗) sa nazýva t-striktná, ak je ∗ lineárne izomorfná so zúºením strikt-
nej t-normy na ]0, 1[2 ,

(iii) pologrupa (]c, d[ , ∗) sa nazýva s-striktná ak je ∗ lineárne izomorfná so zúºením strikt-
nej t-konormy na ]0, 1[2 ,

(iv) pologrupa ([a, b[ , ∗) sa nazýva t-nilpotentná ak je ∗ lineárne izomorfná so zúºením
nilpotentnej t-normy na [0, 1[2 ,

(v) pologrupa (]c, d] , ∗) sa nazýva s-nilpotentná ak je ∗ lineárne izomorfná so zúºením
nilpotentnej t-konormy na ]0, 1]2 ,

(vi) pologrupa (]a, b[ ∪ ]c, d[ , ∗) sa nazýva d-internálna pologrupa ak je ∗ izomorfná cez
(2) so zúºením d-internálnej uninormy na (]0, 1[ \ {e})2,

(vii) pologrupa (]a, b[ , ∗) sa nazýva t-internálna ak ∗ = min,
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(viii) pologrupa (]c, d[ , ∗) sa nazýva s-internálna ak ∗ = max .

Rozklad uninormy U ∈ U na pologrupy z De�nície 4.14 (a triviálne pologrupy) je
trochu technicky náro£ný. Nepôjdeme preto ve©mi do detailov a napí²eme len, ºe pomo-
cou usporiadania indukovaného charakterizujúcou multi-funkciou U a pomocou delenia
jednotkového intervalu indukovaného charakterizujúcou multi-funkciou a mnoºinou idem-
potentných bodov U vieme ukáza´ nasledovný výsledok.

Veta 4.15
Nech U ∈ U . Potom sa U dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et pologrúp, ktoré sú bu¤ triviálne,
alebo sú jedného z ôsmych druhov pologrúp de�novaných v De�nícii 4.14.

Ukázali sme aj opa£ný výsledok a síce, ºe pomocou ôsmych druhov pologrúp z De�ní-
cie 4.14, triviálnych pologrúp a vhodného usporiadania na príslu²nej indexovej mnoºine
(ktoré zachováva monotónnos´ výslednej operácie) vieme vºdy skon²truova´ uninormu so
spojitými pridruºenými funkciami pomocou ordinálneho sú£tu (pod©a Cli�orda).

4.1.7 Uninormy spojité na [0, e[2 ∪ ]e, 1]2

Charakterizácia uninoriem so spojitými pridruºenými funkciami sa dá roz²íri´ aj na nie-
ktoré uninormy spojité na [0, e[2∪]e, 1]2 . Takéto uninormy nemusia ma´ spojité pridruºené
funkcie a vo v²eobecnosti sa nedajú rozloºi´ pomocou ordinálneho sú£tu. Preto vieme ob-
dobné výsledky získa´ iba pre uninormy, ktoré sú kancelatívne na niektorých ²peciálnych
podoblastiach jednotkového ²tvorca. Vo v²eobecnosti vieme ukáza´, ºe pridruºené funkcie
kaºdej uninormy spojitej na [0, e[2 ∪ ]e, 1]2 sú odvodené od spojitej t-subnormy a spojitej
t-konormy. Aby sme to ukázali, potrebujeme zavies´ pojem projekcia t-normy (t-konormy)
spojitá na hranici, ktorý bol zavedený v [15] a opravená de�nícia je nasledovná.

De�nícia 4.16
Nech T je t-norma. Potom sa funkcia MT : [0, 1]

2 −→ [0, 1] daná vz´ahom

MT (x, y) =



T (x, y) ak (x, y) ∈ [0, 1[2 ,

lim
u−→1−

T (u, y) ak x = 1, y < 1,

lim
u−→1−

T (x, u) ak x < 1, y = 1,

lim
u−→1−

v−→1−

T (u, v) ak x = y = 1

nazýva projekcia t-normy T spojitá na hranici.

Takáto projekcia t-normy spojitá na hranici nemusí by´ vºdy asociatívna a preto sme
ukázali nasledovné.

Tvrdenie 4.17
Pre t-normu T : [0, 1]2 −→ [0, 1] je jej projekcia spojitá na hranici MT t-subnormou vtedy
a len vtedy ak sú nasledovné dve podmienky splnené:
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(i) pre v²etky x, y ∈ [0, 1[ bu¤ T (u0, x) = lim
u−→1−

T (u, x) pre nejaké u0 ∈ [0, 1[ , alebo

T (a, y) = lim
v−→a−

T (v, y), pre a = lim
u−→1−

T (u, x),

(ii) bu¤ lim
u−→1−

T (u, u) = 1, alebo T (u0, v0) = lim
u−→1−

T (u, u) pre nejaké u0, v0 ∈ [0, 1[ ,

alebo pre v²etky x ∈ [0, 1[ platí T (b, x) = lim
v−→b−

T (v, x), pre b = lim
u−→1−

T (u, u).

Dôsledok 4.18
Nech T : [0, 1]2 −→ [0, 1] je t-norma, ktorá je z©ava spojitá na [0, 1[2 . Potom je jej projekcia
spojitá na hranici MT t-subnorma.

Pre uninormy spojité na [0, e[2 ∪ ]e, 1]2 je potom MTU vºdy spojitá t-subnorma a pro-
jekcia SU spojitá na hranici je spojitá t-superkonorma.

Ak TU nie je spojitá tak jej projekcia spojitá na hranici je spojitá t-subnorma, ktorá
nie je t-norma, a preto sa pod©a [17, 29] dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et spojitých Archi-
medovských t-noriem a spojitej Archimedovskej t-subnormy. Preto ak TU nie je spojitá
potom sa dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et spojitých Archimedovských t-noriem, spojitej
Archimedovskej t-subnormy zúºenej na [0, 1[2 a triviálnej pologrupy na {1}. Podobne sa
dá rozloºi´ SU .

Najskôr sa zamerajme na prípad ke¤ sú obidve pridruºené funkcie Archimedovské. Za
predpokladu kancelativity dostávame nasledovné.

Tvrdenie 4.19
Nech U : [0, 1]2 −→ [0, 1] je uninorma taká, ºe MTU je spojitá, kancelatívna t-subnorma,
ktorá nie je t-norma a MSU

je spojitá, kancelatívna t-superkonorma, ktorá nie je t-
konorma. Potom existuje rastúci izomor�zmus ϕ : [0, 1] −→ [0, 1] taký, ºe U(x, y) =
ϕ−1(UP (ϕ(x), ϕ(y))) pre v²etky (x, y) ∈ [0, 1]2, kde UP je uninorma taká, ºe MTUP

= x·y
2

a MSUP
= 1+x+y−x·y

2
.

Tvrdenie 4.20
Nech U : [0, 1]2 −→ [0, 1] je uninorma taká, ºe MTU je spojitá, kancelatívna t-subnorma,
ktorá nie je t-norma a MSU

je spojitá kancelatívna t-konorma. Potom existuje rastúci
izomor�zmus ϕ : [0, 1] −→ [0, 1] taký, ºe U(x, y) = ϕ−1(UPT (ϕ(x), ϕ(y))) pre v²etky
(x, y) ∈ [0, 1]2, kde UPT je uninorma taká, ºe MTUPT

= x·y
2

a MSUPT
= x+ y − x · y.

Tvrdenie 4.21
Nech U : [0, 1]2 −→ [0, 1] je uninorma taká, ºeMTU je spojitá, kancelatívna t-norma aMSU

je spojitá, kancelatívna t-superkonorma, ktorá nie je t-konorma. Potom existuje rastúci
izomor�zmus ϕ : [0, 1] −→ [0, 1] taký, ºe U(x, y) = ϕ−1(UPS(ϕ(x), ϕ(y))) pre v²etky
(x, y) ∈ [0, 1]2, kde UPS je uninorma taká, ºe MTUPS

= x · y a MSUPS
= 1+x+y−x·y

2
.

Tieto tri výsledky popisujú hodnoty uninormy spojitej na [0, e[2∪ ]e, 1]2 , ktorá má kan-
celatívne, Archimedovské pridruºené funkcie, na [0, e]2 a na [e, 1]2 . Nasledovný výsledok
popisuje hodnoty uninormy na zvy²ku jednotkového ²tvorca.
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Tvrdenie 4.22
Nech U : [0, 1]2 −→ [0, 1] je uninorma s neutrálnym prvkom e ∈ ]0, 1[ taká, ºe MTU a MSU

sú spojité a kancelatívne. Potom platí práve jedno z nasledovných siedmych tvrdení.
(i) U ∈ Umin,

(ii)

U(x, y) =


e · TU(xe ,

y
e
) ak (x, y) ∈ [0, e]2 ,

e+ (1− e) · SU(x−e1−e ,
y−e
1−e) ak (x, y) ∈ [e, 1]2 ,

1 ak x = 1 alebo y = 1,

min(x, y) inak,

(iii)

U(x, y) =


e · TU(xe ,

y
e
) ak (x, y) ∈ [0, e]2 ,

e+ (1− e) · SU(x−e1−e ,
y−e
1−e) ak (x, y) ∈ [e, 1]2 ,

1 ak x = 1, y > 0 alebo y = 1, x > 0,

min(x, y) inak,

(iv) U ∈ Umax,

(v)

U(x, y) =


e · TU(xe ,

y
e
) ak (x, y) ∈ [0, e]2 ,

e+ (1− e) · SU(x−e1−e ,
y−e
1−e) ak (x, y) ∈ [e, 1]2 ,

0 ak x = 0 alebo y = 0,

max(x, y) inak,

(vi)

U(x, y) =


e · TU(xe ,

y
e
) ak (x, y) ∈ [0, e]2 ,

e+ (1− e) · SU(x−e1−e ,
y−e
1−e) ak (x, y) ∈ [e, 1]2 ,

0 ak x = 0, y < 1 alebo y = 0, x < 1,

max(x, y) inak,

(vii) U je reprezentovate©ná.

Pre kombináciu (spojitej) nilpotentnej pridruºenej funkcie a nespojitej kancelatívnej
pridruºenej funkcie dostávame nasledovné výsledky.

Tvrdenie 4.23
Nech U : [0, 1] −→ [0, 1]2 je uninorma s neutrálnym prvkom e ∈ ]0, 1[ taká, ºe MTU je
spojitá, kancelatívna t-subnorma a SU je nilpotentná t-konorma. Potom platí práve jedno
z nasledovných troch tvrdení:
(i) U ∈ Umin,

(ii) U ∈ Umax,
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(iii)

U(x, y) =


e · TU(xe ,

y
e
) ak (x, y) ∈ [0, e]2 ,

e+ (1− e) · SU(x−e1−e ,
y−e
1−e) ak (x, y) ∈ [e, 1]2 ,

0 ak x = 0 alebo y = 0,

max(x, y) inak.

Tvrdenie 4.24
Nech U : [0, 1] −→ [0, 1]2 je uninorma s neutrálnym prvkom e ∈ ]0, 1[ taká, ºe MSU

je spojitá kancelatívna t-superkonorma a TU je nilpotentná t-norma. Potom platí práve
jedno z nasledovných troch tvrdení:
(i) U ∈ Umin,

(ii) U ∈ Umax,

(iii)

U(x, y) =


e · TU(xe ,

y
e
) ak (x, y) ∈ [0, e]2 ,

e+ (1− e) · SU(x−e1−e ,
y−e
1−e) ak (x, y) ∈ [e, 1]2 ,

1 ak x = 1 alebo y = 1,

min(x, y) inak.

V prípade, ºe niektorá z pridruºených funkcií nie je Archimedovská budeme uvaºova´
tri prípady:

1. Ak TU (SU) je nespojitá a príslu²ná t-subnorma (t-superkonorma), ktorá nie je
t-norma (t-konorma), z rozkladu MTU (MSU

) pomocou ordinálneho sú£tu, je kance-
latívna.

2. Ak TU je spojitá t-norma a SU je nespojitá a príslu²ná t-superkonorma, ktorá nie
je t-konorma, z rozkladu MSU

pomocou ordinálneho sú£tu, je kancelatívna.

3. Ak SU je spojitá t-konorma a TU je nespojitá a príslu²ná t-subnorma, ktorá nie je
t-norma, z rozkladu MTU pomocou ordinálneho sú£tu, je kancelatívna.

Vo v²etkých troch prípadoch vieme nájs´ idempotentné body a ∈ [0, e] , b ∈ [e, 1]
také, ºe zúºenie U na [a, b]2 je uninorma (alebo t-norma, alebo t-konorma) s Archime-
dovskými pridruºenými funkciami (a teda ju vieme charakterizova´ pomocou predchá-
dzajúcich výsledkov) a zúºenie U na [0, a]2 ([b, 1]2) je lineárna transformácia spojitej
t-normy (t-konormy). Navy²e, mnoºina ([0, a[ ∪ {U(a, b)} ∪ ]b, 1])2 je uzavretá vzh©adom
na U. Ak je bod U(a, b) neutrálnym prvkom zúºenia U na ([0, a[ ∪ {U(a, b)} ∪ ]b, 1])2

potom sa ([0, 1], U) dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et pologrúp G1 = ([0, a[ ∪ {U(a, b)} ∪
]b, 1] , U |([0,a[∪{U(a,b)}∪]b,1])2) a G2 = ([a, b] , U |[a,b]2), kde 1 < 2 a G1 je transformácia uni-
normy so spojitými pridruºenými funkciami pomocou (1).
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Ak bod U(a, b) nie je neutrálnym prvkom zúºenia U na ([0, a[ ∪ {U(a, b)} ∪ ]b, 1])2

tak je situácia trochu komplikovanej²ia. Aj v tomto prípade ale vieme podobne ako v
predchádzajúcej £asti ukáza´, ºe U sa dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et pologrúp z De�nície
4.14, triviálnych pologrúp a jednej alebo dvoch ¤al²ích pologrúp, kde jedna zodpovedá
zúºeniu spojitej t-subnormy a druhá zodpovedá zúºeniu spojitej t-konormy.

Z týchto výsledkov vidíme, ºe uninormy spojité na [0, e[2 ∪ ]e, 1]2 majú podobnú ²truk-
túru ako uninormy so spojitými pridruºenými funkciami, okrem prípadu ke¤ rozkladMTU

(MSU
) pomocou ordinálneho sú£tu obsahuje t-subnormu (t-superkonormu), ktorá nie je

t-norma (t-konorma) a nie je kancelatívna.

4.2 n-Uninormy so spojitými pridruºenými funkciami

n-Uninormy zov²eobec¬ujú uninormy, pri£om môºeme poveda´, ºe sú zloºené z unino-
riem niº²ích rádov, ktoré sú dokopy spojené £iasto£ne lokálnym anihilátorom a £iasto£ne
pomocou ordinálneho sú£tu. Tento fakt nás in²piroval k zavedeniu kon²trukcie pomocou
z-ordinálneho sú£tu, ktorá roz²iruje Cli�ordov ordinálny sú£et aj na £iasto£ne usporiadané
indexové mnoºiny. Pomocou tejto kon²trukcie potom vieme roz²íri´ výsledky z predchá-
dzajúcej £asti aj na n-uninormy so spojitými pridruºenými funkciami. Tak ako v prípade
uninoriem z U aj tu budeme rozobera´ charakterizujúce (multi-)funkcie n-uninoriem ako
aj ich rozklad pomocou z-ordinálneho sú£tu na pologrupy z De�nície 4.14 a triviálne
pologrupy.

4.2.1 Z-ordinálny sú£et a n-uninormy so spojitými pridruºenými funkciami

Z-ordinálny sú£et je de�novaný v nasledovnej vete.

Veta 4.25
Nech A a B sú dve indexové mnoºiny také, ºe A∩B = ∅ a C = A∪B 6= ∅. Nech (Gα)α∈C
kde Gα = (Xα, ∗α) je systém pologrúp a nech C je £iasto£ne usporiadaná reláciou � tak,
ºe (C,�) je dolný polozväz. Nech kaºdá pologrupa Gα pre α ∈ A má anihilátor zα, a
nech pre v²etky α, β ∈ C také, ºe α a β sú neporovnate©né platí α ∧ β ∈ A. Nech pre
v²etky α, β ∈ C, α 6= β, sú mnoºiny Xα a Xβ bu¤ disjunktné, alebo Xα ∩Xβ = {xα,β}.
V druhom prípade budeme predpoklada´, ºe pre v²etky γ ∈ C, ktoré sú neporovnate©né
s α ∧ β platí α ∧ γ = β ∧ γ a pre kaºdé γ ∈ C kde α ∧ β ≺ γ ≺ α alebo α ∧ β ≺ γ ≺ β
platí Xγ = {xα,β}. Navy²e,
(i) ak α ∧ β ∈ A potom xα,β = zα∧β je anihilátorom oboch pologrúp Gβ a Gα;

(ii) ak α ∧ β = α ∈ B potom xα,β je zárove¬ anihilátorom pologrupy Gβ a neutrálnym
prvkom pologrupy Gα.
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Ozna£me X =
⋃
α∈C

Xα a de�nujme binárnu operáciu ∗ na X vz´ahom

x ∗ y =


x ∗α y ak (x, y) ∈ Xα ×Xα,

x ak (x, y) ∈ Xα ×Xβ, α 6= β, a α ∧ β = α ∈ B,
y ak (x, y) ∈ Xα ×Xβ, α 6= β, a α ∧ β = β ∈ B,
zγ ak (x, y) ∈ Xα ×Xβ, α 6= β, a α ∧ β = γ ∈ A.

Potom je G = (X, ∗) pologrupa. Pologrupa G je komutatívna vtedy a len vtedy ak je pre
kaºdé α ∈ C pologrupa Gα komutatívna.

Mnoºinu A z predchádzajúcej vety budeme nazýva´ vetviaca mnoºina. Ak je vetviaca
mnoºina prázdna, t.j. ak A = ∅ potom je mnoºina C = B úplne usporiadaná a z-ordinálny
sú£et je v tomto prípade zhodný so ²tandardným Cli�ordovým ordinálnym sú£tom.

Ak x ∈ Xα ∩ Xβ pre nejaké α, β ∈ C potom môºeme podmienku α ∧ γ = β ∧ γ pre
v²etky γ ∈ C neporovnate©né s α ∧ β nahradi´ (pre niektoré alebo v²etky také γ ∈ C)
podmienkou Xγ = {zα∧β∧γ}.

Koncept z-ordinálneho sú£tu je pre nás dôleºitý najmä preto, lebo nám umoº¬uje
kon²truova´ neklesajúce funkcie F : [0, 1]2 −→ [0, 1], F (0, 0) = 0, F (1, 1) = 1, ktoré
majú anihilátor vo vnútri jednotkového intervalu, pokým v prípade ordinálneho sú£tu bol
anihilátor takejto funkcie vºdy len na jeho okrajoch, t.j. v 0 alebo v 1. Takto napríklad
môºeme kon²truova´ nullnormy a n-uninormy.

Podobne ako pre uninormy, aj pre n-uninormy vieme ukáza´ nasledovné.

Tvrdenie 4.26
Nech Un : [0, 1]2 −→ [0, 1] je idempotentná n-uninorma. Potom sa ([0, 1], Un) dá vyjadri´
ako z-ordinálny sú£et triviálnych pologrúp ({x}, Id) pre x ∈ [0, 1].

�iasto£né usporiadania, ktoré de�nujú idempotentné n-uninormy pomocou z-ordinál-
neho sú£tu triviálnych pologrúp sú popísané v nasledovnom tvrdení.

Tvrdenie 4.27
Nech P je indexová mnoºina izomorfná s [0, 1] cez izomor�zmus ϕ. Pre v²etky p ∈ P
ozna£íme Xp = {x} ak ϕ(p) = x. Nech e1, . . . , en, z1, . . . , zn−1 ∈ [0, 1], 0 = z0 < z1 <
· · · < zn = 1, ei ∈ [zi−1, zi] pre i = 1, . . . , n. Ozna£íme A = {q1, . . . , qn−1}, kde Xqi = {zi}
pre i = 1, . . . , n − 1 a B = P \ A. Nech � je £iasto£né usporiadanie na P také, ºe
v²etky podmienky Vety 4.25 sú splnené. Ak ([0, 1], Un) je z-ordinálny sú£et pologrúp
{(Xp, Id)}p∈P vo£i £iasto£nému usporiadaniu � potom je Un idempotentná n-uninorma
s n-neutrálnym prvkom {e1, . . . , en}z1,...,zn−1 vtedy a len vtedy ak sú splnené nasledovné
podmienky:

(i) a1 ≺ a2 pre v²etky a1, a2 ∈ P také, ºe Xa1 = {x1}, Xa2 = {x2}, x1 < x2 a x1, x2 ∈
[zi−1, ei] , pre i = 1, . . . , n.

(ii) b1 ≺ b2 pre v²etky b1, b2 ∈ P také, ºe Xb1 = {y1}, Xb2 = {y2}, y1 > y2 a y1, y2 ∈ [ei, zi]
pre i = 1, . . . , n.
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(iii) Pre a, b ∈ P, Xa = {x}, Xb = {y}, sú a a b neporovnate©né vtedy a len vtedy ak
existuje i ∈ {1, . . . , n− 1} také, ºe qi � a, qi � b a zi ∈ ]min(x, y),max(x, y)[ .

(iv) a1 a a2 sú porovnate©né pre v²etky a1, a2 ∈ P také, ºe Xa1 = {x1}, Xa2 = {x2}, kde
(x1, x2) ∈ [zi−1, zi]

2 pre i = 1, . . . , n.

Ukázali sme tieº, ºe idempotentná n-uninorma zodpovedá £iasto£nému usporiadaniu,
ktoré pripomína binárny strom, kde uzly tohto stromu zodpovedajú deliacim bodom
z1, . . . , zn−1.

Pri popise ²truktúry n-uninoriem z Un hrajú dôleºitú úlohu n-uninormy z takzvanej
Triedy 1, t.j. také pre ktoré Un(0, 1) = zk pre nejaké k ∈ {1, . . . , n − 1}. n-Uninorma
Un ∈ Un z Triedy 1 má ve©mi jednoduchú ²truktúru: jej zúºenie na [0, zk]

2 je lineárna
transformácia nejakej k-uninormy z Uk, jej zúºenie na [zk, 1]

2 je lineárna transformácia
nejakej (n − k)-uninormy z Un−k a na zvy²ku jednotkového ²tvorca má táto n-uninorma
hodnotu zk.

Pre v²etky Un ∈ Un platí Un(e1, en) = zk pre nejaké k ∈ {1, . . . , n−1}. Bod zk je potom
anihilátorom zúºenia Un na [e1, en]

2 a pre v²etky x ∈ [0, 1] platí Un(x, zk) ∈ {x, zk}. Ak
de�nujeme

x0 = inf{x ∈ [0, 1] | Un(x, zk) = zk} (5)

a
y0 = sup{y ∈ [0, 1] | Un(y, zk) = zk} (6)

potom je zúºenie Un na [x0, y0]
2 (alebo na ]x0, y0[

2 , alebo na [x0, y0[
2 , alebo na ]x0, y0]

2)
lineárnou transformáciou nejakej n-uninormy z Triedy 1, ktorá má spojité pridruºené
funkcie (alebo jej zúºenia na ]0, 1[2 , alebo na [0, 1[2 , alebo na ]0, 1]2). Vidíme teda, ºe v
jadre kaºdej n-uninormy z Un je n-uninorma z Triedy 1.

Veta 4.28
Nech Un : [0, 1]2 −→ [0, 1] je n-uninorma a nech Un ∈ Un. Ak Un(x0, y0) = zk potom sa Un

dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et pologrupy G1 = ([0, x0[∪{zk}∪]y0, 1] , Un|([0,x0[∪{zk}∪]y0,1])2)
a pologrupy G2 = ([x0, y0] , U

n|[x0,y0]2), kde G2 je lineárne izomorfná s n-uninormou z
Triedy 1 aG1 je izomorfná pomocou (1) s uninormou so spojitými pridruºenými funkciami.
Usporiadanie pologrúp v tomto ordinálnom sú£te je 1 < 2.

Ak Un(x0, y0) ∈ {x0, y0} de�nujeme

� y1 = sup{y ∈ [y0, 1] | Un(x0, y) = x0} ak Un(x0, y0) = x0,

� x1 = inf{x ∈ [0, x0] | Un(y0, x) = y0} ak Un(x0, y0) = y0.

V takomto prípade môºeme na²e výsledky zhrnú´ v nasledovnej vete.

Veta 4.29
Nech Un ∈ Un, Un(x0, y0) = x0 a Un(y1, x0) = x0 (Un(x0, y0) = y0 a Un(x1, y0) = y0).
Potom sa Un dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et pologrupy, ktorá je lineárnou transformá-
ciou (zúºenia) n-uninormy z Triedy 1 na interval [x0, y0]

2 ([x0, y0[
2 , ]x0, y0]

2 , ]x0, y0[
2) a

nanajvý² dvoch iných pologrúp.
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� Najmen²ia z týchto pologrúp v zodpovedajúcom úplnom usporiadaní je vºdy polog-
rupa, ktorá je izomorfná cez (1) s uninormou so spojitými pridruºenými funkciami.

� Ak Un(x0, y0) = x0, U
n(zk, y0) = y0, y1 = y0 potom tento ordinálny sú£et obsahuje

aj pologrupu ({y0}, Id).

� Ak Un(x0, y0) = y0, U
n(zk, x0) = x0, x1 = x0 potom tento ordinálny sú£et obsahuje

aj pologrupu ({x0}, Id).

� Ak y1 > y0 (x1 < x0) potom tento ordinálny sú£et obsahuje aj pologrupu, ktorá je
lineárne izomorfná so (zúºením) spojitej t-konormy (t-normy).

Ak Un(y1, x0) = y1 (Un(x1, y0) = x1) dostaneme podobné výsledky, ale tu nie je naj-
men²ia pologrupa izomorfná s uninormou, ale so zov²eobecnenou kompozitnou uninormou
so spojitými pridruºenými funkciami (vi¤ De�nícia 4.2). Takáto pologrupa sa dá tieº vy-
jadri´ ako ordinálny sú£et pologrúp z De�nície 4.14 a triviálnych pologrúp.

Z predchádzajúcej vety vyplýva, ºe n-uninormy z Triedy 1 hrajú pri charakterizácii
n-uninoriem dôleºitú úlohu. Ich ²truktúra je pritom, podobne ako v prípade nullnoriem,
©ahko vyjadrite©ná pomocou z-ordinálneho sú£tu. To je dôvod aby sme si poloºili otázku,
£i sa dá kaºdá n-uninorma z Un vyjadri´ ako z-ordinálny sú£et pologrúp z De�nície 4.14
a triviálnych pologrúp. Túto otázku za chví©u kladne zodpovieme.

4.2.2 Charakterizujúce funkcie n-uninoriem so spojitými pridruºenými fun-
kciami

Charakterizujúca funkcia uninormy U so spojitými pridruºenými funkciami úzko súvisí s
bodmi (x, y) ∈ [0, 1]2, pre ktoré platí U(x, y) = e. Pre takúto uninormu a bod x ∈ [0, 1]
existuje maximálne jeden bod y ∈ [0, 1] taký, ºe U(x, y) = e. Toto v²ak neplatí v prípade n-
uninoriem so spojitými pridruºenými funkciami a preto najskôr musíme pokry´ príslu²né
anomálne prípady. Ako prvé poznamenajme, ºe ak pre n-uninormu platí ei = ei+1 pre
nejaké i ∈ {1, . . . , n − 1}, tak je daná n-uninorma zárove¬ aj (n − 1)-uninorma a preto
sa budeme zameriava´ iba na n-uninormy pre ktoré platí e1 < e2 < · · · < en. �alej máme
nasledovné výsledky.

Tvrdenie 4.30
Nech Un : [0, 1]2 −→ [0, 1] je n-uninorma, Un ∈ Un. Ak Un(x, y1) = Un(x, y2) = ei pre
nejaké x, y1, y2 ∈ [0, 1], y1 < y2, a i ∈ {1, . . . , n} potom ei ∈ {zi−1, zi}.

Veta 4.31
Nech Un : [0, 1]2 −→ [0, 1] je n-uninorma, Un ∈ Un. Ak pre nejaké i ∈ {1, . . . , n} platí
ei = zj pre j ∈ {1, . . . , n−1} potom Un je (n−1)-uninorma z U(n−1) s (n−1)-neutrálnym
prvkom {e1, . . . , ei−1, ei+1, . . . , en}z1,...,zj−1,zj+1,...,zn−1 .

Tieto výsledky ukazujú, ºe ak Un(x, y1) = Un(x, y2) = ei pre nejaké x, y1, y2 ∈ [0, 1],
y1 < y2 potom sa rád uninormy dá zníºi´. Opakovaným pouºitím týchto výsledkov môºeme
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kaºdú n-uninormu Un z Un zredukova´ na m-uninormu Um z Um takú, ºe ak e∗i je i-ty
lokálny neutrálny prvok Um potom e∗i ∈ {z∗i−1, z∗i } implikuje e∗i ∈ {0, 1}. m-Uninormu
Um budeme nazýva´ redukovaná forma n-uninormy Un (alebo krátko redukovaná m-
uninorma).

Pre redukovanú n-uninormu Un a x, y1, y2 ∈ [0, 1], y1 < y2, rovnos´ Un(x, y1) =
Un(x, y2) = ei pre nejaké i ∈ {1, . . . , n} implikuje ei ∈ {0, 1}, t.j. i ∈ {1, n}. Ke¤ºe
e1 = 0 (en = 1) je neutrálny prvok Un na [0, z1] ([zn−1, 1]) platí Un(x, 0) > 0 pre v²etky
x > 0 (Un(x, 1) < 1 pre v²etky x < 1). Preto pre redukované n-uninormy pre v²etky
i ∈ {1, . . . , n} a v²etky x ∈ [0, 1] existuje nanajvý² jedno y ∈ [0, 1] také, ºe Un(x, y) = ei.
Kvôli spomenutým faktom sa v tejto £asti zameriame len na redukované n-uninormy.

Teraz uº môºeme de�nova´ charakterizujúce funkcie a charakterizujúce multi-funkcie
pre n-uninormy z Un.

De�nícia 4.32
Nech Un : [0, 1]2 −→ [0, 1] je redukovaná n-uninorma, nech Un ∈ Un a nech i ∈ {1, . . . , n}.
De�nujme funkciu gi : [0, 1] −→ [0, 1] vz´ahom

gi(x) = sup{t ∈ [0, 1] | Un(x, t) < ei},

kde sup ∅ = 0. Funkcia gi sa bude nazýva´ i-ta charakterizujúca funkcia n-uninormy Un.

Pre charakterizujúcu funkciu gi pre i ∈ {1, . . . , n} platí, ºe

� gi je nerastúca,

� gi(ei) = ei,

� Ak e1 = 0 potom g1(x) = 0 pre v²etky x ∈ [0, 1].

� Ak en = 1 potom gn(x) = 1 pre v²etky x ∈ [0, 1].

� Un(x, t) < ei pre v²etky t < gi(x) a Un(x, t) > ei pre v²etky t > gi(x).

De�nícia 4.33
Nech Un : [0, 1]2 −→ [0, 1] je redukovaná n-uninorma, Un ∈ Un, a nech i ∈ {1, . . . , n}.
De�nujme charakterizujúcu multi-funkciu ri : [0, 1] −→ P([0, 1]) vz´ahom

ri(x) =



[
lim
t−→0+

gi(t), 1

]
ak x = 0,[

0, lim
t−→1−

gi(t)

]
ak x = 1,[

lim
t−→x+

gi(t), lim
t−→x−

gi(t)

]
inak.

Potom gi(x) ∈ ri(x) pre v²etky x ∈ [0, 1], i ∈ {1, . . . , n} a ak je gi spojitá v x ∈ ]0, 1[
pre nejaké i ∈ {1, . . . , n} Potom ri(x) = {gi(x)}.
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Veta 4.34
Charakterizujúca multi-funkcia ri redukovanej n-uninormy Un ∈ Un je nerastúca, symet-
rická a u-surjektívna (pozri De�níciu 4.11) pre v²etky i = 1, . . . , n. Navy²e, nad (pod)
grafom charakterizujúcej multi-funkcie ri nadobúda n-uninorma Un hodnoty vä£²ie (men-
²ie) ako ei.

�ahko sa ukáºe, ºe Un(x, y) = ei implikuje (x, y) ∈ G(ri) pre v²etky i ∈ {1, . . . , n}.
Navy²e, kaºdý bod nespojitosti redukovanej n-uninormy Un sa dá pokry´ grafom aspo¬
jednej charakterizujúcej multi-funkcie.

Veta 4.35
Nech Un : [0, 1]2 −→ [0, 1] je redukovaná n-uninorma a nech Un ∈ Un. Ak (x0, y0) ∈ [0, 1]2

je bod nespojitosti Un potom (x0, y0) ∈
n⋃
i=1

G(ri).

Obrátene, ak chceme ukáza´, ºe redukovaná n-uninorma patrí do Un, nesta£í na to
podmienka, ºe v²etky body nespojitosti sú pokryté symetrickými, u-surjektívnymi, ne-
rastúcimi multi-funkciami ri na [0, 1], kde Un(x, y) = ei implikuje (x, y) ∈ G(ri) pre
i = 1, . . . , n. Neplatí ani tvrdenie, ako v prípade uninoriem so spojitými pridruºenými
funkciami, ºe taká uninorma je v kaºdom bode jednotkového ²tvorca bu¤ z©ava, alebo
sprava spojitá (alebo spojitá). Platí ale nasledovné tvrdenie.

Tvrdenie 4.36
Nech Un : [0, 1]2 −→ [0, 1] je redukovaná n-uninorma, Un ∈ Un, a nech (x0, y0) ∈ [0, 1]2.
Ak existuje práve jedno i ∈ {1, . . . , n} také, ºe (x0, y0) ∈ G(ri) potom Un je z©ava, alebo
sprava spojitá (alebo spojitá) v (x0, y0).

Potom dostávame ºiadaný výsledok.

Veta 4.37
Nech Un : [0, 1]2 −→ [0, 1] je redukovaná n-uninorma. Nech Un je spojitá na [0, 1]2 \
n⋃
i=1

G(ri), kde ri je symetrická, u-surjektívna, nerastúca multi-funkcia na [0, 1] taká, ºe

Un(x, y) = ei implikuje (x, y) ∈ G(ri) pre i = 1, . . . , n. Navy²e, nech Un je bu¤ z©ava
spojitá, alebo sprava spojitá (alebo spojitá) v kaºdom bode (x0, y0) ∈ [0, 1]2, pre ktorý
existuje práve jedno i ∈ {1, . . . , n} kde (x0, y0) ∈ G(ri). Potom Un ∈ Un.

4.2.3 Rozklad n-uninoriem so spojitými pridruºenými funkciami pomocou
z-ordinálneho sú£tu

V poslednej £asti práce sme ukázali rozklad n-uninoriem so spojitými pridruºenými fun-
kciami pomocou z-ordinálneho sú£tu na pologrupy z De�nície 4.14 a triviálne pologrupy.
Nako©ko najjednoduch²ie n-uninormy z Triedy 1 sú nullnormy, prvé výsledky sa venujú
im. Kaºdá nullnorma s anihilátorom z sa dá vyjadri´ ako z-ordinálny sú£et troch po-
logrúp: G1 = ([0, z] , S∗), G2 = ([z, 1] , T ∗) a G3 = ({z}, Id), kde S∗ (T ∗) je lineárna
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transformácia pridruºenej t-konormy (t-normy) na interval [0, z] ([z, 1]), vetviaca mno-
ºina je A = {3} a príslu²né £iasto£né usporiadanie je dané vz´ahom 1 ∧ 2 = 3. Kaºdá
spojitá t-norma (t-konorma) sa dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et spojitých Archimedov-
ských t-noriem (t-konoriem). Navy²e, spojitá Archimedovská t-norma (t-konorma) sa po-
mocou ordinálneho (z-ordinálneho) sú£tu dá rozloºi´ iba na jednu netriviálnu a jednu,
alebo dve triviálne pologrupy, ktoré zodpovedajú koncovým bodom 0 a 1. Preto v nasle-
dovnom výsledku povieme, ºe pologrupa je odvodená od spojitej Archimedovskej t-normy
(t-konormy) ak vznikne zo spojitej Archimedovskej t-normy (t-konormy) vynechaním jed-
ného, alebo oboch koncových bodov. Takéto pologrupy evidentne patria medzi pologrupy
z De�nície 4.14.

Veta 4.38
Nech V : [0, 1]2 −→ [0, 1] je nullnorma s anihilátorom z ∈ ]0, 1[ , ktorá má spojité pri-
druºené funkcie. Potom sa V dá vyjadri´ ako z-ordinálny sú£et pologrúp odvodených od
spojitých Archimedovských t-noriem, spojitých Archimedovských t-konoriem a idempo-
tentných t-noriem a t-konoriem (vrátane triviálnych pologrúp).

Pre hodnoty n-uninoriem so spojitými pridruºenými funkciami môºeme ukáza´ nasle-
dovné.

Tvrdenie 4.39
Nech Un : [0, 1]2 −→ [0, 1] je n-uninorma a nech Un ∈ Un. Nech x ∈ ]zi−1, zi[ a y ∈ ]zj−1, zj[
pre nejaké i, j ∈ {1, . . . , n}, i < j, kde Un(ei, ej) = zk. Potom platí:
(i) Ak x ≥ ei a y ≤ ej potom Un(x, y) = zk.

(ii) Ak x ≤ ei a y ≤ ej potom Un(x, y) = Un(x, zk) ∈ {x, zk}.
(iii) Ak x ≥ ei a y ≥ ej potom Un(x, y) = Un(y, zk) ∈ {y, zk}.
(iv) Ak x ≤ ei a y ≥ ej potom

� Un(x, y) = zk, ak Un(x, zk) = zk a Un(y, zk) = zk,

� Un(x, y) = x, ak Un(x, zk) = x a Un(y, zk) = zk,

� Un(x, y) = y, ak Un(x, zk) = zk a Un(y, zk) = y,

� Un(x, y) ∈ [x, ei[ ∪ {zk} ∪ ]ej, y] ak Un(x, zk) = x a Un(y, zk) = y.

V predchádzajúcich výsledkoch sme videli, ºe v jadre kaºdej n-uninormy Un ∈ Un je
n-uninorma Un

∗ z Triedy 1, t.j. taká, ºe Un
∗ (0, 1) = zk pre nejaké k ∈ {1, . . . , n − 1}

(pozri Vety 4.28, 4.29), ktorá je so zvy²kom spojená pomocou ordinálneho sú£tu. Takáto
n-uninorma z Triedy 1 má podobnú ²truktúru ako jej ²peciálny prípad � nullnorma, t.j.
dá sa vyjadri´ ako z-ordinálny sú£et pologrupy de�novanej na [0, zk] (ktorá je lineárnou
transformáciou k-uninormy), pologrupy de�novanej na [zk, 1] (ktorá je lineárnou transfor-
máciou (n− k)-uninormy) a triviálnej pologrupy ({zk}, Id). Tým pádom uº máme v²etko
pripravené na rozklad 2-uninoriem. Pre n > 2 potom pouºijeme indukciu. Vynecháme
detaily a spomenieme len, ºe pre 2-uninormy z U2 pripomína £iasto£né usporiadanie prí-
slu²ného z-ordinálneho sú£tu strom s dvoma vetvami a jedným uzlom (deliacim bodom),
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ktorý zodpovedá pologrupe ({z1}, Id). Pologrupy, ktoré sú v danom £iasto£nom uspo-
riadaní men²ie ako ({z1}, Id) patria do rozkladu tej £asti 2-uninormy, ktorá zostane ak
sa odstráni z jadra príslu²ná 2-uninorma U2

∗ z Triedy 1. Jedna vetva stromu zodpovedá
prvej pridruºenej uninorme 2-uninormy U2

∗ a druhá vetva zodpovedá druhej pridruºenej
uninorme U2

∗ .

Veta 4.40
Nech U2 : [0, 1] −→ [0, 1] je 2-uninorma, U2 ∈ U2. Potom sa U2 dá vyjadri´ ako z-ordinálny
sú£et pologrúp z De�nície 4.14 a triviálnych pologrúp, kde vetviaca mnoºina A zodpovedá
deliacemu bodu z1 a (C,�) má ²truktúru binárneho stromu.

Pre v²eobecnú n-uninormu z Un zodpovedá najmen²í uzol (deliaci bod) z vetviacej
mnoºiny A, v príslu²nom £iasto£nom usporiadaní, deliacemu bodu zk = Un(e1, en). Po-
dobne ako v prípade 2-uninoriem, aj tu pologrupy, ktoré sú men²ie ako ({zk}, Id) patria do
rozkladu tej £asti n-uninormy, ktorá zostane ak sa odstráni z jadra príslu²ná n-uninorma
Un
∗ z Triedy 1. Nad ({zk}, Id) sú dve vetvy (ktoré sa môºu e²te ¤alej vetvi´), jedna zod-

povedá lineárnej transformácii (zúºenia) k-uninormy na interval [x0, zk] (]x0, zk]) a druhá
zodpovedá lineárnej transformácii (zúºenia) (n−k)-uninormy na interval [zk, y0] ([zk, y0[),
kde x0 a y0 sú de�nované v (5) a (6).

Indukciou môºeme ¤alej kaºdú z týchto vetiev vyjadri´ ako z-ordinálny sú£et pologrúp
z De�nície 4.14 a triviálnych pologrúp.

Veta 4.41
Nech Un : [0, 1] −→ [0, 1] je n-uninorma, Un ∈ Un. Potom sa Un dá vyjadri´ ako z-
ordinálny sú£et pologrúp z De�nície 4.14 a triviálnych pologrúp, kde vetviaca mnoºina A
zodpovedá uzlom (deliacim bodom) z1, . . . , zn−1 a (C,�) má ²truktúru binárneho stromu.

5 Závery práce

Hlavné závery práce môºeme zhrnú´ do nasledovných bodov:

� Popísali sme v²etky pologrupy, ktoré sa dajú pouºi´ na kon²trukciu uninoriem po-
mocou ordinálnych sú£tov. Tieto pologrupy zah¯¬ajú uninormy a zov²eobecnené
uninormy a pologrupy, ktoré z nich môºeme získa´ odtrhnutím jedného, alebo oboch
koncových bodov (prípadne aj deliaceho bodu e).

� Zaviedli sme ordinálny sú£et uninoriem a ukázali sme, ºe v prípade uninoriem treba
£as´ pod neutrálnym prvkom a £as´ nad neutrálnym prvkom transformova´ oddelene.

� Uninorma sa dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et reprezentovate©ných a d-internálnych
uninoriem vtedy a len vtedy ak sa jej mnoºina bodov nespojitosti dá pokry´ grafom
ostro klesajúcej funkcie de�novanej na jednotkovom intervale. Takáto uninorma sa
dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et reprezentovate©ných uninoriem ak má spo£ítate©nú
mnoºinu idempotentných bodov.
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� Kaºdá idempotentná uninorma sa dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et triviálnych polog-
rúp. V práci sme popísali aj zodpovedajúce úplné usporiadania, pomocou ktorých sa
dá skon²truova´ idempotentná uninorma ako ordinálny sú£et triviálnych pologrúp.

� Pre kaºdú uninormu so spojitými pridruºenými funkciami sme ukázali, ºe jej mno-
ºina bodov nespojitosti sa dá pokry´ grafom symetrickej, u-surjektívnej, nerastúcej
charakterizujúcej multi-funkcie. Opa£ný výsledok vo v²eobecnosti neplatí, ale ak sa
mnoºina bodov nespojitosti uninormy dá pokry´ grafom takejto charakterizujúcej
multi-funkcie a navy²e je uninorma v kaºdom bode jednotkového ²tvorca bu¤ z©ava,
alebo sprava spojitá (alebo spojitá) potom má spojité pridruºené funkcie.

� Ukázali sme rozklad uninormy so spojitými pridruºenými funkciami. Kaºdá takáto
uninorma sa dá vyjadri´ ako ordinálny sú£et Archimedovských, reprezentovate©ných
a idempotentných pologrúp.

� Podarilo sa nám ukáza´ podobnú charakterizáciu aj pre uninormy spojité na [0, e[2∪
]e, 1]2 za predpokladu, ºe jediná pologrupa v rozklade pridruºenej t-normy (t-konor-
my) pomocou ordinálneho sú£tu, ktorá nezodpovedá t-norme (t-konorme), t.j. je to
t-subnorma (t-superkonorma), je kancelatívna.

� Zaviedli sme z-ordinálny sú£et pologrúp, ktorý nám umoº¬uje kon²truova´ nekle-
sajúce funkcie F : [0, 1]2 −→ [0, 1], F (0, 0) = 0, F (1, 1) = 1, ktoré majú anihilátor
vo vnútri jednotkového intervalu, pokým v prípade ordinálneho sú£tu bol anihilátor
takejto funkcie vºdy len na jeho okrajoch, t.j. v 0 alebo v 1. Takto napríklad môºeme
kon²truova´ nullnormy a n-uninormy.

� Kaºdá idempotentná n-uninorma sa dá vyjadri´ ako z-ordinálny sú£et triviálnych
pologrúp. V práci sme popísali aj zodpovedajúce £iasto£né usporiadania, pomocou
ktorých sa dá skon²truova´ idempotentná n-uninorma ako z-ordinálny sú£et triviál-
nych pologrúp.

� Ukázali sme, ºe v jadre kaºdej n-uninormy so spojitými pridruºenými funkciami je
n-uninorma z Triedy 1, ktorá je so zvy²kom spojená pomocou ordinálneho sú£tu.

� Pre kaºdú n-uninormu so spojitými pridruºenými funkciami sme ukázali, ºe ak
Un(x, y1) = Un(x, y2) = ei pre nejaké x, y1, y2 ∈ [0, 1], y1 < y2 a i ∈ {1, . . . , n}
potom sa rád uninormy dá zredukova´. Mnoºinu bodov nespojitosti kaºdej redu-
kovanej n-uninormy so spojitými pridruºenými funkciami vieme pokry´ grafmi n
symetrických, u-surjektívnych, nerastúcich charakterizujúcich multi-funkcií, ktoré
súvisia s lokálnymi neutrálnymi bodmi ei. Opa£ný výsledok vo v²eobecnosti neplatí,
ale ak sa mnoºina bodov nespojitosti n-uninormy dá pokry´ grafmi takýchto cha-
rakterizujúcich multi-funkcií a navy²e je n-uninorma v kaºdom bode jednotkového
²tvorca, ktorý je pokrytý grafom iba jednej charakterizujúcej multi-funkcie, bu¤
z©ava, alebo sprava spojitá (alebo spojitá) potom má spojité pridruºené funkcie.
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� Ukázali sme rozklad n-uninormy so spojitými pridruºenými funkciami. Kaºdá takáto
n-uninorma sa dá vyjadri´ ako z-ordinálny sú£et Archimedovských, reprezentovate©-
ných a idempotentných pologrúp, pri£om vetviaca mnoºina A zodpovedá deliacim
bodom z1, . . . , zn−1 a (C,�) má ²truktúru binárneho stromu.

Kompletná charakterizácia (spojitých) t-noriem je dôleºitý výsledok, ktorý u©ah£uje ná-
h©ad na ²truktúru inferen£ného aparátu pouºívaného v mnohých aplikáciách, medzi iným
aj v probabilistických metrických priestoroch, £i v prípade neaditívnych mier a integ-
rálov, ktoré v zov²eobecnenej teórii pravdepodobnosti umoº¬ujú modelovanie interakcie
pri výpo£te strednej hodnoty. V prípade neaditívnych integrálov t-normy a im príbuzné
operácie nahrádzajú ²tandardné násobenie. �al²ími takýmito operáciami sú uninormy,
ktoré sú skúmané v tejto doktorskej dizerta£nej práci. Hlavnou prednos´ou uninoriem je
ich vyuºitie v prípade práce na bipolárnej ²kále. Z poh©adu aplikácií je asi najzaujímavej-
²ia trieda uninoriem so spojitými pridruºenými funkciami, nako©ko je dostato£ne ²iroká,
pri£om si zárove¬ zachováva dostato£ne pekné vlastnosti. Preto tejto triede venovalo po-
zornos´ ve©a autorov, ale dosiahnuté výsledky zah¯¬ali len ²peciálne prípady. Kompletná
charakterizácia tejto triedy uninoriem bola popísaná aº v £lánkoch, ktoré sú sú£as´ou
tejto doktorskej dizerta£nej práce.

Pri ¤al²om roz²irovaní bipolárnej ²kály sa dostávame k prístupu, kde príslu²ná binárna
funkcia v danom neaditívnom integráli má odli²né vlastnosti v závislosti na konkrétnej po-
doblasti jednotkového ²tvorca, t.j. vstupné hodnoty sú rozdelené na tzv. referen£né úrovne
(kategórie). Tento prístup nás privádza k n-uninormám, ktoré zov²eobec¬ujú uninormy a
v prípade spojitých pridruºených funkcií sú tieº kompletne charakterizované v tejto práci.
Podobne ako v prípade uninoriem, doposia© boli charakterizované iba ²peciálne prípady.
Táto doktorská dizerta£ná práca teda prispieva k rozvoju zov²eobecnenej teórie prav-
depodobnosti, konkrétne k rozvoju znalostí o neaditívnych mierach a integráloch, ktoré
modelujú strednú hodnotu v prípade interakcie.
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7 The structure of uninorms with continuous underly-
ing triangular norms and conorms and their genera-
lizations

The classes of t-norms and t-conorms are prominent examples of associative functions on
the unit interval. Generalization of the position of the neutral element or the annihilator
of a t-norm yielded the de�nition of uninorms and nullnorms, which can be taken as
bipolar t-norms and t-conorms. Further generalization which brings together uninorms
and nullnorms are n-uninorms which generalize uninorms in such a way that the global
neutral element is replaced by n local neutral elements. Thus in the case of n-uninorms
on distinct subareas of the unit square di�erent uninorms can be applied.
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The characterization of all continuous t-norms (t-conorms) is based on two construction
methods. The �rst result shows that each continuous t-norm (t-conorm) is equal to an
ordinal sum of continuous Archimedean t-norms (t-conorms). The second result shows
that each continuous Archimedean t-norm (t-conorm) has a continuous additive generator.
While the concept of an additive generator was easily introduced also for uninorms and
yields representable uninorms, generalization of the ordinal sum construction for uninorms
was not so evident. The results known so far were based merely on the ordinal sum
decomposition of underlying functions of uninorms and not uninorms themselves.

The aim of this work is to introduce ordinal sum of uninorms, to introduce z-ordinal
sum construction which extends the Cli�ord's ordinal sum to partially ordered families of
semigroups, and using these concepts to o�er a complete characterization of uninorms and
n-uninorms with continuous underlying functions. Particularly, we study their continuity
on the whole unit square and their decomposition into irreducible sets via the ordinal sum
(z-ordinal sum) construction. The tasks solved in this thesis are the following:

� De�nition of the ordinal sum construction for uninorms.

� Description of semigroups that yield a uninorm via the ordinal sum construction.

� The one-to-one correspondence between idempotent uninorms and special linear
orders on the unit interval is shown.

� The characterizing set-valued function of a uninorm with continuous underlying
functions is de�ned and its relation to the set of points of discontinuity of the given
uninorm is shown.

� It is shown that each uninorm with continuous underlying functions can be expressed
as an ordinal sum of semigroups related to continuous Archimedean t-norms, t-
conorms, representable uninorms and idempotent semigroups.

� De�nition of the z-ordinal sum construction for partially ordered families of semig-
roups.

� The one-to-one correspondence between idempotent n-uninorms and special partial
orders on the unit interval is shown.

� The characterizing (set-valued) functions of an n-uninorm with continuous under-
lying functions are de�ned and their relation to the set of points of discontinuity of
the given n-uninorm is shown.

� It is shown that each n-uninorm with continuous underlying functions can be expres-
sed as a z-ordinal sum of semigroups related to continuous Archimedean t-norms,
t-conorms, representable uninorms and idempotent semigroups.
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8 Die Struktur von Uninormen mit zugrundeliegenden
stetigen t-Normen und t-Conormen und ihrer Verall-
gemeinerungen

Die Klassen von t-Normen und t-Conormen sind herausragende Beispiele für assozia-
tive Funktionen im Einheitsintervall. Die Verallgemeinerung der Position des neutralen
Elements oder des Nullelements einer t-Norm führte zur De�nition von Uninormen und
Nullnormen, die als bipolare t-Normen und t-Conormen angesehen werden können. Eine
weitere Verallgemeinerung, die Uninormen und Nullnormen verbindet, sind n-Uninormen,
bei denen das globale neutrale Element durch n lokale neutrale Elemente ersetzt wird.
Somit können im Fall von n-Uninormen auf verschiedenen Teilbereichen des Einheitsqu-
adrats unterschiedliche Uninormen betrachtet werden.

Die Charakterisierung aller stetigen t-Normen (t-Conormen) basiert auf zwei Konstruk-
tionen. Einerseits entspricht jede stetige t-Norm (t-Conorm) einer Ordinalsumme stetiger
archimedischer t-Normen (t-Conormen), und andererseits besitzt jede stetige archimedis-
che t-Norm (t-Conorm) einen stetigen additiven Generator. Während das Konzept eines
additiven Generators auch für Uninormen leicht eingeführt werden kann und repräsen-
tierbare Uninormen liefert, war eine Verallgemeinerung der Ordinalsummenkonstruktion
für Uninormen nicht so o�ensichtlich. Die bisher bekannten Ergebnisse basierten ledig-
lich auf der Ordinalsummenzerlegung der zugrundeliegenden Funktionen und nicht der
Uninormen selbst.

Das Ziel dieser Doktorarbeit war es, eine Ordinalsumme von Uninormen einzuführen,
z-Ordinalsummenkonstruktion, die die Ordinalsumme von Cli�ord auf partiell geordnete
Familien von Halbgruppen erweitert einzuführen, und diese Konzepte zu verwenden, um
eine vollständige Charakterisierung von Uninormen und n-Uninormen mit zugrundelie-
genden stetigen Funktionen zu erhalten. Insbesondere untersuchen wir ihre Stetigkeit
auf dem gesamten Einheitsquadrat und ihre Zerlegung in irreduzible Mengen über die
Konstruktion der Ordinalsumme (z-Ordinalsumme). Folgende Probleme wurden in dieser
Doktorarbeit behandelt und gelöst:

� De�nition der Ordinalsummenkonstruktion für Uninormen.

� Beschreibung von Halbgruppen, die über die Ordinalsummenkonstruktion eine Uni-
norm ergeben.

� Die Existenz einer bijektiven Beziehung zwischen idempotenten Uninormen und
speziellen linearen Ordnungen im Einheitsintervall wird bewiesen.

� Die charakterisierende mengenwertige Funktion einer Uninorm mit zugrundeliegen-
den stetigen Funktionen wird de�niert und ihre Beziehung zur Menge der Unstetig-
keitspunkte der gegebenen Uninorm wird untersucht.

� Es wird gezeigt, dass jede Uninorm mit zugrundeliegenden stetigen Funktionen als
eine Ordinalsumme von Halbgruppen dargestellt werden kann, die sich auf stetige ar-
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chimedische t-Normen, t-Conormen, repräsentierbare Uninormen und idempotente
Halbgruppen beziehen.

� De�nition der z-Ordinalsummenkonstruktion für partiell geordnete Familien von
Halbgruppen.

� Die Existenz einer bijektiven Beziehung zwischen idempotenten n-Uninormen und
speziellen Teilordnungen im Einheitsintervall wird bewiesen.

� Die charakterisierenden (mengenwertigen) Funktionen einer n-Uninorm mit zugrun-
deliegenden stetigen Funktionen werden de�niert und ihre Beziehung zur Menge der
Unstetigkeitspunkte der gegebenen n-Uninorm wird untersucht.

� Es wird gezeigt, dass jede n-Uninorm mit zugrundeliegenden stetigen Funktionen als
z-Ordinalsumme von Halbgruppen dargestellt werden kann, die sich auf stetige ar-
chimedische t-Normen, t-Conormen, repräsentierbare Uninormen und idempotente
Halbgruppen beziehen.
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